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Introduccion

La Mecéanica de Medios Continuos ha entrado a formar parte de los planes
de estudios en las Facultades de Matematicas espanolas en los tltimos anos,
generalmente como parte de la formacién optativa de segundo ciclo, situacion
que se da en la Universidad de Santiago de Compostela y en la Universidad
Complutense de Madrid. En nuestra opinién, el alumno fortalece su dominio
de la asignatura, entre otras cosas, mediante la resolucién de ejercicios; esa
conviccién es la que nos ha llevado a redactar la presente obra.

Esta recopilacién de soluciones, mas que de problemas, es el resultado de dos
anos de docencia en la asignatura “Modelos Matemaéticos da Fisica I” (llamada
actualmente “Métodos Mateméticos da Mecédnica do Continuo”), durante los
cursos 1997-98 y 1998-99, a los alumnos de cuarto curso de la Licenciatura de
Matematicas de la Universidad de Santiago de Compostela. Se han resuelto los
ejercicios que propone M. E. Gurtin en los capitulos que van del T al VI (secciones
de la 1 ala 19) de su libro [(1981) An Introduction to Continuum Mechanics.
New York. Academic Press], y se han anadido algunos méas, complementarios
a los primeros, que tienen que ver sobre todo con el manejo de los operadores
diferenciales y de los tensores utilizando coordenadas.

Se cubren los temas iniciales de un curso de Mecédnica de Medios Conti-
nuos, como son el dlgebra y el andlisis tensorial, el concepto de deformacion, de
movimiento y de fuerza, y las leyes de conservacion de la masa y de los momen-
tos. El ultimo capitulo sirve como ejemplo en el cual se utilizan los primeros
temas y se aplican tanto a los fluidos ideales como a los fluidos eldsticos. Entre
los ejercicios se encuentra la demostracion de algin resultado conocido de gran
importancia, como la desigualdad de Korn y los teoremas de Da Silva, de Kelvin
y de Signorini, entre otros.

Para usar este libro, ténganse en cuenta los siguientes comentarios:

= Ejercicio 1.7 quiere decir ejercicio 7 de la seccion 1. Para referirnos a un
ejercicio de una misma seccién usamos solamente el niimero del ejercicio.

= Como regla general: negritas mintsculas denotan vectores; negritas ma-
yusculas tensores.

= Como en el libro de Gurtin, “regular” (smooth) quiere decir de clase C1.

= La unica diferencia en cuanto a los métodos de resolucién de los ejercicios,
es que nosotros usamos (no siempre) las expresiones de los operadores
diferenciales en coordenadas, mientras que Gurtin prefiere la definicién
intrinseca.
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= Alguno de los ejercicios (muy pocos) solamente se enuncia, porque su
resolucién es inmediata. Este es el caso de algin ejercicio de la seccién 1.

= Se cambian algunos enunciados, bien porque el ejercicio puede generali-
zarse, bien porque se ha detectado alguna errata en el original.

y las siguientes notaciones:
» £ es R? como conjunto de puntos.
= V es R? como espacio vectorial con el producto escalar euclidiano.
= {e;} es una base ortonormal de V.
= v; es la componente 7 del vector v; S;; la componente ¢j del tensor S.
= diag(a, b, c) es una matriz diagonal con diagonal (a, b, ¢).

= Hay dos diferencias importantes entre nuestra notacion y la del libro de
Gurtin: la primera es que, si ¢ es una funcién de x, nosotros usamos la
notacién ¢ ; para la derivada parcial de ¢ con respecto a z;, y, andloga-
mente, ¢ ;; = 0%p/(dx;0x;); la segunda es que nosotros usamos, salvo
mencion explicita en sentido contrario, el convenio de Einstein de indices
repetidos, y asi, por ejemplo, a;e; = Z§:1 a;e;, e; Qe; = Zle e; ® ey,
trS = Su(= Ele Sii),y divv = v; (= Zle v;,4). Sin embargo, en a;+b;
no hay suma implicita.

La intervencién del lector es hoy més posible que nunca gracias a la www,
y esta intervencion puede ser de gran ayuda en la localizacion de erratas. Los
comentarios acerca del contenido de este libro pueden dirigirse a la direcciéon
electréonica oscarlp@usc.es.

Agradezco al profesor Alfredo Bermidez de Castro la ayuda prestada siempre
que fue requerido para ello. Su atencién y también las simplificaciones de ciertas
soluciones y los nuevos puntos de vista aportados por la profesora Maria Elena
Vazquez Cendén y por los alumnos se han traducido en una mejora de las
notas originales. Debo también expresar mi agradecimiento a Academic Press
(“a Harcourt Science and Technology Company” ), que amablemente me ha dado
permiso para reproducir, traducidos al castellano, los enunciados del libro escrito
por el profesor Morton E. Gurtin. Por 1iltimo, deseo hacer constar el &nimo que
me ha transmitido el propio profesor Gurtin, con quien he mantenido una breve
correspondencia electrénica. Cualquier error es exclusiva responsabilidad del
autor.

Santiago de Compostela, 15 de febrero de 2002.
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Acerca de esta segunda impresién:

Ademas de haber corregido las erratas encontradas en la primera impresién,
de haber reescrito unas pocas frases y de haber anadido otras aclaratorias, en
los ejercicios complementarios a la seccién 1 se han introducido las definiciones
de la delta de Kronecker y del tensor de permutaciones, y se han incluido sendas
notas tras los ejercicios 2.3 y 3.9.

Santiago de Compostela, 8 de noviembre de 2006.

ULTIMA COMPILACION: Santiago de Compostela, 27 de enero de 2009.
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Capitulo I

Algebra Tensorial

1.

PUNTOS. VECTORES. TENSORES

1. Considérese la aplicacién ¢ : ¥V — R definida por ¢(v) = a- v, donde a es

un vector fijo. Probar que a = 9 (e;)e;.

SOLUCION. Si a = a;e; es la expresion de a en la base {e;}, resulta
w(ei) =a-e; = aj5ji = Uy, (1)

y entonces a = a;e; = 1¥(e;)e;. [ ]

. (Teorema de representaciéon de formas lineales) Demuéstrese que,

si ¢ : V — R es lineal, entonces existe un tnico vector a € V tal que
Y(v)y=a-v VYve.

SOLUCION. La unicidad es obvia. Para demostrar la existencia témese
a=1(e;)e;. [ |

. Probar que la suma S 4+ T y el producto ST son tensores.

SoLUcION. S v T son endomorfismos de V, y por lo tanto la suma S + T
y la composicién ST también. [ ]

. Probar que el traspuesto ST de S existe y es tnico.

SoLUcION. Dado un tensor S, se demuestra que existe un tinico tensor
(que denotaremos) S tal que

(Su)-v=u-(8Tv) YuveV. (2)

Unicidad: si se cumple (2) para un cierto tensor S” entonces Sg;- =e;-
(STej) = (Sez) ‘e = Sﬂ



CAPITULO I. ALGEBRA TENSORIAL

Existencia: si definimos S% = Sj;, entonces u - (STV) = ug(Sikv;) =
(Sikug)v; = (Su) - v. []

5. Probar que el producto tensorial a ® b es un tensor.

SOLUCION. a®b : V — V es lineal porque (a®@b)v = (b-v)a parav € V.

| |
6. Pruébense:
a) S(a®b) = (Sa) ® b,
b) (a®b)S=a® (STb),
c) (Se;)) ®e; =S8S.
SOLUCION.
) [S(a® b)]” = Slk(a® b)kg = makb = (Sa) b = [(Sa) ® b]”
b) [(a ® b)S ]z = (a®b)ikSkj = aikakj = aikajk = ai(STb)j =
[a® (STb)];;.
) [ Sez) & ez]jk = (Sez) Oir = (Sek)j = S]mékm = Sjk. |

7. Demostrar que se satisfacen las siguientes igualdades:

a®b)’ =b®a,
a®b)(ced)=(b-cla®d,

0 si i#£j P .
) (ei®ei)(ej®e;) = { ;e si iz (aquf indices repetidos no

suman)
9) ei@e; =1,
h) trST = trS,
i) tr(ST) = tr (TS)
j) 1S = trS,
k) R-(ST) = (S'R)- T = (RT") - S,
)u-Sv=S-(uev),
m) (a@b)- (u®v) = (a-u)(bv).

SOLUCION. En el ejercicio 4 se demostré que ST Sji. Con esto alguno
de los apartados es evidente y se enuncia sin mngun comentario.
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(S+T)" =s’ +17.

[(ST) ]w = (ST)ﬂ = SjiThi = Tiql;slz;‘ = (TTST)U-
(sH)" =
(
[

a

(=

C

d) (a@b)T =b®a.

9]

)

)

)

)

) [(a®@b)(c®d)];; = (a®@b)g(c®@d)r; = aibrerd; = (b-c)(a®d);;.
f) En virtud del apartado anterior, (e; ® €;)(e; ® e;) = d;;(e; @ €;).

)

)

)

)

)

g (ez @ ez)]k - 61]6119 - 6]]{)
h) trST = trS.
1) tr (ST) = (ST)” = S”Tz = TjiSij = (TS)]‘]‘ = tr (TS)
J) IS =10;S;j = Si = trS.
k) R-(S ) = Rij(ST)i; = RijSuThj = SERij Ty = (S"R);Thj =
(S'R)- T,y
R - (ST) = Ri(ST)i; = RijSixTk; = RijT}.Six = (RTT)ixSir =
RTT).S.
l) u-Sv= ’U,iSijUj = Sij(u ® V)ij =S. (u ® V).
m) (a®b) - (u®v) = a;bju;v; = a;u;b;v; = (a-u)(bv). [ |
8. Probar
a) v = Su equivale a v; = S;ju;,
b) (") = Sij,
c) (8T)ij = SirThyj,
d) (a® b)ij = a'bj,
e) S-T=5;,T;;.

SoLUCION. Algunos ya han sido resueltos; otros son evidentes. Resolvemos
solamente el (d): (a®b);; =e;-(a®b)e; =e;-(b-e;)a= (a-e;)(b-e;) =
aibj. | |

9. Demostrar que la operacién S - T es un producto interior.

SOLUCION. En efecto, ya que se satisfacen claramente:

S-T=T:-8,
-T es lineal en T para S fijo,

- S = 0 solamente cuando S = 0. [ |

a

o

ISH >
— N N
0 v »n

10. Probar los apartados siguientes:

a) Si S € Sym, entonces S-T=S-T" =S (3(T+T")).
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11.

12.
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b) Si W € Skw, entonces W-T = -W-T' =W (3(T - T)).

¢) SiS € Symy W € Skw, entonces S- W = 0.

d) Si T-S =0 para todo S € Lin, entonces T = 0.
)
)

e) Si T-S =0 para todo S € Sym, entonces T € Skw.

f) Si T -W =0 para todo W € Skw, entonces T € Sym.

SOLUCION. Es fécil demostrar que S-T = ST . T? V 8, T € Lin (ver
ejercicios complementarios). Recordemos que S € Sym (o S simétrico)
significa S = 87 y W € Skw (0 W antisimétrico) significa W = —W7,

En particular, T - T = 0, de donde T = 0.

Se prueba que T + T7 = 0. Nétese que T + T? € Sym, y por el
apartado (a) (T4+T7)-R=(T+T7")- AR+ R”)) = 0 para todo
R € Lin, lo cual implica T 4+ T7 = 0, segtin (d).

)
)
¢) Usando (a), S-W =S8 (3(W+W")) =0.
)
)

f) Se prueba que T — T? = 0. El razonamiento es andlogo al de (e).
Usese el apartado (b) teniendo presente que T — T € Skw. [ |

Cambiamos enunciado. Probar que W;; = 0 para todo i = 1,2,3 si W €
Skw (aqui indices repetidos no suman). Por lo tanto, tr (W) =0 VW €
Skw o, equivalentemente, la traza de un tensor es igual a la traza de su
parte simétrica.

SoLucION. Wy; = WL = —W,; implica W;; = 0. Entonces, tr W = W;; =
0 (aqui indices repetidos suman).

Si T € Lin, entonces T = S+ W con S = (T + TT) € Sym (parte
simétrica de T) y W = (T — TT) € Skw (parte antisimétrica). La
equivalencia enunciada se deduce ahora de la linealidad de traza. [ |

Probar que Q es ortogonal si, y solo si, QT Q = L.

SOLUCION. Q € Orth significa que Q conserva productos interiores; esto
es, que

Qu-Qv=u-v VYuve). (3)

Si Q € Orth, entonces u-v=Qu-Qv=Q'Qu-v VYu,ve).Porlo
tanto, u = Q" Qu VY u € V; es decir, QTQ =L

SiQT'Q =1, entonces Qu-Qv=Q"’Qu-v=u-v VYuveV,yporlo
tanto Q € Orth. -
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13.

14.

15.

16.

Cambiamos enunciado. Sea H = Q — I. Probar que Q € Orth si, y solo
si, H+ H' + HH” = 0.

SoLuciON. H+HT + HHT = Q-1+ Q" -1+ (Q-I)(Q" —1) =
Q-I+Q"-I1+QQ" —Q-Q" +1=QQ" —1, y se aplica el ejercicio
12. [ |

Sea ¢ : V xV xV — R una aplicacion trilineal y antisimétrica; es decir, ¢
es lineal en cada argumento y

@(ua v, W) = _SO(Va u, W) = —SO(U, w, V) = —SD(W, v, ll)
para todo u,v,w € V. Probar que, si S € Lin, entonces

©(Se1, ez, e3) + p(er,Seq, e3) + p(e1, ez, Ses) = (trS)p(er, ez, e3).

SOLUCION. Nétese en primer lugar que ¢ vale 0 cuando dos argumentos
se repiten: ¢(u,u,w) =0, p(u, v,u) = 0, etc. Ademads, Se; = (Se;);e; =
Sjké;m-ej = Dji€j, de ahi que
©(Ser, e2,e3) + p(e1,Ser, e3) + p(er, e2,Se3) =
©(Sj1ej,e2,e3) + p(e1, Sjej, e3) + p(er, ez, Sjze;) =
@(S11e1,ez,e3) + p(er, Sxzez, e3) + ¢(er, ez, Szzez) =
Siip(er, ez, e3) = (trS)p(er, es, e3), (4)

como queriamos demostrar. [ |

Sea Q un tensor ortogonal, y sea e un vector no nulo tal que Qe = e'.

Probar que:

a) Qle=e.

b) El vector axial correspondiente a la parte antisimétrica de Q, w, es
paralelo a e.
SOLUCION.

a) QTe =QTQe =e, ya que Qe = e y Q es ortogonal.

b) Si QA es la parte antisimétrica de Q y w es su vector axial, w x e =

Qe = %(Qe - Q%e)=0. [ ]

Probar que si w es el vector axial de W, entonces |w| = (1/v/2)|W].

LCuando el tensor ortogonal Q es una rotacién, un tal vector e siempre existe, puesto que
1 es autovalor de cualquier aplicacién ortogonal en R?3 con determinante positivo (es decir,
de cualquier rotacién). Consiltese por ejemplo [3, p. 400 en la seccién 8.8: “Aplicaciones
ortogonales: parte II”, o bien p. 453 en la seccién 10.4: “Movimientos en el espacio”].
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SOLUCION. Aqui [W| = (W -W)2 = (W;;W;;)2. Necesariamente w y W
son de la forma siguiente:

. 0 — B
W = (04;@7) y W: Y O —Q ) (5)

-8 « 0
de donde |[W| = (2(a? + 82 +42))2 = V2|w|. [ ]
SOLUCION ALTERNATIVA. El vector axial de W es w = —%sijijkei

(ver ejercicios complementarios), con lo cual |[w|?> = w-w = wyw; =

1 1 1

1€ Wik€itmWim = 38ik€itmWitWim = 31(0510km — 0imOrt)WixWim =
1 1 Lw|2

LW Wi — WiWiy) = 3WiWye = AW - W = W2, n

17. Cambiamos enunciado. Sean D € Psym y S € Lin invertible. Probar que
SDS” € Psym.

SoLuciON. SDS” es simétrico ya que (SDS”)” = SD?S” = SDS”.
También es definido positivo ya que, si v # 0, v - (SDST)v = 87v .
D(S”v) > 0, por ser D definido positivo y STv # 0. Nétese que es
necesario que S sea invertible para que STv # 0. [ |

Ejercicios complementarios

Entiéndase siempre que los indices 4, j, k, [... varian en el conjunto {1, 2, 3}.
Se recuerda la definicién de la delta o simbolo de Kronecker d;;:

1 st oi=4,
0ij = { 0 si i#j, (6)
y del tensor de permutaciones &;;:

1 si 4jk es una permutacién par de {1,2,3},
gijk =4 —1 sl ijk es una permutacién impar de {1, 2, 3}, (7)
0 si 4jk no es una permutacién de {1,2,3}.

Asi pues: €123 = €231 = €312 = ]., €132 = €321 = €213 = —]., Eijk = 0 si hay
indices repetidos.
Supénganse conocidas las férmulas:

uXxXv= €ijkUjVE€4, (8)
u- (VX W) = €, VW, (9)
det S = €41.51i52; 53k (10)

c.l. (Propiedades de €;;i) Probar las siguientes propiedades de &;;:

a) €pijepkl = 0ik0ji — 0itdjk,
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b) €pgi€pgi = 20ij,

) EpqrEpgr = 6.

SOLUCION.
a) Considérense los siguientes cuatro casos: (1) i = 7; (2) k = 1; (3)
i gk # LAY ALk (4) i # 5, kAL LG5t = {k 1
b) Considérense los casos i = j e i # j.

¢) En los sumatorios que siguen, o recorre las permutaciones de {1, 2, 3}.
EpgrEpgr = g Ea(1)0(2)0(3) Eo(1)o(2)o(3) = e 1 =31 =6. [ |

c.2. (Vector axial de un tensor antisimétrico)

a) Sea W € Skw. Probar que existe un unico vector w tal que Wu =
wxu VYué€V, yque ademids w = —%Eijijkei (w es el vector
azial de W).

b) Probar que w es un vector tal que W;; = g;x;ws si, y solo si, W es
antisimétrico y w es su vector axial.

SOLUCION.

a) Unicidad: basta probar que si w x u = 0 para todo vector u, entonces
w = 0. En efecto, 0 = e; - (w x ej) = EpimOikWi0jm = Ejw] para
1,7 = 1,2,3, de donde w; = 0 para l = 1,2,3 o, lo que es lo mismo,

w = 0.
Existencia: si w = —dg, ., W re;, entonces w X U = €mnWmUn€ =
. Qz]kljkz; N ImnWmUn€]
1
Etmn(—5EmjkWik)uner = 3eminemjxWiruner = 5(01j0nk — 01x0n; )
1 1

ijunel = §(ijukej — ijujek) = §(ijukej — ijukej) =
Wirure; = Wu.

b) Nétese que si W;; = e;x;ws, entonces, para todo u € V, (Wu); =
Wijuj = eigjwru; = (W xu);, y en consecuencia W € Skw y w es su
vector axial. Reciprocamente, si W es antisimétrico y w es su vector
axial, entonces W;; = e; - (We;) = €; - (W X ) = €umirWidjm =
€415 Wy- | |

c.3. Demostrar que la descomposiciéon de un tensor en parte simétrica y anti-
simétrica es tnica.

SOLUCION. Si T = S+W con S € Sym y W € Skw, entonces T = S—W.
Sumando las dos igualdades llegamos a T+T7 = 28, de manera que debe
ser S = (T + T"). Restdndolas se ve que W = (T — T7). [

c.4. Demostrar que, si a, b, ¢ son vectores y S, T son tensores, se satisfacen las
igualdades:

a) (a®b)c=(a®c)b,
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c.D.

c.6.

c.7.

CAPITULO I. ALGEBRA TENSORIAL
b) S-T=8".717.

SOLUCION.
a) [(a &® b)C]z = aibjcj = CliCjbj = [(a & C)b]z
b) S T =S;;T;; =SETE =" .17, n

Jr e

Para cualquier tensor S se cumple

€ijkSitSjmSkn = €ijkS1iSmjSnk = Eimn det S. (11)
SOLUCION.
Sin Sz S
€ijkS1iSmjSnk = | Sm1 Sm2  Sm3s | = €imn det S. (12)
Snl Sn2 SnB

Notese que la ultima igualdad se satisface tanto si lmn es una permutacion
de {1,2,3} como si no (en este caso ambos miembros valen 0).

Ahora £;j5.Si1SjmSkn = ik St S ;S = Etmn det 8T = gy det S. n
Demostrar que u x v es el vector axial del tensor antisimétrico vRu—u®v.

SOLUCION. Probamos que (u X v) X w = (v ® u — u ® v)w para todo
we V.

(U X V)XW =E1mn(U X V) Wn€ = ElmnEmjkljVpWne] =
—EminEmjkUjVpWn€ = —(01;0nk — 01k0n; ) UjVEWnE =

—ujvpwEe; + ujvpwier = (- w)v— (v-wju=(vu—u@v)w. (13)

(Inversa de un tensor) Para S € Lin, se define (la matriz de cofactores)
Cof(S) mediante (Cof(S))ij = 2&ipg€jrsSprSqs. Demostrar que

(Cof(8))*'S = S(Cof(S))T = (det S)I,

y por lo tanto S~ = (1/det S)(Cof(S))T si det'S # 0. Luego un tensor S
es invertible si, y solo si, su determinante es no nulo.

SOLUCION. Se usa (11).

1
[(Cof(8))"'S]i; = (Cof(8))iSk; = S EkpqCirsSprSqs Sy =
%airsekpqskjsprsqs - %z—:irsejm(det S) = 8, det S = [(det S)TJ;;.  (14)

La otra igualdad se demuestra de forma andloga. ]
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c.8. Probar que, si S € Lin es invertible, entonces (S™1)7 = (S™)~1. Suele
emplearse la notacién S~ para referirse a cualquiera de los miembros de
la igualdad anterior.

En consecuencia, si S € Sym y detS # 0, S™! € Sym.

SOLUCION. Se demuestra que Cof(S™) = (Cof(S))7. |

c.9 Demostrar que
Su- (Sv x Sw)

detS = o v X W)

para todo tensor S, cuando u- (v x w) # 0.

SOLUCION. Se usa (11).

Su- (Sv x Sw) _ €ijkSipUpSiqUgSkrwr (det S)epgrupvqwy  detSm

u-(vxw) Elmn Ul Vm W, Elmn Ul VmWn,

Algunos de estos ejercicios se han tomado de [1] y [14]. En [4] puede encon-
trarse otra demostracién del resultado que recoge el ejercicio c¢.8. Una solucién
alternativa del ejercicio c¢.6 puede encontrarse en [13].

2. TEOREMA ESPECTRAL. TEOREMA DE CAYLEY-HAMIL-
TON. TEOREMA DE DESCOMPOSICION POLAR

1. Determinar el espectro, los espacios caracteristicos y una descomposicion
espectral de cada uno de los tensores siguientes, donde m y n son vectores
unitarios y ortogonales entre si:

a) A=al+mem (o, B € R),
b)) B=m®n+n®m.

SOLUCION. Nétese que A y B son simétricos, y por lo tanto se puede usar
el teorema espectral. Llamaremos F(w) al espacio caracteristico asociado
al autovalor w.

a) El caso 8 = 0 es trivial. Supongamos 3 # 0.
A=al4+mem=(a+f8)mem+ a(I —m®m). Por el apartado
(b) del teorema espectral (tal y como se enuncia en [2]),

= Espectro de A = {a + [, a}.

» E(a+f) = (m), E(e) = (m)~.

= Descomposicién espectral de A: sean e; € E(a + () unitario
(p- €j. e1 = m) y es,e3 € E(a) ortogonales y unitarios. Como
{e;} es una base ortonormal de V formada por autovectores se
tiene por el teorema espectral que A = w;e; ® e;, donde w; =
(a+8) y wa =ws = a.
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b) B=m®n+n® m. Sea u unitario.
Como Bu= (n-u)m+ (m-u)n € (m,n), se presentan dos casos:

CASO 1: Siu ¢ (m,n), entonces Bu = wu si, y solo si, w =0y Bu=0.
Ahora nétese que

Bu=0&n-u=0ym-u=0&uc (n"nN{m)*- = (m,n)*.

(15)
CASO 2: Si u € (m,n), entonces u= (m-u)m+ (n-u)n, y por lo tanto
Bu=wusi,ysolosi,n-u=w(m-u) ym-u=w(n-u). Las dos
ultimas igualdades implican que w solo puede ser 1 6 —1, lo que
explica que nos restrinjamos a los casos Bu=uy Bu= —u:

Bu=u&uce(mn)yn-u=m-u&

uc (m,n)N(m—n)t = (m+n). (16)
Bu=-uSue{mnyn-u=-m-us
uc (m,n)N(m+n)t = (m-—n). (17)

Segun este analisis:
= Espectro de B ={0,1,—1}.
» B(0) = (m,n)*, B(1) = (m+n) y E(-1) = (m —n).
= Descomposicién espectral de B: eligiendo e; € E(0), e; € E(1)
y €3 € E(—1) unitarios, se tiene B = e; ® e3 — 3 ® e3. [ ]

2. Suponiendo que es cierta la parte del teorema espectral que acaba con un
(1) en el texto [2], demostrar el resto del teorema.

SOLUCION. Se supone demostrado:

Si S es simétrico, existe una base de V, {e1, ez, €3}, formada por
autovectores de S. Ademas, si w1, ws,ws son los correspondien-
tes autovalores, se tiene que S = w;e; ® e;.

Y se demuestra el resto del teorema espectral, que dividimos en proposi-
ciones. Se supone siempre que S € Sym.

Proposiciéon Si S = w;e; ® e;, con {e1, ez, e3} base ortonormal de V,
entonces w1, ws,ws son autovalores de S y e1, ez, e3 son los correspondien-
tes autovectores.

Demostracién. Se; = (w;e; ® e;)e; = w;01;€; = wier. Andlogamente,
Seg =wsez y Se3 = wsges. O

Proposicion S tiene exactamente tres autovalores distintos si, y solo si,
los espacios caracteristicos de S son tres lineas mutuamente perpendicu-
lares.
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Demostracion.

“=7 S = w;e; ®e; con los w; distintos entre si. Llamemos E(w;) al espacio
caracteristico asociado al autovalor w;. u € F(w1) & Su = wiu &
(wiei ® ei)ll = Wil & WilU;€; = Wil;€; & Wil = Will,wWally =
Wile, w3tz = witg < uz = uz = 0 < u € (e1). Luego E(w1) = (e1).
Del mismo modo se ve que E(w2) = (e3) y F(ws) = (e3), lo que
demuestra que los espacios caracteristicos son tres lineas mutuamente
perpendiculares.

“<” Si fuese w; = wj con ¢ # j, entonces E(w;) = E(wj), lo que no es
posible si E(w;) y E(wj) son lineas perpendiculares. O

Proposicion S tiene exactamente dos autovalores distintos si, y solo si,
S=we®Rket+wy(I—-e®e), conle| =1y wis # ws. En tal caso w1 y
wo son los dos autovectores distintos de S y los correspondientes espacios
caracteristicos son (e) y (e), respectivamente.

Demostracion.

“=" Sean wi,ws,ws3, cON w1 # wy y ws = ws, los autovalores de S y
sea {e1, ez, ez} la correspondiente base ortonormal de autovectores.
Sabemos que S = w;e; ® e; = wie; ® e + wQ(EQ X ey +e3® 63),
de donde S = wie1 ®e; + wa(l —e1 ®ey), yaque e; ®e; = 1
(ver ejercicio 1.7). Ahora se comprueba que E(wi) = (e1) y que
E(ws) = (e2,e3) = (e1)*, como se hizo en la demostracién anterior.

“<” Supongamos que S =wie®e+wr(l—e®e), con |e| =1y wi # ws.
Sea {ej1,e3,e3} una base ortonormal de V con e; = e. Empleando
de nuevo la identidad e; ® e; = I, resulta S = wie; ® e + wa(ez ®
ez + e3 ®e3), y por lo tanto wy y we son los tinicos autovectores de
S y sus correspondientes espacios caracteristicos son F(w1) = (e1) y
E(ws) = (e2,e3) = (e)*. O

Proposicién Reciprocamente, si () y (e)*, con |e| = 1, son los espacios

caracteristicos de S, entonces S es de la forma S = wieRe+wr(I—e®e),
com Wy # wa.

Demostracién. Como E(w;) = (e) # E(ws) = (e)*, es claro que
w1 # wo. Sean ey, e3 € (e)* ortogonales. Entonces, {e, ez, ez} es una base
ortonormal de V formada por autovectores, y por lo tanto S = w;e; ® e;
si llamamos €1 = e y w3 = wy. Es decir, S=wie® e+ wy(I—e®e), ya
que e; ® e; = I (ver ejercicio 1.7). a

Proposicion S tiene exactamente un autovalor si, y solo si, S = wl.
En ese caso w es el autovalor de S y V es el correspondiente espacio
caracteristico.

Demostracion.
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“=” Sean wi,ws,ws3, CON W1 = ws = w3 = w, los autovalores de S y
{e1, e2,e3} la correspondiente base ortonormal formada por autovec-
tores. Entonces, S = w;e; R e; = we; ® e; = wl, con w autovalor de S.
Por otra parte, Su =wu V u € V, asi que E(w) = V es el espacio
caracteristico asociado a w.

“<=” Sea S = wl. Sea u unitario. Su = Au & wu = Au & A = w, asi que
w es el tnico autovalor de S. |

Proposicion Reciprocamente, si V es un espacio caracteristico de S,
entonces S = wl.

Demostracién. Si w es un autovalor de S cuyo espacio caracteristico es
E(w) =V, podemos elegir e1,ez,e3 € FE(w) = V tales que {e1,e3,e3}
es una base ortonormal de V formada por autovectores. Entonces, S =
we; ®e; = wl. [ |

. Sean D un tensor simétrico y Q un tensor ortogonal. Probar que el espec-

tro de D es igual al espectro de QDQ?. Probar también que si e es un
autovector de D, entonces Qe es un autovector de QDQ correspondiente
al mismo autovalor.

SoLUcION. Notemos que

w autovalor de D < det(D —wI) =0 (18)

w autovalor de QDQ” < det(QDQ” — wI) = 0. (19)
Ahora demostramos que det(QDQ” — wI) = det(D — wI):

det(QDQ” — wI) = det(QDQ” — wQQ") = det[Q(D — wI)Q”| =
det Q det(D — wI)det(Q”) = (det Q)2 det(D — wI) = det(D — wI). (20)

Por 1ltimo, si De = we, entonces QDQ’ (Qe) = QDe = Q(we) = w(Qe).
Ademas Qe es unitario porque Q es ortogonal. [ |

Nota El argumento empleado en el ejercicio 8 muestra que si D es un

. . . —1 -
tensor cualquiera y T es un tensor invertible, entonces D y TDT ™~ tienen
el mismo polinomio caracteristico, y en consecuencia los mismos autova-
lores.

. Un tensor P es una proyeccién perpendicular si P es simétrico y P2 ="P.

Se pide:

a) Sea n un vector unitario. Probar que cada uno de los siguientes ten-
sores es una proyeccién perpendicular:

I, 00 n®n, IT-n®n. (21)
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b) Probar que, reciprocamente, si P es una proyeccién perpendicular,
entonces P admite una de las representaciones (21).

SOLUCION.

a) Es claro que Iy 0 son proyecciones perpendiculares. Recordemos que
(a@b)l =b®ayque (a®@b)(c®d) = (b-c)a®d (ejercicio 1.7).
Entonces, n®n es simétricoy (n®n)? = (n®n)(n®n) = (n-n)n®n =
n ® n, de modo que n ® n es una proyeccién perpendicular.

Ahora veamos que si P es una proyeccion perpendicular, también lo
es I — P: obviamente I — P es simétrico si lo es P y ademés

I-P?2?=(I-P)I-P)=1-P-P+P’=I-P-P+P=1-P.
(22)
b) Como P es simétrico, se tiene por el teorema espectral que P =
w;e; ® e;, donde {wr,ws,ws} es el espectro de P y {e1,eqs,e3} la
correspondiente base ortonormal de autovectores. Por otra parte los
unicos autovalores que puede tener P son 0 y 1: en efecto, si u es
unitario y Pu = wu, entonces wu = Pu = P?u = P(Pu) = P(wu) =
wPu = w?u, de donde w = w?. Asi pues, se presentan cuatro casos:
CASO 1 Si los tres autovalores de P son 0, entonces P = 0.
CASO 2 Silos tresson 1, P =1.
CASO 3 Sidosson0Oyelotroes 1, P=n®n, con |n| =1.
CASO 4 Sidossonlyelotroes 0, P =I-n®n, con |n| = 1. Por ejemplo,
Siwi =wy =1yws =0, entonces P =e; ®e; +e ®ey =
I-es®e3, yaquee, ®e; =1L [ |

5. Probar que un tensor S (no necesariamente simétrico) conmuta con todo
tensor antisimétrico W si, y solo si, S = wl.

SOLUCION.

“=” Supongamos que SW = WS para todo W € Skw. Sea v € V \ {0}
y sea W el tensor antisimétrico definido por Wu = v x u. (Es decir,
v es el vector axial de W.) Entonces Sv € KerW = (v), ya que

WSv =SWv =S(vxv)=S0=0. (23)

En consecuencia, para cada v € V \ {0} existe w(v) € R tal que
Sv = w(v)v. Probaremos que el escalar w(v) no depende de v.

Si llamamos w; a w(e;), resulta
Sij = ei- (Sej) = e; - (wje;) = w;dij, (24)

donde ni en wje; ni en w;d;; hay suma en j.
Ahora basta ver que w1 = wy = w3, lo que se puede probar eligiendo
v € V tal que v; # 0 para todo ¢ € {1,2,3}. En efecto, la igualdad

w(v)vi = [W(V)V]i = (SV)fL‘ = Sij’Uj = wjéijvj = W;V; (25)
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(donde en w;v; no hay suma en 4) implica que w; = w(v) para todo
i € {1,2,3}. Né6tese que de esta forma hemos probado que w; = wy =
w3, y por lo tanto, si llamamos w a ese valor comun, (24) nos dice
que S;j = wd;; o, lo que es lo mismo, que S = wl.

“<” Esta implicacion es evidente. [ |

Nota FEl ejercicio 5 implica que, dado un tensor S, las siguientes afir-
maciones son equivalentes:

(i) SR = RS para todo tensor R.

(1) SW = WS para todo tensor antisimétrico W.
(i1i) S = wlI para cierto w € R.

6. Sean F = RU y F = VR las descomposiciones polares, a derecha e
izquierda, de F € Lin™.

a) Probar que U y V tienen el mismo espectro (wy,ws,ws).

b) Probar que F y R admiten las representaciones

F :wifi@)ei,
R=f®e;,

DAY ivi \¢ .
donde e; y f; son, respectivamente, los autovectores de U y V corres
pondientes a w;.

SoLUCION. Recordemos que U y 'V son simétricos, y por lo tanto se les
puede aplicar el teorema espectral.

a) Como U = RVR, se tiene por el ejercicio 3 que U y V tienen los
mismos autovalores w; y que, si e; es un autovector de U asociado
a wj, entonces f; = Re; es un autovector de V asociado al mismo
autovalor.

b) F=RU= R(wiei & ei) = wiR(ei & ei) = wi(Rei) R e; = wif; ®e;.
Veamos ahora que R =f; ® e;:
(fi2e)U=(fioe)(we ®e) =wi(e;-e)(five) =wfizwe =F,
lo que implica que f; ® e; tiene determinante positivo, porque U y F
pertenecen a LinT. Ademés f; ® e; es ortogonal, porque

(e (fi®e;)" = (f;0e;)(e;0f;) = (e;-e;)(fi®f;) = fif; = 1. (26)

Hemos probado que f; ® e; es una rotacion que satisface la igualdad
F = (f; ® e;)U, asi que R = {; ® e;, por la unicidad de la descom-
posicién polar. [ |

7. Sea R la rotacién de la descomposicién polar de F € Lin™. Probar que R
es la rotaciéon mds préxima a F, en el sentido de que |F — R| < |F — Q|
para todas las rotaciones Q # R.
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SOLUCION. Sea Q una rotacién distinta de R. Veremos que [F — QJ? —
IF —R|? > 0.

Por ser Q y R rotaciones, sus columnas forman una base ortonormal de V
(ver p. ej. [4]), y por lo tanto |Q[? = |R|*> = 3. As{ pues, |F — Q|*> = (F —
Q) (F-Q) = |[F|?—2F-Q+3 y andlogamente |F—R|? = |[F|> - 2F -R+3,
con lo cual

F-Q-|F-R?=2F-R-2F-Q=2F-(R-Q). (27

Sea F = RU la descomposicién polar de F a la derecha y sea Qg = RTQ.
(Nétese que Q, es una rotacién distinta de I porque Q # R..) Entonces,

2F - (R - Q) =2tr[F'(R - Q)] =2tr[U'RT (R - Q)] =
2r[UT(I- Q)] =2U - (I-Q,)  (28)

y, como S - T = ST . TT para todo par de tensores S y T,

2U- (1= Q) =U-[(1- Q)+ (I-Qq)] =
U- (QO_I)(Qg_I) =U: (QO_I)(QO_I)T' (29)
Usando la igualdad R.- (ST) = (S'R) - T y de nuevo S- T =87 . 7T,

U- (Qo - I)(Qo - I)T = (Qo - I)TU : (QO - I)T =

UT(QO -0 (Qy—I)=tr[(Qg — I)TU(QO -1 (30)
Segun (27), (28), (29) v (30),
[F-QP - |F-R” = tr[(Q, -1)"U(Q, - T)], (31)

que es estrictamente positivo porque (Q, — I)TU(Q, — I) es simétrico
semidefinido positivo y no nulo. Es claro que es simétrico; vemos a con-
tinuacién que es semidefinido positivo:

u- (Qy - D)"U((Qy —Tu=(Q,—Iu-U(Q, —I)u >0, (32)

porque U es definido positivo. Hay que notar que Q, — I es distinto de 0
pero singular?, y por lo tanto también es singular (Q, —I)7U(Q, —1I), lo
que implica que no es definido positivo.

Para demostrar que (Q, — I)7U(Q, — I) es no nulo veremos que si S # 0
y U € PSym, entonces STUS # 0 (esto es obvio si S es no singular).
En primer lugar notemos que U = w;e; ® e; con w; > 0 para todo i €
{1,2,3}. Si fuese STUS = 0 tendrfamos 0 = (S7US);; = (STU);;S;; =
SkiUkjSji = Skiwk0k;Sij = w;j(Sj;)? (solo hay suma en j), de donde Sj; =
0 para todo 4,5 € {1,2,3} y, por lo tanto, S = 0.

Solo falta demostrar que un tensor S simétrico, semidefinido positivo y
no nulo tiene traza estrictamente positiva. Por el teorema espectral, S =
wie; ®e;. Como w; > 0 porque S es semidefinida positiva, también trS =
w1+ ws +ws >0,y es 0 solo cuando wy = we = wg = 0, es decir, cuando
S=0. [ ]

2Puesto que 1 es autovalor de cualquier rotacién. Ver nota al pie de la pagina 13.
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Capitulo 1I

Analisis Tensorial

3. DIFERENCIACION

1. Calcular DG(A) para cada una de las siguientes funciones G : Lin — Lin.

a) G(A) = (trA)A

b) G(A)=AB (B un tensor dado),

c) G(A) = ATA,

d) G(A) = (u-Au)A (u un vector dado)

SoLUCION. En los cuatro apartados la funcién es de la forma G(A) =
7(f(A),g(A)), con 7 bilineal y f y g lineales, de modo que

DG(A)[U] = = (f(A), Dg(A)[U]) + m(Df(A)[U], g(A)) =

7(f(A), g(U)) + =(£(U), g(A)). (33)
a) Claramente G(A) = w(f(A),g(A)) si 7r(a,A) =caA, f(A) =trA
(en este caso f es escalar) y g(A) = A, y por lo tanto
DG(A)[U] = (trA)U + (tr U)A. (34)
b) Aqui tenemos G(A) = w(f(A),g(A)), con w(A1,Az) = AjAq,
f(A) = AB y g(A) = A, de donde se obtiene
DG(A)[U] = ABU + UBA. (35)
Anélogamente:
¢) G(A)=ATA = DG(A)[U] = ATU + UTA.
d) G(A)=(u-Au)A = DG(A)[U] = (u- Au)U + (u- Uu)A. [

2. (Diferencial de la inversa G(A) = A™') Consideremos G, definida en
el conjunto de los tensores invertibles por G(A) = A~'. Suponiendo que
G es diferenciable (lo es), probar que DG(A)[H] = —A""HA ™"

25
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SOLUCION. Derivando la igualdad AA~! = Iy evaluando en H se obtiene

ADG(A)H] +HA ' =0, (36)

de donde
DG(A)H] = -A"HA ' (37)
|

. Sea, para A invertible, p(A) = det(A?). Calcular Dp(A).

SOLUCION. Notemos que ¢ = f o g si definimos

f(A)=detA y g(A)=A%=AA, (38)
Como
Df(A)[U] = (det A)tr (UA™!) (si A es invertible) (39)
y
Dg(A)[U] = AU + UA, (40)
se tiene

Dy(A)[U] = Df(g(A))[Dg(A)[U]] = Df(A*)[AU + UA] =
det(A?)tr[(AU + UA)A 2.  (41)

. Sea p(v) = ¥’ para todo v € V. Calcular Dp(v).

SOLUCION. Recordemos la notacién v2 = |v|? = v-v. En este caso ¢ = fog
con g(v) = v?y f(t) = e!. Claramente, Dg(v)[u] = 2u-vy Df(t)[s] = se',
lo que nos da

Dy(v)[u] = Df(g(v))[Dg(v)[u]] = Df(v})[2u-v] = 2u-ve¥ .  (42)

Luego Dp(v) = 2ve"27 en el sentido de que el vector 2ve¥’ se identifica
con la aplicacién lineal Dp(v) : V — R. ]

. Sea G : Lin — Lin definida por G(A) = K(A)A”, donde K : Lin — Lin

es diferenciable. Probar que si G(A) es simétrico para todo A y si ademds
K(I) = 0, entonces DK(I) toma valores simétricos (i. e., DK(I)[H] =
(DK(I)[H])” para todo H € Lin).

SOLUCION. Tenemos que demostrar que

(DK (D)[H])" = DK(D[H]. (43)
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Como G(A) = K(A)A” € Sym,
AK(A)T =K(A)AT V¥ A € Lin. (44)

El ejercicio se resuelve derivando la expresion (44) y evaluando en H.
Para ello téngase en cuenta que la trasposiciéon A — AT es lineal y que
la aplicacién A — (K(A))T es la composicién de K con la trasposicién;
después se razona como en el ejercicio 1. El resultado es

A(DK(A)H)T + HK(A)T = K(A)H” + DK(A)H]AT, (45)

de donde a su vez se obtiene (43) eligiendo A =1, ya que KI)=0. =

6. Sea Q : R — Orth diferenciable. Probar que Q(t)Q(t)T es antisimétrico
para todo t.

SoLUCION. Derivando Q(¢)(Q(¢))” = I con respecto a ¢ resulta

QM(QE)" +QH)(QE)™ =0, (46)
de donde QMH(QN)T])T = —Q()(Q(t)T o, equivalentemente, el tensor
Q) (Q(t)T es antisimétrico. [

7. Supongamos que G : Lin — Lin es diferenciable y que satisface la igualdad
QG(A)Q” = G(QA) para todo A € Lin y todo Q € Orth. Probar que

G(A)W” + WG(A) = DG(A)[WA]

para todo A € Lin y todo W € Skw.

SOLUCION. Si W € Skw, eW?! € Orth. Entonces, por hipétesis,
eWIG(A)(eWHT = G(eV'A). (47)
Derivando (47) con respecto a t se obtiene
eWIG(A)(WeWHT L WeWIG(A)(eWH)T = DG (eWIA)[WeW!A]. (48)

Ahora témese t = 0 en (48). [ |

8. En los apartados que siguen S : Lin — Lin es regular.

a) Se define G : Lin — Lin como G(A) = S(Ag + @A), donde a € R
y Ag € Lin. Probar que DG(A)[U] = aDS(Ay + «A)[U] para todo
U < Lin.

b) Se define ¢ : Lin — R como ¢(A) = fol A -S(Ap+ @A) da. Calcular
Dy. (Puede derivarse bajo el signo integral.)
¢) Supongamos que DS(A) es simétrica para todo A, en el sentido de

que B- DS(A)[C] = C- DS(A)[B] para todo par de tensores B y C.
Probar que Dp(A)[U] = S(Ag+ A) - U para todo U € Lin.
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SOLUCION.

a) G(A) =S(Ap+ aA) =(Sof)(A), donde f(A) = Ay + aA. Noétese
que f es afin, y por lo tanto Df(A)[U] = aU (esto se deduce de la
igualdad f(A + U) = f(A) + aU). Entonces

DG(A)[U] = (DS(f(A)) o Df(A))[U] =
DS(Ap + aA)[aU] = aDS(Ay + aA)[U]. (49)

b) Tenemos ga fo da con(A) = A-S(Ap+aA), y sabemos
que Dp(A)[U] = fo Dd) [U] de. Usando la férmula de derivacion

del producto y el apartado (a),
DyY(A)[U] = A (aDS(Ap+ aA)[U]) + U-S(Ap+ aA). (50)

Ahora
Dy(A)[U] :/0 {A-(aDS(Ap+aA)[U])+U-S(Ag+aA)} da. (51)

¢) Si B- DS(A)[C] = C- DS(A)[B] para todo A, B y C, la férmula
(51) equivale a la siguiente:

Dy(A)[U] = /O . {aDS(Aq + aA)[A] + S(Ag + aA)} da. (52)

Compruébese que, si g(a) = aS(Ag + aA) - U, entonces

dg

(a) = U-{aDS(Ag+ aA)[A] + S(Ao+aA)}.  (53)

Hecho eso, se llega a la solucién

DAV} = [ %) do= (1) ~9(0) = (0 + A)-U. G0

9. Calcular las diferenciales de los invariantes principales 11, 22, 23 : Lin — R.

SOLUCION.

a) 11(A) = tr A es lineal, de modo que D21 (A)[U] =4 (U) = trU.
b) 25(A) = (1/2)[(tr A)>—tr (A?)]. Definanse p(A) = (tr A)? y)(A) =
tr (A2) y compruébese que

Dp(A)[U] = 2(tr A)(trU) y Dip(A)[U] = tr (AU + UA). (55)

Entonces,

D (A)[U] = %[2(&" A)(trU) — tr (AU + UA)]. (56)
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¢) 13(A) = det A. La diferencial, cuando A es invertible, estd calculada

en el libro [2]:
Di3(A)[U] = (det A)tr (UA™Y). (57)

Hacemos notar que 13 es diferenciable para todo A, y no solo para
los A invertibles. La razon es que el determinante se obtiene a partir
de los coeficientes de A mediante operaciones regulares. De hecho,
puede comprobarse que (solo para matrices de orden 3; es decir, para
todo tensor en el sentido de Gurtin)

det A — %[2 tr(A%) — 3t (A%)tr (A) + (rA)],  (58)
y por lo tanto

De3(A)[U] = %{2 tr (AU + AUA + UA?) —
3[tr (A*)trU + tr (AU + UA)trA] + 3(tr A)? tr U} (59)

para todo tensor A. Se tiene asi una prueba indirecta de que las
expresiones en (57) y en (59) son iguales cuando A es invertible. W

Nota De (57) se deduce, por las propiedades de la traza (ver [2, p. 5]),
que
Di3(A)[U] = (det A)tr (UA™!) = (det A)UT - A (60)

de donde
Di3(A)[U] = (det A)A™! - UT = (det A)A™T . U, (61)
y, en consecuencia, Dig(A) se identifica con (det A)A™T cuando A es

invertible.

4. GRADIENTE. DIVERGENCIA. ROTACIONAL

1. Sean «, ¢, u, v, w y S campos regulares (o y ¢ escalares; u, vy w
vectoriales; S tensorial). Dar expresiones para:

a) V(ap),

b) Vi(u-v)wl,

¢) div (pSv),

d) A(v-w) (con vy w de clase C?).

SOLUCION.
a) La componente ¢ de V(ay) es (ver ejercicio 3)
[V(ep)li = (a)i = api + aip = a(Ve)i + (Va)ip,  (62)

de donde
V(ap) = a(Ve) + (Va)e. (63)
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b) Usando relaciones conocidas,

Viw-v)wl=(u-v)Vw+weV(u-v) =
(u-v)Vw +w @ [(Vv)Tu + (Vu)?v]. (64)

¢) Andlogamente,

div (pSv) = pdiv(Sv) + Sv - Vp =

@[ST - Vv + v div(ST)] + Sv- V. (65)
d) En este caso,

A(v-w) = div[V(v-w)] = div[(Vw)!v + (Vv)Tw] =
(Vw) - (Vv) + v div(Vw) + (Vv) - (Vw) + w- div(VVv) =
v -Aw+w-Av+2(Vv) - (Vw). (66)

2. Probar que la divergencia de un campo tensorial S regular, div S, existe
y es Unica.

SOLUCION. div S es el dnico campo vectorial tal que
(divS)-a= div(STa) VaecV. (67)

Ese campo vectorial existe y es tnico en virtud del teorema de repre-
sentacion de formas lineales, puesto que la aplicacion

acV — div(STa) eR (68)

es lineal. m

3. Probar que, para campos regulares ¢ (escalar), v (vectorial) y S (tenso-
rial):
a) (Ve)i = ¢,
(

Vv)ij = vij,

=

o

)
)
) divv = v,

d) (div8); = Sij.;

e) Ap = (aqui ¢ es de clase C?),
f) (Av); = Av; (aqui v es de clase C?).

SOLUCION.
a) Como Vp(x)-u = Dy(x)[u] para todo u € V,
Iy

(V)i = Ve(x) - €; = Dp(x)[e;] = aw, P

(69)
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b) Como Vv(x)u = Dv(x)[u] para todo u € V,

(Vv)ij =€;-Vv(x)e; = e;-Dv(x)[e;] = ei'g—; = g;); = ;5. (70)
¢) Usando el apartado anterior,
divv = tr (Vv) = (Vv)i; = v, (71)

d) Teniendo en cuenta que (divS)-a = div(S”a) paratodoa € Vy el
apartado anterior,

(divS); = (divS)-e; = div(STe;) =

(S"ei)jj = (Skidki)y = Sijij- (72)
e) El laplaciano de ¢ es, por los apartados (a) y (c),
Ap = div (V) = ¢ 4. (73)
f) La componente 7 del laplaciano de v es
(Av); = [div(VV)]; = (VV)i5,; = vij; = A, (74)
donde se han usado los apartados (b) y (d). |

4. Probar que, si v y w son dos campos vectoriales regulares y S es un campo
tensorial regular, se cumplen:

a) div(vew)=v divw + (Vv)w,
b) div(STv)=8-Vv+v-divS.

SOLUCION.

a) [div(vew)]; = (vew);; = (vw)) ; = viw;; +v;jw; =v; divw+

[(Vv)wW];.
b) div(STv) = (STv)ii = [(8T)yyujli = (Sjivs) = Sjivji + Sjivy =
S-Vv+v-divS. ]

5. Sean ¢ y v de clase C2. Probar que

a) rotVy =0,
b) divrotv =0.

SOLUCION.

a) Sabiendo que (rotv); = €;j5Uk,; (ver ejercicios complementarios),
resulta [rot (V)]i = €ijx (VQ)k,j = €ijkP.kj = €ijkP.jk = EikjP.kj =
—eijkp ki = —[1ot (Vo)]i, ya que, al ser ¢ de clase C?, ¢ xj = ¢ jk-
Luego [rot (V)]; =0 parai=1,2,3.
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SOLUCION ALTERNATIVA. Nétese que el tensor V(V) es simétrico,
porque, teniendo en cuenta que ¢ de clase C?,

[V(Vo)liz = (Ve)ig = 05 = @5 = [V(Ve)]i- (75)

Entonces rot (V) = 0, ya que rot (V) es el vector axial de V(Vg)—
[V(Ve)l = 0.

b) div (rotv) = (I“Otv)m = (Eijk’ukd)J' = EijkVk,ji = EijkVkij = Ejik

Vg ji = —€ijkUk,ji = —(rotv);; = —div(rotv), ya que vy j; = Vkij

por ser v de clase C2. Luego div (rotv) = 0. [ |

En los ejercicios 6, Ty 8, r(x) = x — o.
6. a) Probar que Vr =1L
b) Sea e =r/|r|. Calcular (Ve)e.
SOLUCION.
a) De la definicién de r se sigue que
rx+w) = (x+u)— 0= (x—0)+u=r(x)+u, (76

y por lo tanto Vr(x)[u] = u para todo u € V; es decir, Vr = L.

1

b) Llamemos r = |r| = (z1 + z2 + x3)2. Entonces e = r/r y Ve =
V(r/r) = (1/r)Vr +r ® V(1/r). Sabemos que Vr = I. Por otra
parte,

1 1 _3 bt
V(=) = Vil + 22+ 23)7 2] = (a0, —ag, —a)r ™ = . (77)

Segun el calculo anterior, Ve = %I — T%r ®r, y por lo tanto

(Ve)e = (%I — %r@r) (;) =

7. Sean a € V, S € Lin, y definamos ¢ : £ — R como ¢ = a - (r x Sr).
Calcular V.

SoLucION. Como ¢ =a-(r X Sr) = Sr-(a X r) (con a y S constantes),
se tiene que

Vo = [V(ax 1)]'Sr + [V(Sr)]T(a x 1). (79)
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Recordemos que si W;; = €45wi, entonces W es antisimétrico y w es su
vector axial (ver ejercicios complementarios a la seccién 1). Asi pues, de
la igualdad

{[V(ax )"} = [V(ax )l = (@axr); = (ejmarm): =

EjlmAITm,i = EjimG10mi = €51:01 = —E;1;01 (80)

se deduce que [V(a x r)]7 es antisimétrico y —a es su vector axial.

Por otra parte, [V(Sr)];; = (Sr)i; = (Sikrk),; = Sikrk,; = Sik0k; = Sij,
de modo que V(Sr) = S.

Por 1ltimo, de los cdlculos anteriores y de (79) se obtiene

Vo = (Sr) xa+ ST (axr). (81)

8. Sea u el campo vectorial definido en € \ {0} por la igualdad u = r/|r|3.
Probar que u es arménico. Encontrar un campo escalar cuyo gradiente sea
u.

SOLUCION. Para ver que u = 73 €s armoénico tenemos que demostrar que

Au = 0. (Recordemos la notacién r = |r|.) Ya se vio en el ejercicio 6 que
v (%) = —75. Por induccién, se prueba que V (%) = —4z. También
se probd que Vr = I. Con esta informacién, y usando férmulas conocidas
para la derivacién de productos,

Au = div(Vu) = div [v (:—3)} = div [r—13Vr+r®V (%)

|
div (%I— %(r@r)) = div <Ti31) — div <%(r®r)> -
)

\Y% <ri3) - %div(r@r) —(r®r)V (% =
—%r — %[r divr + (Vr)r] — (r®r) (—i—?r) =
—%r - %(I"I‘i,i +r)+ i—?(r ®r)(r)= —%r - i—?r + i—?r =0, (82)
vaquer;; =08; =3y (r®r)(r) = (r-r)r =rr.
Un campo escalar cuyo gradiente es u es —1/7. ]

9. Sea u un campo vectorial de clase C2. Probar que

a) div{(Vu)u} = Vu-Vu’ +u- (Vdivu),
b) Vu-Vul = div{(Vu)u — (divu)u} + (divu).
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SOLUCION.

a) div[(Vu)u] = [(Vu)ul;; = [(Va)juli = (uiju;)i = wijuji +
u; jiv; = Vu- (Va)T +u- (Vdivu), ya que (Vdivu); = (divu) ; =
(wii),j = wiij = U; ji, por ser u de clase C?.

b) div[(divu)u] = (divu)? +u-(Vdivu), y se aplica el apartado (a).m

Sean u y v regulares. Probar que div(u x v) =v-rotu—u- rotv.

SOLUCION. div (u X V) = (u X V)m = (Eijk’u,j’uk)71 = E€ijkUjVk; T E5jkU V-
Ahora veremos que €;,u;Vk; = —U- rotv y que €;5u; VU = V - rotu,
para lo cual se tendrd en cuenta que (rotu); = &;rug,; (ver ejercicios
complementarios). Se tienen, en efecto,

—U- 10tV = —€kUiVk,j = —EjikUjVk,i = EijkU;Vk,q (83)

y
VTt U = €4k Uk, jV; = EkijUj iV = EqjkUsj,iVk, (84)
lo que resuelve el ejercicio. [ |

Ejercicios complementarios

c.1.

c.2.

Demostrar que (rotv); = %Eijk(’l)k’j — Vj k) = E€ijkUk,j, donde v es un
campo vectorial regular.

SoLUcION. Como rotv es el vector axial de Vv — (V)7 la componente
i de rotv es (ver ejercicios complementarios a la seccién 1)

1 1
(rotv); = —Zeir[Vyv — (V) )k = —5€ik(Vik = Ukj) =
1
€k (Vkj = V). (85)
Puesto que —€4xvjr = —€ikjVk,j = €ijkVk,j, también se tiene
(I“Ot V)i = EijkVk,j- (86)
| |
Sean u y v regulares. Probar que
rot (u x v) = (Vu)v — (Vv)u + (divv)u — (divu)v. (87)

SOLUCION. Se trata de usar las expresiones de las coordenadas del rota-
cional, el gradiente y la divergencia, més alguna propiedad de €, probada
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en los ejercicios complementarios a la seccién 1:

[rot (u X Vv)]; = k(U X V)i j = €k (EbtmWUivm) ; =
€ijkEkim (WiVm j + Ul jVm) = €kij€him (WVm,j + Ui jVm) =
(6i10jm — Oim0j1) (W, j + Wi jvm) =

5i15jm(ulvm7j + ul}jvm) — 5im§jl(ulvm7j + ul}jvm) =
UiVj,5 F Wi jUj — UjVij — Uj V5 =

[u(divv)]; + [(Vu)v]; = [(Vv)u]; — [(divu)v];. (88)

5. TEOREMA DE LA DIVERGENCIA. TEOREMA DE STOKES

1. Sea R una regién regular acotada, y sean v, w: R — Vy S: R — Lin
campos regulares. Demostrar que:

a) [prv®ndA= [,VvdV,

b) [ (Sn)@v dA= [,[(divS)® v+ S(Vv)']dV,
¢) [opv-SndA= [,(v-divS+Vv-8S)dV,
d) [4rv(W-n)dA= [ [vdivw+ (Vv)w] dV.

SOLUCION. Por el teorema de la divergencia sabemos que, para i = 1,2, 3,

/ on; dAz/ @, dV. (89)
R R
El ejercicio se resuelve usando la férmula (89).
a)
/ (ven);; dA = vin; dA :/ vi; dV = / (Vv); dV.
R R R R
b)
/ [(Sn) (9 V]ij dA = / (Sn)ivj dA = / Siknkvj dA =
OR OR OR
/ (Sik'Uj),k dV = / (Sik’kvj + Sikvj7k) dV =
R R
[ ltdivS)io; + S (Vo)) dv =
R
/ (divS) @ v + S(Vv)T;; dV.
R
¢)

/ v-Sn dA :/ v;Sin; dA = / (viSij),5 AV =
IR oR R

/ (viSij,j + vi,jSij) dV = / (V- divS + Vv- S) dav.
R R
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/ [V(W : 1’1)]1' dA :/ VW, dA = / (’Ui’LUj)J' dv =
OR OR R
/ (’Ui’LUjJ' + vmwj) dV :/ [V divw + (Vv)w]z dV.
R R

2. Sea v un campo vectorial regular definido en una region abierta R. Probar
que fap v-n dA = 0 para toda regién regular acotada P C R si, y solo si,
divv = 0.

SOLUCION.

“=" Por el teorema de localizacién y el teorema de la divergencia,

: . 1 :
divv(x) = gli% ol %) /QE divv dV =
. 1
glg(l) vol(Qs) /895 vondd=0, (90)

donde Qs es la bola cerrada de centro x y radio 9.

“<" Por el teorema de la divergencia,

/ v-ndA:/divvdV:O. (91)
oP P

Ejercicios complementarios

c.1. Sea R una region regular acotada y sea v : R — V un campo vectorial
regular. Probar que

/ (nxv)dA:/ rotv dV.
R R

SOLUCION.

/ (Il X V)i dA :/ EijkMNjUk dA :/ €ijkVk,j dV = / (fOtV)i dV.
OR OR R R
(92)
|



Capitulo III
Cinematica

6. CUERPOS. DEFORMACIONES

1. Probar:

a) Dados un vector q y un tensor F € Lin™, hay exactamente una
deformacién homogénea f tal que Vf = F y que deja q fijo (i. e.,
flq) = ).

b) Sify g son deformaciones homogéneas, entonces también lo es fo g,
y V(fog) = (V£)(Vg). Ademsds, si fy g dejan q fijo, también lo deja
fog.

SOLUCION.

a) Sifes una deformacién homogénea, entonces f(p) = f(q)+ VIi(p—q).
Luego la tnica deformacién homogénea tal que f(q) = qy Vf=F
es f(p) = q+ F(p — q).

b) Por la regla de la cadena, V(fo g)(p) = Vi(g(p)) o Vg(p). Como f
y g son deformaciones homogéneas, sus gradientes son constantes, y
por lo tanto también el gradiente de fo g es constante: V(fog) =
(Vf) 0 (Vg). Ademds, si fy q dejan fijo el punto q, también lo deja
fijo fog. [ ]

2. Una deformacién homogénea de la forma

T1 = p1+ VP2,
T2 = P2,
xr3 = P3

se llama un corte puro (“pure shear” en inglés). Para esta deformacién
calcular:

a) las matrices de F, C y B;
b) la lista de los invariantes principales de C (o de B);

¢) los estiramientos principales.

37
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SOLUCION.

a) El gradiente de la deformacién es

F=Vf=

S O =
S =2
= o O

. (93)
J

El tensor de deformacién de Cauchy—Green a la derecha es C = FTF:

1 00 1 v 0 1 y 0
C=(~v 10 01 0 ;= 144% 0 ;. (99
0 0 1/ 0 0 1 0 0 1}
El tensor de deformaciéon de Cauchy—Green a la izquierda es B =
FF':
1 v 0 1 00 1+42 v 0
B=|0 10 v 1 0 = ~y 10 . (995
0 0 1/ 0 0 1} 0 0 1}

b) Operando, se obtiene det(C —AI) = =A%+ (3++3)A2 — (3+9%)A+1,
de modo que la lista de invariantes principales de C (o de B) es

Tc=(3+7%3+4%1). (96)

¢) Los estiramientos principales son los autovalores de U. Como C =
2 . . C . ;
U~, los estiramientos principales son, en virtud del teorema de la raiz

cuadrada,
w1=\//\_17 w2:\//\_2, W3=\//\_37 (97)

donde los A; son los autovalores de C. Ahora se comprueba, resolvien-
do la ecuacién caracteristica det(C — A\I) = 0, que

N1 o 2 ERVIHY 2497 -2y 14+
1 =1 2 = ) 3= .
2 2

(98)
]

3. Calcular C, B e Z¢ para una extension de magnitud A en la direccién e.

SOLUCION. Si f es una extensién de magnitud A en la direccién e, en-
tonces, en una base ortonormal de autovectores con e; = e, Vf = U =
diag(A, 1,1), y por lo tanto

C =B = U” = diag()\?, 1,1). (99)

La lista Z¢ de los invariantes principales de C es, llamando w; = A2,
wo = w3 = 1 a los autovalores de C,

1(C) = w +wotws=2+X=1trC, (100)

12(C) = wiws +wows +wiws =1+ 202, (101)

13(C) = wiwowz = A2 =detC. (102)
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4. Probar que una deformacién es isocdrica si, y solo si, det C = 1.

SoLucION. Una deformacién F es isocérica si, y solo si, det F(p) = 1 para
todo p. Como C = FTF, det C = (det F)2, de donde se deduce, teniendo
en cuenta que detF > 0, que det F =1 < det C = 1. ]

5. Demostrar que C = I+ Vu + Vu” + Vu”Vu, donde u es el vector des-
plazamiento.

SOLUCION. F =1+ Vu, ya que u(p) = f(p) — p. Entonces C = F'F =
I+ (Vu)") I+ Vu) =1+ Vu+ (Vu)” + (Vu)?(Vu). [ ]

6. Probar que una deformacién es rigida si, y solo si, Z¢ = (3, 3,1).

SOLUCION. Segtin el teorema de caracterizacién de las deformaciones ri-
gidas, una deformacién es rigida si, y solo si, F(p) es una rotacién para
todo p.

“=" Sifes una deformacién rigida F(p) es una rotacién para todo p, y por
lo tanto C = FTF = I. Entonces, los autovalores de C son A\; = Ay =
A3 = 1, y los invariantes principales son 11(C) = A1 + A2 + A3 = 3,
ZQ(C) = XMA2 + A A3+ A2 A3 =3, Zg(C) = A3 =1.

“<” Supongamos que Z¢ = (3,3,1). Los invariantes principales son los
coeficientes del polinomio caracteristico, por lo que C tiene los mis-
mos autovalores que I: A1 = Ao = A3 = 1. Como C es diagonalizable
(porque es simétrica), necesariamente C = I. Entonces F(p) es una
rotacién para todo p, ya que det F(p) > 0y (F(p))’F(p)=C =1L

| |

7. Demostrar que los invariantes principales de C son
1(C) = A + A3 + A3,
12(C) = ANIN3 + A3N3 + M2,
13(C) = AINZAS,

donde A1, A2 y A3 son los estiramientos principales.

SOLUCION. Es claro, ya que los A? son los autovalores de C. En efecto, los
estiramientos principales \; son los autovalores de U,y C = U?, con Uy
C simétricas definidas positivas (ver teorema de la raiz cuadrada). ]

8. Una deformacion de la forma

z1 = fi(p1,p2),
z2 = fa(p1,p2),
T3 = Pp3
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se llama deformacion plana (“plane strain”). Probar que para una tal
deformacion el estiramiento principal Az (en la direccién ps) es la unidad.
Probar también que la deformacién es isocérica si, y solo si, los otros dos
estiramientos principales, Ao y Ag, satisfacen A\, = 1/Ag.

SOoLUCION. De nuevo se usa el hecho de que C y U son simétricas definidas
positivas y que C = U?. Segiin el teorema de la raiz cuadrada, {1, A2, A3}
es el espectro de U si, y solo si, {\?, A3, A3} es el espectro de C; ademés,
\; estd asociado al mismo autovector que A7

Como
fi1 fiz O
F(p)=Vilp)=| fa1 foz 0 |, (103)
0 0 1)

la tercera columna de C = FTF es e3, lo cual implica que
Ce3 — e3. (104)

La ecuacién (104) nos dice que e3 es un autovector de C, asociado al
autovalor 1. Por la discusién precedente, 1 es un autovalor de U = +/C, y
un autovector asociado es e 0, lo que es lo mismo, el estiramiento principal
de f en la direccién p3 es 1.

Ahora, por el ejercicio 4 sabemos que f es isocérica si, y solo si, det C = 1.
Pero, teniendo en cuenta que A; > 0 para i = 1,2, 3,

detC=1 XN\ =1\ =1, (105)

en caso de que llamemos A3 al autovalor 1. [ |

. Supongamos que f; y f5 son dos deformaciones de B con el mismo tensor de

Cauchy—Green a la derecha. Demostrar que existe una deformacién rigida
g tal que fy =gofj.

SOLUCION. Veremos que g = f3 o fl_1 es una deformacién rigida. Usamos
las notaciones habituales F; para Vf;, F; = R;U; para la descomposicién
polar a la derecha de F;. Nétese que, como (le of1)(p) = p, se tiene

V(E ) (E(p) = (Fi(p) .
La aplicacién g = fy o f; ' : £1(B) — fo(1B) es una deformacién, porque es
una composicién de deformaciones. Sea q = f1(p) € f1(B). Entonces
Ve(a) = V(p) o V(£ ')(fi(p)) = F2(p)(Fi(p)) ' =
Ry (p)Uz2(p)(Ui(p) "' (Ra(p)) ™" (106)

Por hipétesis, C1(p) = Cz(p), de modo que U;(p) = Usz(p), y entonces
(106) implica

Vg(a) = Ra(p)(R1(p)) ™" = Ra(p)(Ri(p))". (107)

Asi, hemos visto que Vg(q) es una rotacién para todo q, lo cual equivale a
decir que g es una deformacién rigida, segtin el teorema de caracterizacién
de las deformaciones rigidas. [ ]
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10. Probar las siguientes igualdades:

a)
/ v(x) - m(x) ddy = / v(E(p)) - G(p)n(p) dAp,
AE(P) oP
b)
/ T(x)m(x) dAy, = / T(£(p))G(p)n(p) dAp,
AE(P) oP
0

/ (x —0) x T(x)m(x) dAx =
of (P)
| (60) = o) < () G pIn(p) dy.
oP
Aqui v y T son campos continuos en f(B), con v vectorial y T tensorial.

SOLUCION. Sabemos que, si ¢ es un campo escalar continuo en f(B), en-
tonces, para i =1, 2, 3,

/ p(x) mi(x) dAx =/ ¢(f(p))(G(p)n(p)); dAp. (108)
OF(P)

oP

Usaremos la igualdad (108) para resolver el ejercicio.

W
/6“73) v(x) -m(x) dAx = / vi(x)m;i(x) dAyx =

of (P)

/ v;(f(p))(G(P)n(p)); dAp :/ v(f(p)) - G(p)n(p) dAp. (109)
oP oP

/ (T(x)m(x)); dAx = / T;j(x)mj(x) dAx =
of(P) Ot (P)
/ T;;(f(p))(G(p)n(p)); dAp :/ [T(f(p))G(p)n(p)]; dAp(110)
oP P
/ [(x—0) x T(x)m(x)]; dAx =
of(P)
/ gijk(x — 0);(T(x)m(x)), dAx =
of(P)
/ Eijk (x — O)kal(X)ml (x) dAx =
of(P)

/8  ckl8(p) = o) i (£(p)) (G (p)n(p))s 44, =
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/8  cuklt(p) = o), (L) G p)n(p) dAp -

/8 [8(0) = 0) % T(ER)Gp)(p)) ddp (111

11. Sea f una deformacién de B. Sea p € 103 y sean d y e dos vectores unitarios.
Se consideran las dreas AAp (en B) generada por los vectores ad y ae
cuando su origen se sitia en p, y AAx (en f(B)) generada por d, y €q,
donde d,, = f(p + ad) — f(p) y ea = f(p + ae) — f(p). Es claro que
AAp = |ad x ae| y AAx = |dy X €4]. Definase

dAx - |de X eq]
dAp a0 |ad x ael|’

Se pide que, usando la identidad (Sa) x (Sb) = (detS)S™7(a x b), se
demuestre la igualdad

m(x) 7 = G(p)n(p).
donde G(p) = (det F(p))(F(p))~T y m(x) y n(p) son las normales uni-
tarias
. d, X e,
0 2 e
dxe
H(P) = m-
f(p+ae)
ptae
p f
B ptad f(p+ad)

Figura III.1: Efecto de la deformacién.

SoLUcION. Como F(p) = V{(p), sabemos que
d, =f(p+ ad) — f(p) =F(p)(ad) + o(a) = oF(p)d + o), (112)

y, andlogamente, e, = aF(p)e + o(«).

Para abreviar, escribiremos d, = aFd + o(«) y e, = aFe + o(a). Quere-
mos probar que m(x)(dAx/dAp) = G(p)n(p). Puesto que

dAx . do xey |doxeq| . daxeq

— = _ 113
dAp =0 |da X €] |ad X ae| ald lad x el (113)

m(x)
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se trata de demostrar que

. d, X e,
lim

o Tad X ae] G(p)n(p). (114)

En efecto,
lim d, X e, — lim (oFd + o(a)) x (oFe + o(a)) _
a—0 |ad X ae| a—0 lad x ae]
i o?(Fd x Fe) + aFd x o(a) + o(a) x aFe +o(a) x o(a)
a—0 a?|d x e| B
Fd x Fe dxe
———— = (det F)F 7" =G S (11
el = (@tFIET 052 — Glpin(p). (115

La peniltima igualdad se deduce de la siguiente, cierta para todo tensor S
invertible y todo par de vectores a y b: (Sa) x (Sb) = (det S)S™ ' (a x b)
(ver ejercicios complementarios). ]

12. Probar que, si f es una deformacién de B,

a) £(B) = (£(B))°,
b) £(0B) = If(B).

SOLUCION.

a) Como ! es continua, f es abierta (lleva abiertos en abiertos), y por
lo tanto f(l%) es abierto. Ademds, es claro que f(l%) C f(B), por todo
lo cual f(l%) C (f(B))°. Anélogamente, como f *[(f(B))°] es abierto
y estd contenido en B, se tiene que f~[(f(B))°] C B o0, lo que es lo
mismo, (f(B))° C f(l%)

b) Por definicién de cuerpo y de deformacién, B y f(B) son cerrados.

Entonces B = B = BUOB y £(B) = £(B) = (f(B))° Uof(B), donde las

o

uniones son disjuntas. Como f(B) = (f(B))°, necesariamente f(0B) =

of(B). [

13. Sea B el semiespacio cerrado B = {p = (p1,p2,p3) : 0 <p1 < oo}, yseaf
definida en B por las igualdades
_ 1
 opi U
T2 = P2,

I3 = PpP3-
Se pide:

a) Comprobar que f es inyectiva y que det V{ > 0.

b) Determinar f(B) y usar el resultado para demostrar que f no es una
deformacion.



44 CAPITULO III. CINEMATICA

¢) Probar que no se satisface f(0B) = 0f(B).

SOLUCION.
a) f es inyectiva, ya que —p11+1 = _q1:5rl implica p1 = ¢1. Ademads,
det VE(p) = m > 0 para todo p; > 0.
b) Consideremos la aplicacién h : [0,00) — R dada por h(p1) = —ﬁ.
Teniendo en cuenta que h/(p1) = m > 0, limy, oo h(p1) = 0
y h(0) = —1, se llega a que h[0,00) = [—1,0), y en consecuencia

f(B) = {x = (z1,22,23) : x1 € [-1,0)}. Como f(B) no es cerrado, f

no es una deformacion.

c) f(0B) # O0f(B), ya que f(0B) = {x = (z1,22,23) : a1 = —1} y
of(B) = {x = (z1,x2,23) : 1 € {—1,0}}. [

Ejercicios complementarios

c.1. Probar que S”[(Sa) x (Sb)] = (det S)(a x b) para todo tensor S y todo
par de vectores a, b.

SOLUCION.

(S7I(s2) x (SB)]) = Sjicyua(Sa)i(Sb), =

Sjigjklskmamslnbn = EjlejiSkmSlnambn =
(det S)eimnambn = (det S)(a x b),, (116)

puesto que €;11.57iSkmSin = (det S)eimn (ver ejercicios complementarios
a la seccién 1). [ |

7. PEQUENAS DEFORMACIONES

1. Sea {f.}o<c<e, una familia de deformaciones con |Vu.| = e. Probar:
a) E.=U.-I+4+o0(e) =V.—-1I+0(e),
b) detF. — 1 = divu. + o(e).

Dar una interpretacion fisica de det F. — 1 en términos del cambio de
volumen debido a la deformacion f-.

SOLUCION.

a) Recordemos que u = f(p) — p es el vector desplazamiento, que el
tensor de deformacién de Cauchy—Green a la derecha C satisface
C =1+ Vu+ (V)T + (Vu)TVu, que el tensor de estiramiento a
la derecha es U = v/C, y que la deformacién infinitesimal es E =
%(Vu + Vul), la parte simétrica de Vu.
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Consideremos las aplicaciones

C(S)=1+8")(1+8)=1+S+ST+8Ts (117)

U(S) =/C(S), (118)

donde S € Lin. Se deja como ejercicio la comprobacién de que Ces
diferenciable en 0, que DC(O)[H] = H + H” para todo H € Lin, y
que, en un entorno de 0, C(S) € Psym, lo que hace que U esté bien
definida en ese entorno. Como C(S) = (U(S))? y U(0) =1, se tiene
que DU(0)[H] = (1/2)DC(0)[H] = (1/2)(H + HT), con lo cual

UH) =1+ %(H+HT)+0(H). (119)

Tomando H = Vu,, obtenemos U, = I+ E. + o(¢g), como queriamos
ver.

De forma andloga se demuestra que E. = V. — I+ o(e).

b) Recordemos que si ¢(A) = det A, entonces, para todo tensor U,
Dp(A)[U] = (det A)tr (UA™!) (cuando A es invertible). Por lo tan-
to,

detF. = det(I+ Vu.) = o(I+ Vu.) =
o(I) + Dp(I)[Vue] + o(Vu,) =1+ tr Vue + o(e), (120)

de donde se concluye que det F. — 1 = divu. +o0(¢), ya que tr Vu, =
divu,.

Interpretacién fisica de det F. — 1: Recordemos que si P es una parte de
B, entonces vol(P) = [, dV y vol(f.(P)) = [, det F. dV. Por lo tanto,

/ (det F. — 1) dV = vol(£. (P)) — vol(P) (121)
P

expresa la diferencia entre el volumen después de la deformacion y el
volumen antes de la deformacién. Ahora, por el teorema de localizacién se

tiene, para p € loﬁ',
vol(f-(Q25)) — vol(£2s)

F.—-1=1 122
det Fe b vol(2) ’ (122)

donde 25 es la bola cerrada de centro p y radio §. Asi pues, detF. — 1
indica la variacién de volumen debida a la deformacién, por unidad de
volumen antes de la deformacién. Segun esta discusién, el apartado (b)
nos dice que divu. es una medida de la variacién de volumen debida a la
deformacién, con un error o(e) si |[Vu,| =e¢. [

2. Sean u y v campos de vectores regulares en B, y supongamos que las
deformaciones infinitesimales asociadas a u y a v son iguales. Probar que
u — v es un desplazamiento rigido infinitesimal.
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SoLUCION. Por hipétesis, E(u) = E(v), donde E(u) = 1(Vu+ Vu’) y
E(v) = (Vv + VvT). Entonces, como E(u —v) = E(u) — E(v), se tiene
E(u—v) = 0 en todo punto, lo que prueba que u—v es un desplazamiento
rigido infinitesimal (ver teorema de caracterizacién de los desplazamientos
rigidos infinitesimales). [ |

En los siguientes ejercicios, u es un campo vectorial regular en
B y E es la correspondiente deformacion infinitesimal. Ademds,
en los ejercicios 3 y 5, B es acotado.

. Se define la deformacion media E mediante la igualdad

vol(B)E = / E dV.
B

Probar que

Vol(B)E:l/ (u®@n+n®u) dA,
2 JoB

de manera que E depende de u solamente a través de los valores de u en
la frontera de B. Aqui n es la normal exterior unitaria en 05.

SOLUCION. Recordemos que [, VudV = [, . u®@n dA (ver ejercicio 5.1).
Entonces

vol(B)E:/EdV:E/(Vu+VuT) dV =
B 2 /s

l/ (u@n+ (uen)h) dA:E/ (u®n+neu) dA, (123)
2 Jon 2 Jon

como se queria demostrar. [ |

. Sea W = £(Vu — Vu”). Probar:

a) |[EP +[W]? = [Vuf?,
b) [E|? — [W[2 = Vu- VuT.

SOLUCION. Teniendo en cuenta que E = %(Vu—i— VuT) y operando se llega
a

1
E? = 5(|Vu|2 + Vu- vu’). (124)

Anélogamente,

1
W |? = 5(|vu|2 —Vu-Vvu®). (125)

Por lo tanto, |[E|? + |W|? = |[Vu|? y |[E|? — [W|? = Vu - VuTl. [ |
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5. (Desigualdad de Korn) Sea u de clase C? y supéngase que u = 0 en
0B. Probar que
/ [Vu|? dV < 2/ |E|? aV.
B B

SOLUCION. Por el ejercicio 4 sabemos que
2|E* = |[Vu* + Vu- Vu’. (126)

Entonces la desigualdad de Korn equivale a esta otra, que demostraremos:
fB Vu-Vu? dV > 0. Puesto que u es de clase C? se tiene, en virtud del
ejercicio 4.9, que Vu - Vul = div {(Vu)u — (divu)u} + (divu)?, con lo
cual

/BVu- vul av =
/B div{(Vu)u — (divu)u} dv + /B (divu)? dV =
/86[(Vu)u — (divu)u] -n dA + /B(divu)2 av =

/(div u)? dv >0, (127)
B

donde se han usado el teorema de la divergencia y el hecho de que u =0

en 0B. [ |

6. Como siempre, x1, z2 ¥y x3 son las coordenadas cartesianas de f(p) y p1,
p2 v ps las de p. Consideremos la deformacién definida en coordenadas

cilindricas
x1 =rcosb, p1 = Rcos©,
T9 = rsenf, p2 = Rsen O,
T3 = 2, 3 =Z,

por

r=R, 0=0+aZ, z=171

Una deformacion de este tipo se llama torsién pura (“pure torsion”). Des-
cribe la situacion en la que un cilindro con generadores paralelos al eje Z se
retuerce de tal forma que las secciones horizontales del mismo permanecen
paralelas y planas. La constante « representa el dngulo de torsion (“angle
of twist”) por unidad de longitud.

Probar que el correspondiente desplazamiento viene dado por

u1(p) = pi(cos B — 1) — p1sen 3,
uz(p) = p2(cos B — 1) + p1sen G,
U3(p) =0,

donde 8 = aps.

Probar también que tanto Vu como u se aproximan a cero cuando a — 0
y que, de hecho,

u1(p) = —apaps + o(a),
uz(p) = ap1ps + o(a).
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SOLUCION. Las coordenadas cartesianas de u(p) = f(p) — p son
ui1(p) = f1(P) —p1 =21 —p1 = Rcos(© + aps) —p1 =
Rcos(© 4+ ) — p1 = R(cos© cos 3 —sen Osen ) — p; =
prcosf —pasenf —p1 = pi(cos G — 1) — pasen 3, (128)

uz(p) = f2(p) — p2 = Rsen(© + 3) —p2 =
R(sen© cos 8 + cos O sen 3) — ps =
p2cos B+ prsen 3 — pa = pa(cos B — 1) + p1sen 3, (129)

u3(p) = f3(P) —ps = p3 —p3 =0, (130)
lo que resuelve la primera parte del ejercicio.
Ahora es evidente que lim,_,ou(p) = 0.

Por otra parte, Vu(p) es

cos(aps) —1  —sen(aps) —apisen(aps) — aps cos(aps)
sen(aps) cos(aps) —1 —apgsen(aps) + ap; cos(aps) |,
0 0 0 ]
(131)

donde se ve que también lim,_,o Vu(p) = 0.
Para finalizar notemos que

cos(aps) = cos0— (sen0) aps + o(a) =1+ o(a), (132)

sen(aps) = sen0+ (cos0) aps + o(a) = aps + o(a),  (133)

con lo cual, yendo a las anteriores expresiones para u1 y uo, se obtienen

ui(p) = —apaps+o(a), (134)
uz(p) = apips +o(a). (135)
| ]

8. MOVIMIENTOS

1. Un movimiento es un corte simple (“simple shear”) si el campo de veloci-
dades tiene la forma v(x,t) = v1(z2)e; en algin sistema cartesiano de
coordenadas. Probar que, para un corte simple, divv =0, (gradv)v =10

. /
yv=v.

SOLUCION. Claramente, divv = v;; = 0. El gradiente de la velocidad es

0 'ULQ(.T/'Q) 0
gradv= [ 0 0 0o, (136)
o 0 0 /

y por lo tanto (gradv)v = 0. Por dltimo, v = v’ + (gradv)v = v'. [ ]
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En los dos ejercicios siguientes D y W son, respectivamente, la
parte simétrica y antisimétrica de L = gradv.

2. Probar que ¢ =2F"D,,F.
Sorucion. C(p,t) = (F(p,t))TF(p,t) es el tensor de deformacién de
C.auchnyreen a la derecha. Entonces, teniendo en cuenta que F = L,, F,
C=FT"F+FF=FL'F+F'L,F=F'(L! +L,,)F =2F'D,,F.
|
3. Sea v un campo de velocidades de clase C2. Probar que
divv = (divv)" + |D|]? — |[W|2.
SoLUCION. Un simple célculo muestra que |[D|? = (|L|? + L-L7)/2 y que
[W|? = (JL|? = L-L")/2, y por lo tanto
D> - W =L-L". (137)

Ahora, teniendo en cuenta que div(Lv) = L-L” 4 v- grad (divv) porque
v es de clase C? (ver ejercicio 4.9), se tiene

(divv)" = (divv) +v- grad (divv) = (divv)'+ div (Lv) = L-L”. (138)
El ejercicio queda resuelto usando la igualdad (137) y el hecho de que
(divv) + div(Lv) = div (v/ + Lv) = div¥. [ |

4. Considérese el movimiento de & definido por

T :plet7
T2 = p2 + 1,
T3 = P3,

en cierto sistema cartesiano. Calcular la descripcion espacial de la veloci-
dad v y determinar las lineas de corriente.

SorLuciON. El movimiento es x(p,t) = (p1e',p2 + t,p3), ¥, por lo tanto,
la aplicacién de referencia es p(x,t) = (z1e~*, z2 — t,x3). La velocidad es

x(p,t) = (p1e?, 1,0); la descripcién espacial de la velocidad es entonces
v(x,t) = x(p(x,t),t) = (z1,1,0). (139)

Las lineas de corriente en un instante 7 fijo son las soluciones maximales
de la ecuacién $(\) = v(s(A), 7) o, lo que es lo mismo, del sistema

51(A) = s1(N),
5\ = 1, (140)
55(\) = 0.
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5. Consideremos el movimiento x definido por x(p,t) = py + U(¢)[p — Pyl;

donde U(t) = a;(t)e; ® e;, con los a; > 0 y regulares y {e;} una base
ortonormal. Calcular p, v y L, y determinar las lineas de corriente.

SoLUCION. Como (x1,z2,73) = x(p,t) = py + ai(t)e; @ e;(p — py) =
Py + @ (t)(pi — poi)e;, el movimiento estd determinado por las ecuaciones

= po1 + a1 (t)(p1 — po1) = a1 (t)pr — (a1 (t) — D)por, (141)
Ty = po2 + aa(t)(p2 — poz) = a2(t)p2 — (a2(t) — 1)pe2, (142)
x3 = po3 + a3(t)(ps — po3) = az(t)ps — (az(t) — 1)pes. (143)
Entonces la aplicacién de referencia (p1, p2, ps) = p(x,t) viene dada por

x1 + (a1 (t) = 1)por

1= al(t) ) (144)
T3+ (a2(t) = Dpoz

p2 = Oég(t) ) (145)
a3+ (a3(t) — 1)pos

ps = e . (146)

La velocidad es
x(p,t) = (&1 (t)(p1 — por), &2(t)(p2 — poz2), &3(t)(ps — po3))- (147)
La descripcién espacial de la velocidad queda

v(x,t) = x(p(x,1), 1) =

(1) o (1) a3 (t)
<a1(t) (z1 = po1), Ozi(t) (z2 — po2), Ozz(t) (x3 — p03)> . (148)

Ahora es claro que

= gradv(x,t) = dia, fu(t) as(t) aa(t) :di(t)e' e;
Lix, ) = graddvio.t) = diag )= 2es .

Por dltimo, las lineas de corriente en un instante 7 fijo son las soluciones
maximales de §(\) = v(s(\), 7); o sea, del sistema

~
~—
Q
&)
—~
~
~— |~ —
Q
w
—~
~
~—

A (1)

$1(\) = (7)( 1(A) = po1),
@(A)—Zzg;( 2(V) = poa), (150)
3500 = 2 (3 00) — pog).

as(7)

. Definir la derivada espacial con respecto al tiempo y el gradiente espacial

para un campo material, y probar que x¥’ = 0 y que gradx = L

SOLUCION. Si @ es un campo material regular (con dominio B x R), defi-
nimos
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= Derivada espacial con respecto al tiempo de :
O = () ). (151)
= Gradiente espacial de ®:
grad ® = (grad (Ps))m. (152)
Para el campo material del movimiento
x:BxR—E&, (153)

tenemos que x;(x,t) = x(p(x,t),t) = x, y por lo tanto X’ =0y gradx =1,
como queriamos ver. [ |

7. Considérese en B la superficie definida por

S={peD: ¢(p) =0},

donde D es un subconjunto abierto de By ¢ es un campo escalar sobre D
regular tal que V¢ no se anula en S.

Sea x : B x R — &£ un movimiento de B. Entonces, en el instante t, la
superficie S ocupa la superficie

St = {X €Dy : 1/)(Xat) = O}a

donde Dy = x(D, t) y ¥(x,t) = p(p(x,t)).
Probar:

a) Vo(p) es normal a S en p € S;

)V

b) gradi(x,t) es normal a S; en x € Sy;

¢) Vo =F7(gradv),,, y por lo tanto grad(x,t) no se anula en Sy;
)

d) |Vo|? = (grad®), - B(grad1),,, donde B = FF' es el tensor de
deformacion de Cauchy—Green a la izquierda;

e) ¥ = —v- gradi.

SOLUCION.

a) Seap € Syseac: [0,1] — S una curva regular sobre S tal que ¢(0) =
p. Como ¢(c(0)) = 0, resulta al derivar que Vi(c(o)) - &(o) = 0, y
en particular, tomando o = 0, se obtiene V(p) - ¢(0) = 0.

Hemos visto que Vy(p) es perpendicular en p a cualquier curva re-
gular sobre § que pase por p, lo que equivale a decir que Vy(p) es
normal a S en p.

b) Sea x € S; y sea ¢ : [0,1] — S; una curva regular sobre S; tal
que ¢(0) = x. Ahora se razona como en el apartado (a), teniendo en
cuenta que ¥ (c(o),t) = 0 para todo o.
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¢) Téngase presente que F(p,t) = Vx(p,t), y por lo tanto, si x =
(z1,22,73), (F(P,1))ij = 74 ;(Ps 1)
Como ¢(p(x,t)) = ¢ (x,t), se tiene que

Sﬁ(p) = 1/)(X(P,t)at) = ¢($1(Pat)a x2(pvt)a (Eg(p,t),t). (154)

Derivando la expresién (154) se obtiene

¢,i(P) = ¥1(x(p, 1), )1,i(P, 1) + ¥ 2(x(P, 1), t)z2,:i(P, t) +
w,z(X(P, t)7 t)x&i(pv t) = J,‘] z(pa )wj(x( ) ) =
(F(p,1)"),; %5 (x(p,1),1), (155)

0, equivalentemente,
Ve(p) = (F(p,1)" grady(x(p, t),t) = (F(p,1))" (grad¢),m(p, t).
(156)
d) Usando el apartado (c) y propiedades del producto escalar de tensores
(ver ejercicio 1.7),
|V|? = V- Ve =F(gradv),, - F (gradi),, =

(grad ), - FF' (grad¢),, = (grady),, - B(grad¢),.  (157)
e) Derivando con respecto a t la expresién ¢ (x(p,t),t) = ¢(p) (cierta
para todo ¢t € R), resulta grad«(x(p, t),t)-x(p,t)+v'(x(p,t),t) = 0,

y evaluando en p = p(x,t), gradv(x,t) - v(x,t) + ¢'(x,t) = 0; es
decir, ¢' = —v - grad, como querfamos demostrar. [ |

9. TIPOS DE MOVIMIENTOS. GIRO. RAZON DE ESTIRAMIEN-
TO

1. Es a menudo conveniente etiquetar puntos materiales por sus posiciones
en un instante dado 7.
Supongamos que un punto material p ocupa el lugar y en el instante 7y
un lugar x en un tiempo arbitrario ¢:

y=x(p,7), x=x(p,1).

Grosso modo, queremos expresar X en funcién de y. Asi pues, como

=p(y,7),
tenemos
x =x(p(y,7),1).

Llamamos a la funcién
Xr: B xR —E&

definida por
xr(y,t) =x(p(y,7),1) (158)
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Figura II1.2: Movimento relativo al tiempo 7.

el movimiento relativo al tiempo 7; x-(y,t) es el lugar ocupado en el ins-
tante ¢ por el punto material que ocupa y en el instante 7. Sea

F (y,t) = Vyx,(y,1),

donde Vy es el gradiente con respecto a y dejando ¢ fijo. Andlogamente,
sea

F,=R,U,
la descomposicién polar de F a la derecha, y definamos
C, = (U,)>
a) Probar que
0
t) = =x.(y,t 159
vix 1) = Sy, 1) (159)
si x = %, (y, t).
b) Usese la relacion x(-,t) = x,(-,t) o x(+,7) para demostrar que

F.(y,t)F(p,7) = F(p,1), (160)

donde y = x(p, 7), y después, apelando a la unicidad de la descom-
posicién polar, probar que

F:(y,7) =U;(y,7) =R:(y,7) =1

para todo y € B;.

¢) Probar que, si y = x(p, 7), entonces

C(p, t) = F(pa T)TCT(Ya t)F(p, T)'
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d) Demostrar que, para todo y € B,

0 0 0
L - _F‘r 7t =7 = _U‘r ;t _RT 7t )
(¥, 7) = 5, Fr (v, )le 5; 0¥ 1) + 5 Re(y, 1) .
0 0]
D(y,7) = 3 U-(y,O)li=r, W(y,7) = -Ro(y,0)|t=r. (161)
ot ot
e) Demostrar que, para todo y € B,
an+2
WFT (ya t) t=17 = grada(n) (ya 7—);

donde a(™ es la descripcién espacial de la derivada material de x de
orden n + 2 con respecto al tiempo.

SoLUCION. Nétese que (158) implica que x, es de clase C3, porque p y x
son de clase C3. Recordemos que B, = x(B,7), que L = gradvy que D y
‘W son, respectivamente, la parte simétrica y la parte antisimétrica de L.
D es el estiramiento (“stretching”) y W es el giro (“spin”).

a) Recordemos que v(x,t) = x(p(x,t),t), y por lo tanto v(x(p,t),t) =
x(p,t). Si derivamos con respecto al tiempo la igualdad x,(y,t) =
x(p(y,7),t) obtenemos

%XT(Y’ t) - ).((p(Ya T)a t) = V(X(p(Ya T)a t)7 t) = V(XT(Y7 t)a t)7 (162)

como queriamos demostrar.

b) De la igualdad x,(x(p,T),t) = x(p,t) se obtiene, al derivar con res-
pecto a p,

F, (x(p,7),)F(p.7) = F(p, ). (163)

De ésta resulta F(x(p,7),7) = I o, lo que es lo mismo, F(y,7) =1
paray € B,. Por la unicidad de la descomposicién polar, U, (y,7) =
R,(y,7) =L

¢) Usando el apartado (b),

C(p.t) = (F(p,1))"F(p,t)
(F(p, 7)) (F-(x(p,7), 1)) F-(x(p,7),t)F(p,T)
(F(p,7))"C,(x(p,7),t)F(p, 7). (164)

d) Por el apartado (a) sabemos que

Ve (v, 0),1) = 2o (v, ). (165)

Al derivar con respecto a y obtenemos

Lt (3, 1), OF-(3,1) = DB (y, 1) (166)
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Evaluando (166) en ¢t = 7, y teniendo en cuenta que x,(y,7) =y y
que F.(y,7) =1 en virtud del apartado (b), llegamos al resultado

1o}
Sy, Olir. (167)

Por otro lado, derivando con respecto a t la igualdad F.(y,t) =
R, (y,t)U,(y,t) se obtiene

L(y,7) =

DE(y.1) = Rely, ) 5 Uy 1) + (5 Ry, 1)U v, (169

de donde, evaluando en ¢t = 7 y teniendo en cuenta que R, (y,7) =
U, (y,7) = I por el apartado (b),

0 0 0
L(y,7) = &Fr(}ﬁ t)|t=r = EUT(Yﬂfﬂtﬂ + &Rr(%tﬂtﬂ- (169)

Ahora notemos que

—U,(y,t) es simétrico (para todo t; en particular para t = 7),

ot
(170)
porque U, (y,t) es simétrico, y que, por ser R, (y,t) ortogonal,

0
(&RT (v, 1)) (R, (y,t)T es antisimétrico, (171)
en virtud del ejercicio 3.6. Luego, como R, (y,7) =1,
0 e
—R,(y,t)|t=r es antisimétrico, (172)

ot

lo que demuestra (161), porque la descomposicién de un tensor en
parte simétrica mas parte antisimétrica es tnica.

En este apartado se supone que x tiene la regularidad necesaria para
que las derivadas que aparecen tengan sentido. La definicién de a(™

€s 8n+2
a(n) (x7 t) = Wx(p7 t)|p:p(x,t); (173)

de donde

() 8n+2 an+2
a'™ (x(y.1),t) = Wx(pat”p:p(yfr) = fo(y,t)- (174)

Derivando (174) con respecto a y,

n+2

grada™ (- (y, £), )F-(y, 1) = 55 F-(y, 1), (175)
y evaluando en ¢t = 7,
8n+2
grada™ (y, 1) = Tl (¥ )=, (176)

yaque x-(y,7) =y y F-(y,7) =L u
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Con las notaciones del ejercicio 1, si
T ={(x,t): x€ Bt R}
es la trayectoria del movimiento, se cumple la igualdad
T ={(x:(y,t),t) : y € B, t € R}
Esta igualdad se usard en el ejercicio siguiente.

2. Sea x un movimiento, y supongamos que para cierto 7 fijo se tiene

XT(Y)t) = q(t) + Q(t)(y - Z),

con q(t) y z puntos de B, y Q(t) € Orth™. Probar que entonces x es un
movimiento rigido.

SoLUCION. Nétese que x,(z,t) = q(t), de modo que q es de clase C3.
Ademaés, si podemos elegir y € B, tal que y —z = (a,0,0), con « no nulo,
se tiene x,(y,t) = q(t) + a(Q11(t), Q21(t), Q31(t)), de donde se deduce que
Q11, Q21 v Q31 son de clase C3; de forma andloga se ve que las demds

componentes de Q son de clase C3. Si z € lg’T, es claro que se puede elegir
y € B, tal que y — z = («,0,0) con a # 0; si z & B, se elige zg € B, y

se pone X, (y,t) = qo(t) + Q(t)(y — 20), con qu(t) = q(t) + Q(t)(zo — 2);
luego, sucesivamente, se ve primero que q, es de clase C* y después que
Q es de clase C3.

En virtud del teorema de caracterizacién de los movimientos rigidos, basta
demostrar que L(x,t) es antisimétrico para todo (x,t) € 7, donde 7 =
{(x,t) : x € Bt,t € R} es la trayectoria de x. Recordemos que L(x,t) =
grad v(x,t). Segin el apartado (a) del ejercicio 1,

Ve (y,0),0) = ey, 1) arn)

y derivando con respecto a vy,

Lk, (y, 1, 1F- (3, 1) = 2 Fo(y, 1) (17s)

para todo y € B, y para todo ¢t € R. En este caso, F.T(y,t) =Q()y

(0/01)F+(y,t) = Q(t), y por lo tanto L(x-(y,t),t) = Q(t)(Q(t))" para
todo y € B, y para todo t € R, o, equivalentemente,

L(x,t) = Q)(Q()" V (x,1) €T, (179)
lo que implica que x es un movimiento rigido, ya que, por el ejercicio 3.6,

Q(t)(Q(t))T es antisimétrico. n

3. Sea x un movimiento rigido. Probar que x, es de la forma x,(y,t) =
q(t) + Q(t)(y — z), con z y q(t) puntos y Q(t) € Orth™.
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SOLUCION. x es rigido si, fijados p,q € B, la cantidad

es constante en el tiempo. Sean y,y* € B,, y tomemos p = p(y,7),
q=p(y*, 7). Asi,
(1) = x(p, 7) = x(a, 7)| = |y =¥ (181)
y
6(t) = [x(p,t) = x(aq, )| = [x- (¥, 1) =%+ (y", 1. (182)
Como 6(7) = §(t) porque x es rigido, resulta
X (y,t) —x-(y*,t)|=|ly—y"| Vy,y €B:, VteR. (183)

La ecuacién (183) implica que, para cada ¢t € R, x.(,t) es una deforma-
cién rigida. En virtud del teorema de caracterizacién de las deformaciones
rigidas, para cada t € R

XT(yvt):XT(y*at)+Q(t)(y_y*) vyvy* GBT; (184)

con Q(t) € Orth*. Tomando z = y* y q(t) = x(z,t), tenemos x,(y,t) =
q(t) + Q(t)(y — z), como queriamos ver. Ahora podemos razonar como en
el ejercicio 2 para ver que q y Q son de clase C3. ]

Los ejercicios 2 y 3 demuestran la siguiente proposicion.

Proposicion Dados un movimiento x y un tiempo T, equiva-
len:

a) x es un movimiento rigido.
b) x,(-,t) es una deformacion rigida para cada t € R.

4. Sea x un movimento de clase C*°. Los tensores

CT(th)|t:T (n:172a)

an

An ) = am

¥ 7) =5

se llaman tensores de Rivlin—-FEricksen. Se pide:
a) Probar que A; = 2D.

b) Probar que C™ = FT A, F,, donde C™ es la derivada material de
C de orden n con respecto al tiempo.

¢) Demostrar que A, 11 = A, +A,L+LTA,.

SOLUCION.

a) Por el ejercicio 1 sabemos que

0
UT(Y7T) =1 Yy &UT(Y7t)|t=T = D(Y7T) (185)

Entonces, de la igualdad C, (y,t) = (U,(y,t))? se deduce

0 0
A1(y.7) = 5 Cr(3, Dlimr = 2Ur (¥ 7) 5 Ur (3, D)l = 2Dy 7).
(186)
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b) Como C™(p,t) = (8”/8t”)C(p,t), se tiene

C (v, ) = 5 CPy, 7). ) li=r- (187)
Derivando n veces con respecto a t la expresién
C(p,t) = (F(p, 7))TCr (s (p, 7). )F (p, ), (188)
obtenida en el apartado (c) del ejercicio 1, tenemos

%c(p,t) = (F(p,7)” (inc (x(p, 7), t)) F(p.r),  (189)

y evaluando ésta en (p,t) = (p(y,7),7) se obtiene

n 9" &
Cg )(Ya ) FT(Y7 )a n (Ya t)|t=TFS(Ya T) (190)
para todo y € B, y para todo 7 € R; es decir,
an)(yﬂ') = FZ(yv T)A’ﬂ(yaT)FS(yv T) (191)

para todo (y,7) € 7, como queriamos demostrar.

¢) Como C"™*Y = (C™)- se tiene en virtud del apartado (b) que
FIA, 1 F, = (FIAF,) = (FI)'A,F, + FTA,F, + FIA,F,.
Temendo en cuenta que F= L F, resulta

F'A,  F,=FT(LTA, + A, + A,L)F,, (192)

y por lo tanto
A, =L"A, +A,+A,L, (193)
ya que Fg es no singular. [ |

5. Probar que el campo de aceleraciones de un movimiento rigido tiene la

forma

V(x, 1) = V(y,t) + @t) X (x —y) + w(t) x [w(t) x (x=y)],

donde w es la velocidad angular.

SOLUCION. Recordemos que la velocidad angular w es el vector axial del
giro W, que a su vez es la parte antisimétrica de L = gradv. Para un
movimiento rigido se sabe que v(x,t) = v(y,t) + W(¢)(x — y), con W (¢)
antisimétrico, y por lo tanto L(x,t) = gradv(x,t) = W(t) para todo
x€eBy

v(x,t) =v(y,t) + w(t) X (x —y). (194)
Entonces
v(x,t) = v/ (x,t) + L(x, t)v(x,t) = v/(x,t) + w(t) x v(x,t) =
v(x,1) +w(t) x [v(y, t) +w(t) x (x —y)] =
Vi(y,t) +@(t) x (x —y) +w(t) x [v(y, 1) + w(t) x (x—y)] =
(V'(y, 1) + L(x, t)v(y,t)) + @(t) x (x —y) +
]

V(y:t) +@t) x (x —y) + w(t) x [w(t) x (x—y)].  (195)
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10.

TEOREMAS DE TRANSPORTE. VOLUMEN. MOVIMIEN-
TOS ISOCORICOS

. Cambiamos enunciado. Sea 3 un campo escalar espacial regular con § = 0,

y sea ¢ = (3/(det F)s. Probar que ¢’ + div(pv) = 0.

SoLUCION. Recordemos que (8,,)" = (ﬁ)m, y por lo tanto podemos escribir
B,, sin ambigiiedad. Sea P una parte de B. Entonces, usando el teorema
del transporte de Reynolds,

. d d g
/ —_ = — 1 e =
/Pt(go + div (pv)) dV = dt Jp, p dV dt /7,t (det F), v
i/ Bom de/ B, dV =0. (196)
dt P P

Como P puede ser cualquier parte de B, se tiene por el teorema de loca-
lizacién que ¢’ + div (pv) = 0. |

SOLUCION ALTERNATIVA. Notemos que ¢ + div (¢v) = @ + @divv, ya
que ¢ = ¢’ + v - grad p. Probaremos que

o =—pdivv. (197)

Sabemos que (det F)* = (det F)(div v),,, con lo que, derivando la igualdad
¢ = B(det F); !, obtenemos

¢ = —B(det F);%(det F)ydivv = —3(det F); ' divv = —pdivv, (198)

como queriamos ver. [

. Probar que, si B es acotado,

1
/ (2Wv 4+ vdivv) dV = / [v(v-n) — =v?n] dA, (199)
5, 0B, 2
donde n es la normal exterior unitaria en 9B;. En consecuencia, para un
movimiento isocérico con v = 0 en 0B; se tiene que

Wv dV =0.
Bt

SoLUCION. Recordemos que la notacién v? significa v - v = |v|2. Sabe-
mos que 2Wv = (gradv)v — 1 grad (v?) y entonces, como div (v ® v) =
vdivv + (gradv)v, tenemos

1
2Wv + vdivv = div(v®v) — 3 grad (v?). (200)

Ahora (199) se obtiene integrando (200) sobre By, ya que, en virtud del
teorema de la divergencia,

div(vev) dV = / (vev)ndA = v(v-n) dA (201)

B OB OB
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/ grad (v?) dV = vin dA. (202)
Bf, 8Bf

Si el movimiento es isocérico (i. e., divv =0) y v =0 en 9B, la férmula
(199) se reduce a

Wv dV = 0. (203)
Bt

. (Segunda parte del teorema del transporte de Reynolds) Sea ®

un campo espacial vectorial regular. Probar que, para cualquier parte P
y para todo tiempo t, se satisface la igualdad

4 ® JV = @’ dV—l—/ ®(v-n) dA.
dt Jp, P, P,

SOLUCION.

/ <I>’dV+/ ®(v-n) dA = <I>’dV+/ (@ ®v)n dA 2
Py OP¢ Pt 0P+

/ (@ + div(@®v) dV = | (& +®divy) dv & i/ & dV,(204)
Pe P dt Jp,

donde se ha usado el teorema de la divergencia en (x) y la primera parte
del teorema del transporte de Reynolds en (). [ |

GIRO. CIRCULACION. VORTICIDAD
Usamos las notaciones

w=rotv y v=(detF),.

. Probar que, en el caso de un movimiento plano,

(VW) = ulJ.

En consecuencia,

(VW) =0

cuando v es el gradiente de un potencial.
SOLUCION. Recordemos que

1
W= §(gradv— (gradv)T) y J==(gradv — (gradv)"), (205)

N =

donde W es el giro (“spin”). Sabemos que (det F)* = (det F)(divv),y,, y
por lo tanto
U= (det F)sdivv =vdivv. (206)
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Por otra parte, segiin el teorema del transporte del giro, W+DW+WD =
J, donde D = {(gradv + (gradv)?) es el estiramiento (“stretching”).
Entonces

(VW)* =W + oW = u(divv)W 4 0[J — (DW + WD)].  (207)
Si el movimento es plano, WD + DW = (divv)W, y por lo tanto
(VW) = 0], (208)

como queriamos ver.

Cuando V es el gradiente de un potencial, J = 0 ya que grad v es simétrico,
y se obtiene (VW) = 0. [ |

2. Probar la identidad
(vw)* = vLw + vrot v, (209)

donde L = gradv. Notese que, cuando v es el gradiente de un potencial,
se tiene

(vw)* = vLw. (210)
SOLUCION. En los ejercicios complementarios a la seccién 4 se demostré que
rot(ux v) = (Vu)v — (Vv)u + (divv)u — (divu)v (211)
para campos vectoriales regulares u y v. Entonces,
rot (w x v) = (gradw)v — Lw + (divv)w. (212)
También usaremos la igualdad © = v div v, probada en el ejercicio 1, y las
identidades w = w/+(gradw)vy v = v'—i—% grad (v2)+w xv. Para probar
(209) desarrollaremos por separado ambos miembros de la igualdad.
(vw)* = oW + vw = v(divv)w + vw’ + v(grad w)v. (213)
Por otra parte,

1
vLw + vrot v = vLw + vrot (v + §grad(v2)—|—w X V) =

vLw + vrot (v/) + vrot (w x v) =
vrot (v') + v(gradw)v + v(divv)w =
vw’ +v(gradw)v +o(divv)w,  (214)
donde se ha usado la igualdad rot(v’) = (rotv)’ = w’. Ahora (209) se
deduce de (213) y (214).

Si v es el gradiente de un potencial, entonces rotv =0y (209) se reduce
a (vw)* = vLw. [ |
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3. Cambiamos enunciado. Supongamos que Vv es el gradiente de un potencial.

Probar que, dado 7 € R y dado y € B, se tiene, como consecuencia de
(210), que

w(x,t) = [det F (y,0)] ' F,(y,)w(y,7) VteR,

donde x es el lugar ocupado en el instante ¢ por el punto material que
estd en y en el instante 7.

SOLUCION. Se usan las notaciones y algiin resultado del ejercicio 9.1. Con
esas notaciones, x = x,(y,t), donde x,(y,t) = x(p(y,7),t), y F-(y,t) =
Vyx-(y,t). Tenemos que demostrar que, para todo t € R,

W(xr(y,1),t) = [det F- (y, )] Fr(y, )w(y, 7). (215)
Veremos que (215) equivale a demostrar
f(t) = g(t), (216)
donde f(t) = v(x;(y, 1), )W (x-(y, 1), 1) vy 8(t) = v(y, ")F-(y, )w(y,7), ¥
después demostraremos (216).

En virtud del ejercicio 9.1, sabemos que F,(y,t)F(p,7) = F(p,t) siy =
x(p, 7), de donde

F.(y,t) =F(p(y, 7). )[F(p(y.7),7)] " (217)
Tomando determinantes,
det F-(y, 1) = v(x,(y, ), t)[v(y, 7)) . (218)

Asi pues, (215) equivale a

Wk (v,1), 1) = [v(xr(y, 1), )] uly, T)F - (v, )w(y, 7), (219)

0, lo que es lo mismo, a (216). Para demostrar (216) veremos que fy g
son soluciones del problema de Cauchy

Y =AQ®)Y, Y(r)=ovly,n)w(y,7), (220)

donde A(t) = L(x,(y,t),t). (NStese que el problema de Cauchy (220)
tiene solucién tnica si A es continua (ver p. €j. [9]), y en nuestro caso A
es de clase C!, porque x, es de clase C* y L = gradv es de clase Cl.)
COHIO XT(ya T) =YV FT (Ya T) = Iﬂ se tiene f(T) = g(T) = U(va)W(Y7 T)'
Ahora veremos que fy g satisfacen la ecuacién diferencial Y = A)Y.

» f satisface la ecuacion: Notemos que
f(t) = v(x-(y, 1), )w(xr(y, 1), 1) =
det F(p(y, ), t)w(x(p(y,7),t),t) = (vW)nm(p(y,7),t). (221)
Luego, usando la identidad (210), se tiene

E(t) = (W), (p(y, 7): ) = (0w)" (x: (v, ), 1) =
(ULW) (XT (Ya t)? t) = L(XT (Y7 t), t)f(t) (222)
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= g satisface la ecuacion: Notemos que

g(t) = F-(y,)f(r) = F(p(y,7),)[F(p(y,7),7) (),  (223)

con lo cual, como F= L., F,

&(t) = F(p(y, 7), )[F(p(y, 7), )] 'f(r) =
L (p(y, ), )F (p(y, 7), O)[F (p(y, 7), 7)] (1) =
Lm(p(Ya T)a t)F‘r(ya t)f(T) = Lm(p(Ya T)a t)g(t) =
L(x-(y,t),t)g(t), (224)
como queriamos demostrar. [ |

4. Sea u un campo vectorial espacial regular, y sea ¢ una curva material.
Probar que

% ctu-clx:/Cf(l'l—l—LTu)-clx.

SOLUCION. ¢ : [0,1] — B es una curva en B (se supone que es regular), y
c; : [0,1] — B; es una curva en B; definida por

ct(o) = x(c(o),t) para o € [0,1]. (225)
Como
! 0
/ u-dx = / u(ce(o),t) - =—ci(o) do, (226)
ct 0 80’
se tiene
d

/01 {%[u(ct(g)at)] : %ct(a) +u(cy(o),t) - % {%Ct(a)} } do. (227)

Ahora nétese que de (225) se deduce

%ct(o) = x(c(0), 1) = v(x(c(0),),t) = v(ci(a),1),  (228)

con lo cual

% [%ct(o)} = % {%ct(a)} = %[V(Ct(0)7t)] = L(Ct(U)at)a—iCt(U)
(229)

%[u(ct(o),t)] = gradu(ct(o),t)%ct(a) +u'(ci(o),t) =

gradu(c(o),t)v(ci(0),t) + u'(ci(0),t) = u(ci(o),t). (230)
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Por fin, teniendo en cuenta (227), (229) y (230),

| {ter(0).t) + el O] u(er(e). 0} 5enlo) dor =

/(1’1+LTu)-dx, (231)

Ct

como queriamos demostrar. [ |

5. Supongamos que v es el gradiente de un potencial . Probar que

2
v = grad ((,0/4- %) ,

y por consiguiente también la aceleracion v es el gradiente de un potencial.

SoLUcCION. El potencial ¢ es de clase C? porque v es de clase C2. Sabe-
mos que v = v/ + 1 grad (v?) + (rotv) x v. Como v = grad¢, entonces
rot v =0, y en consecuencia
: / 1 2 / 1 2
v=v'+ igrad(v )= (gradp) + igrad(v )=
/ 1 2 , Vv
grad (') + 5 grad (v*) = grad (| ¢’ + > | (232)

como se queria demostrar. [ |



Capitulo IV

Masa. Momento

12. CONSERVACION DE LA MASA

1. Utilizando la igualdad
d

— av =0
dt Jp,”
y el teorema del transporte de Reynolds, probar:
a) Teorema local de conservacién de la masa en forma no con-
servativa. Se cumple
p+ pdivv = 0.

b) Teorema de conservacién de la masa para un volumen de
control. Para un volumen de control R en el instante ¢, se cumple

p(x,t) dVy = —/ p(x,t)v(x,t) - n(x) dAx.

dt Jr oR

SOLUCION.

a) Segun la primera parte del teorema del transporte de Reynolds, si ®
es un campo espacial regular, escalar o vectorial, se cumple
d .
— ® JV = (® + ®divv) dV. (233)
dt Jp, Py

Si tomamos ® = p, obtenemos
/ (p+ pdivv) dV =0 (234)
Pt

para toda parte P de B y para todo tiempo ¢.

Si x € B, entonces

. . T 1 . . _
p(x,t) + p(x,t)divv(x,t) = 161&)1 ol ) /Qa (p+ pdivv) dV =0,
(235)

por el teorema de localizacion, donde )5 es la bola cerrada de centro
x y radio §. En caso de que x € 0B; la igualdad también se cumple,
porque p(-,t) + p(-,t)divv(-,t) es continua en B;.

65
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b) La segunda parte del teorema del transporte de Reynolds afirma que,
si ® es un campo espacial regular, escalar o vectorial, entonces

i/ <I>dV:/ <I>’dV+/ ®(v-n)dA.  (236)
dt Jp, P, oP,

Aplicado a la densidad p, nos da la igualdad
/ p(x,t) dV = —/ p(x,t)v(x,t) -n(x,t) dA (237)
P, P,
para todo tiempo t y toda parte P C B, y en consecuencia

/ P, 1) dV = — / p(x, v(x, 1) - (x, ) dA (238)
R OR

para un volumen de control R en el instante ¢, ya que por ser R
una regién regular acotada contenida en B, para 7 € (t — d,t + 0)
(por definicién de volumen de control), en particular R es una regién
regular acotada contenida en By, lo que implica que P = p(R,t) es
una parte de B; ahora se aplica (237) a P = p(R,t) y resulta (238).1

2. Probar que una deformacién f es isocérica si, y solo si,

pe(f(p)) = po(p) YV peB.

SoLUCION. La igualdad pg(f(p)) det F(p) = po(p) implica que pe(£f(p))
po(p) equivale a det F(p) = 1; es decir, a que f sea isocérica.

. Sea @ un campo espacial regular, escalar o vectorial. Probar que, para

cualquier parte P,
| @ttt avie= [ @cy.0.00(.7) a5
’P‘f T
donde x, es el movimiento relativo al tiempo 7 (ver ejercicio 9.1).

SoLUCION. Recordemos que

Xr (Y7 t) = X(p(Y7 T)7 t) y F; (Y7 t) = vaT (Y7 t)' (239)

Haciendo el cambio de variable x = x,(y, t), se tiene

/7, B (x, )p(x, 1) dVi — / B(x, (3, 1), )p(xs (v, 1), 1) det oy (3, £) dVy,

(240)
ya que det F.(y,¢) > 0. Atendiendo a (240), el ejercicio estard resuelto si
demostramos la igualdad

p(XT(Yat)vt) det FT(Y’t) = p(Y7 T)' (241)
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Como p(x(p, t),t) det F(p,t) = po(p),

p(xr(y.1),t) = po(p(y, 7))[det F(p(y, 7), )] 7", (242)

y, andlogamente, como F,(x(p, 7),t)F(p,7) = F(p,t) (ver ejercicio 9.1),
det F (y, t) = det F(p(y,7), t)[det F(p(y,7),7)] . (243)

Usando (242) y (243), se tiene

=
[
N
Il

p(x-(y,t),t) det F-(y,t) = po(p(y, 7))[det F(p(y,T), T
p(XT (ya T)’ T) = p(ya T)’ (244)

como queriamos demostrar. [ |

4. Cambiamos enunciado. (Teorema de Kelvin) Probar el Teorema de
Kelvin: De todos los movimientos de un cuerpo que, en un instante ¢,

a) se corresponden con una densidad estacionaria dada p,

b) tienen asignado un mismo By, y

¢) tienen un mismo valor de v - n en 9By,
uno cuya velocidad es el gradiente de un potencial tiene la menor energia
cinética en el instante ¢.

Mas precisamente, sea R una region regular acotada del espacio, sea p > 0
un campo escalar regular en R, y sea A un campo escalar en OR.

Para v campo vectorial regular en R se define

v2
Kiv}= [ Toav
R

la energia cinética asociada al campo v.
Si A= {v: v campo vectorial regular en R solucién de (P)}, siendo (P)
el problema
div(pv) =0 en R,
(P){ v-n=X\ endR,

pruébese que, cuando v € A es un gradiente (v = grad ), entonces
K{v} <K{g} VgeA,

y que la igualdad se da solamente cuando g = v.

SoLUCION. Notemos que el problema (P) tiene solucién si [, pA dA =0
(ver la Nota al final del ejercicio), y en ese caso nos situamos para que A
sea no vacio.

Supongamos que v = grad pertenece a A. Puesto que v es solucién de
(P), se cumplen

pAp + grady - gradp=0 en R, (245)

dp
I A en OR. (246)
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Por lo tanto,

1

2
K{V}:/ %p dei/(gradgo'gradgo)p av &
R R

1 1
5/ (ppp.i)i dV = 5/ oppini dA =
R OR

1 Oy 1

= — dA = - A dA 247

5 / P 5 /d L weAdA, (247)
donde la igualdad (x) se sigue de la ecuacién (245) de la siguiente forma:

(ppp.i)i = wipp,i+ @(pvi)i = @ippi+ Plpipi + ppi] =
(grady - gradp)p + @[gradp - grady + pAyp] = (grad ¢ - grad p)p. (248)

Sea ahora g € A. Entonces div(pg) =0en Ry g-n = X en IR, con lo
cual

K{V}:l/ gop)\dAzl/ ppg-n dA =
2 Jor 2 Jor

1 1 1
5 / ppgini dA = = / (ppgi),i AV = 5 / p(g-v) dv, (249)
2 Jor 2/r 2J/r
ya que
(epgi).i = e.ipgi + ©(pgi).i = p(g - gradp) + ¢div (pg) =
p(g- gradp) = p(g-v).  (250)
Es decir, se cumple
/ p(g-v)dV =2K{v}. (251)
R
Sea ahora f = g — v. Se tiene, en virtud de (251),

1 1
K{f}:§/ prdV:§/(g—v)2pdV:
R R

%/RngdV—/R(g-v)pdV—i—%/RVdeV:
K{g} —2K{v}+ K{v} = K{g} - K{v}. (252)

Como K{f} > 0, se concluye de (252) que K{v} < K{g} y, ademas,
K{vi=K{g}<—= K{f}=0<=f=0<=g=v, (253)

como queriamos demostrar. [ |

Nota El Teorema de Kelvin prueba la unicidad de soluciones gradiente
para la ecuacion de conservacion de la masa en el caso estacionario; mds
precisamente, para el problema (P) del ejercicio 4.

Para probar la existencia podemos proceder del siguiente modo:

En primer lugar notemos que la condicion faR pA dA = 0 es necesaria
para que haya soluciones, como se ve integrando la igualdad div (pv) =0
y aplicando el teorema de la divergencia.
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13.

Busquemos soluciones de la forma v = grady. Entonces (P) tiene solu-
ciones si las tiene el problema eliptico (245)-(246), lo cual se sigue de [8,
Theorem 7] con la condicion de que faR pA dA = 0. Ahora [6, Proposi-
tion 1] nos dice que todas las soluciones de (245)-(246) difieren en una
constante, lo que prueba unicidad para (P) de soluciones gradiente (como
dectamos mds arriba, esto se deduce también del Teorema de Kelvin).

Otra aproximacion al problema es la de [12, Theorem 2], que nos da la
existencia de una v (no necesariamente gradiente) solucion de (P). Para
ello basta tomar w definida en R tal que wipr = pAn, y considerar el
problema

divu=g enR,
u=0 enJdR,

donde g = divw. Si faR pA dA = 0, el problema anterior tiene solucion
u en virtud de [12, Theorem 2], y entonces v = (w —u)/p es solucidn de

(P).
Para la existencia de solucion de la ecuacion de la divergencia pueden
consultarse también las referencias [5], [10] y [11].

(En esta nota se ha supuesto que los datos tienen la reqularidad suficiente
para que los resultados citados sean vdlidos.)

MOMENTOS LINEAL Y ANGULAR. CENTRO DE MASA

En los ejercicios de esta seccion B es acotado.

. Probar que

1
a(t)—z= m(B) /Bt(x —z)p(x,t) dVix

para todo punto z, de modo que la definicién de centro de masa «(t) es
independiente de la eleccion del origen.

SoLUCION. Notemos que m(B) = th p(x,t) dVx y que, si elegimos un
origen o, el centro de masa «(t) estd definido por la igualdad

alt) — o= ﬁ /B (o )l ) di (254)

Entonces, si z es un punto cualquiera del espacio,

aft) —z=(a(t) —o) + (0 —2) =

ﬁ /Bt(x —o0)p(x,t) dVx + #B) /& (0 —2)p(x,1) dVix =
5 [ =0+ (0 - Doty v -

ﬁ/g (x —2z)p(x,t) dVx, (255)

como queriamos ver. [
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2. Otros tipos de momentos de interés son el momento angular a,(t) relativo

a un punto movil z(t) y el momento angular de “spin” o de giro aspin(t) :

a,(t) = / ry; X vp dV,
Bt
agpin(t) = /B o X Vap dV.

Aqui r,(x,t) = x — z(t) es el vector de posicién con origen en z(t),
ra(x,t) = x — a(t) es el vector de posicién con origen en el centro de
masa a(t) y Vo = I = v — &(t) es la velocidad relativa a a(t).
Por comodidad, escribiremos 1(¢) = 1(B,t) (el momento lineal de B en el
instante t) y a(t) = a(B,t) (el momento angular de B en el instante t).
Probar:

a) a, = agpin + (@ —2z) x 1,

b) & = agpin + (¢ — 0) x 1.
El término (v — z) x 1 suele denominarse el momento orbital en torno a

z; representa el momento angular que tendria B si toda su masa estuviese
concentrada en el centro de masa.

SOLUCION. Recordemos que I(t) = [z vp dV y que a(t) = [z v x vp dV.

a) Es claro que

aspin:/ Taq X Vap dV = (X_Q)X(V—C:Y)p dV =
By B

/(x—a)xvpdV— (x—a)xapdV =
B By

/ (x —a) xvpdV, (256)
By

ya que, en virtud del ejercicio 1,

/Bt(x—a)xdpdV— (/Bt(x—a)pd‘/) X &=

m(B)(a —a) x a =0. (257)
Teniendo en cuenta que (x —a) x vp = (x —z) X vp+ (2 — a) X vp,

se obtiene de (256) que

aspin:/ (X_Z)vadv+/ (Z—a)XV,OdV:
By B

/rzxvpdV—l—(z—a)x/ vpdV =a, + (z — a) x1, (258)
Bt Bf,

y por lo tanto a, = aspin + (o0 — z) X 1, como queriamos ver.
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b) En este apartado usamos el hecho de que si ® es un campo vectorial
regular, entonces

4 ) dV:/ bp av. (259)
dt Jg, B,

De (259) y de (256) se sigue
éspinz/ [(v—a&)xv+(x—a)xVv]pdV =
By

/ —dxvpdV—l—/ (x—a)xvpdV =
Bf, Bf,

—dx/ vpdV—l—/ (x—a)xvpdV =
Bt Bf,

—dxm(B)d+/ (x—a) xvpdV =
By

/(x—a)x(fpdV:
By

/ (x—o)X\'/pdV—I—/ (o—a)xvpdV =
Bt Bt

a+(o—a)xl, (260)

donde hemos usado las relaciones siguientes:

&(t) = ﬁ/s vp dv, (261)
a(t) = / r x vpdV, (262)
By
it) = / vp dv. (263)
By

Ahora se deduce inmediatamente de (260) que & = aqpin + (@ —0) x 1,
como queriamos demostrar. [ |

3. Consideremos un movimiento rigido x de B. En virtud de los ejercicios 9.2
v 9.3,
xo(y,t) = q(t) + Q(t)(y — 2) (264)
para todo y € By y para todo t € R, donde q y Q son de clase C? y Q(t)
es una rotacién para todo t. (Aqui xo es el movimiento relativo al tiempo
7 =0, como se defini en el ejercicio 9.1.)
Se pide:

a) Probar que
a(t) = q(t) + Q(t)[e(0) — 2],
y por lo tanto (ndtese que xo(y,t) puede definirse para todo y € &)
a(t) = xo(a(0),1).

;,Cudl es el significado de esta ultima igualdad?
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b) Probar que la velocidad angular w(t) es el vector axial de Q(¢)(Q(t))”
Y que Vo = W X I'g.
¢) Una funcién vectorial k definida en R rota con el cuerpo si
k(t) = Q(1)k(0)
para todo t. Notar que Q(0) = I, ya que x¢(y,0) = y para todo y.
Pruébese que k rota con el cuerpo si, y solo si,
k=w xk.

d) Usar la identidad f x (d x f) = (fPT — f® f)d (ver ejercicios comple-
mentarios) para demostrar que agpin = Jw, donde

J(t) = / (21 —rq @14)p dV
By

es el tensor de inercia de By relativo al centro de masa.
e) Probar que
I(t) = Q(1)I(0)(Q(t)",
y usar esa igualdad para demostrar que la matriz [J(¢)] asociada al
tensor J(t), relativa a una base ortonormal {e;(t)} cualquiera que
rota con el cuerpo, es independiente de t.

/) Constriyase una base ortonormal {e;(t)} que rote con el cuerpo para
la cual se obtenga
[J] = diag(.]l, JQ, J3)

En tal caso {e;(t)} se llama base principal de inercia y las compo-
nentes diagonales J; se llaman momentos de inercia.
Sean w;(t) las componentes de w(t) con respecto a {e;(t)}. Pruébese
que las componentes de agpin(t) con respecto a esa base son

(Aspin)1 = J1w1 + (J3 — J2)waws,

(Aspin)2 = Jows + (J1 — J3)wiws,

(Aspin)3 = Jaws + (J2 — J1)wiwa.

SOLUCION.

a) Segtn el ejercicio 12.3,

aft) ~o= 5 [ (= olptoet) Vi =
— /. Bty )~ olo(y 0) . (265)
Entonces, por (264),
o) ~0 = — [ () + QM) ~ 2)] - o}o(y.0) Yy =
1

W LO [(q(t) - 0) + Q(t)(y — Z)]P(y, O) dVy _

(a(t) — o) + Q1) (@ [ =2i0 dVy> «

(a(t) — o) + Q(t)[e(0) — z] = {q(t) + Q(t)[cx(0) — 2]} — 0, (266)

P
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donde en (*) hemos usado el ejercicio 1. De (266) se obtiene

a(t) = q(t) + Q(t)[a(0) — z] = xo((0),1). (267)
La ecuacién (267) significa que el centro de masa se transporta con
el movimento cuando éste es rigido.

b) Para movimientos rigidos el gradiente de la velocidad es antisimétri-
co y no depende de x: gradv(x,t) = W(t) € Skw. Ademis, la
velocidad angular w(t) es el vector axial de W (t). Veremos que

W(t) = Q(t)(Q(t))T. Como xo(y,t) = q(t) + Q(t)(y — z), se tiene

por el ejercicio 9.1 que

Vool 1) = Sxaly. ) = a(t) + QHy —=) (269

paray € By y t € R. Para x € By, sea'y € By tal que xo(y,t) = x.
Notemos que entonces y —z = (Q(t))?[x — q(t)] y por lo tanto

v(x, 1) = a(t) + Q)(Q(H)) " [x — a(t)], (269)
de donde W(t) = gradv(x,t) = Q(t)(Q(t)).
Ahora veremos que vo = w X rq. Por el apartado (a).sabemos que
a(t) = q(t) + Q(t)[(0) — 2, y entonces &(t) = 4(t) + Q(t)[x(0) — 2]
y a(0) —z = (Q(t))T[a(t) — q(t)], con lo cual
Va(X,t) = v(x,t) — &(t) =
Q)" [x —a(t)] —a(t) - Q(1)[«x(0) — 2] =
. Q(1))"[x —a(t)] - Q(E)(Q®) [ex(t) — a(t)]
Q1) Q)" [ a(t)] = Q)(Q() "ra(x, 1) = w(t) X ra(x,t)(270)
como queriamos ver.
¢) Si k(t) = Q(H)k(0),
k(t) = Q(1)k(0) = Q(1)(Q(1)) "k(t) = w(t) x k(). (271)

Luego k(t) = Q(¢)k(0) es la tnica solucién del problema de Cauchy

A
N
A
~
~
WA
/—\

{ k:ka, (272)

k(0) dado.

d) Usamos el apartado (b) y la igualdad f x (d x f) = (f’I —f® f)d (ver
ejercicios complementarios).

aspin:/B o X Vap dV = ; ra X (wxry)pdV =

/ (21 — 1o @ ro)wp dV = J(Bw(t).  (273)
Bt

e) Recordemos que

)y —2), (274)
t)la(0) — 2], (275)
ro(x,t) = x — a(t). (276)

xo(y,t) = q(?)
a(t) =q(t)
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Entonces

ra(x0(y, 1)) = x0(y, 1) — a(t) = Q(t)ly — a(0)]. (277)

Por otra parte, las igualdades (Sa) @ b = S(a® b) y a® (Sb) =
(a® b)ST implican que (Sa) ® (Sb) = S(a® b)S”.
Entonces, usando el ejercicio 12.3,

3t) = /B (21— rov @ ra)p dV =
h t

J, (= 0T = b~ ) @ bx — (O]} 1) e =

/B {0, 6) = a®PI = o (¥, 1) — a()] @ [xo(y, 1) — a(®)]} ply,0) dVy
b 0
/B {@Wly - a)’1-Q)ly - a(0)] @ Q)ly — «(0)]} ply, 0) dVy =
0

[ {ly = a@PT- Q) Iy = a()] @ [y - ao))(Q@(0)" } (. 0) aVi =
b 0

Q) (/B {y—aOP1-ly - a@] @y - a©)]} oy, 0) dvy> @)’
0
Q()I(O)(Q(1)". (278)

Ahora, si {e;(t) }1<i<3 es una base ortonormal que rota con el cuerpo;
es decir, €;(t) = Q(t)e;(0), resulta que la componente (z,7) de J(t)
es

ei(t) - J(t)e;(t) = ei(t) - Q(H)I(0)(Q(L))"e;(t) =
(Q()"ei(t) - J(0)(Q(t)"e; () = e;(0) - I(0)e;(0), (279)

la componente (i, j) de J(0), que es independiente de ¢.

Sabemos que J(t) = Q(¢)J(0)(Q(t))T y que J(t) es simétrico para
todo t € R. Como J(0) es simétrico, existe {e;(0)} base ortonormal
de V formada por autovectores de J(0). Definamos, parat =1,2,3 y
t € R, e;(t) = Q(t)e;(0). La definicién es coherente porque Q(0) = 1.
A continuacién comprobamos que {e;(¢)} es una base ortonormal de
V formada por aurovectores de J(¢) que rotan con el cuerpo:
1) e;(t) rota con el cuerpo porque e;(t) = Q(t)e;(0).
2) {e;(t)} es base ortonormal de V' porque lo es {e;(0)}, y porque
Q(t) es ortogonal.
3) Veamos que e;(t) es autovector de J(t). Como e;(0) es autovector
de J(0), J(0) = A\;e;(0), y por lo tanto
J(t)ei(t) = Q(1)I(0)(Q(1) " ei(t) = Q(£)I(0)e; (0) =
)\iQ(t)ei (0) = )\iei (t) (280)
En consecuencia, el apartado (e) nos dice que la matriz de J(t) es
la matriz de J(0); es decir, J(t) = J(0) = diag(J1, Jo, J3), donde
Ji = A
Para la tltima parte del ejercicio se considera w(t) = w;(t)e;(t). Por
el apartado (d), aspin(t) = J(t)w(t) = Jiw;(t)e;(t), y por lo tanto,
usando el apartado (c),
Apin(t) = Jivi(t)ei(t) + Jiwi(t)é(t) =
Jiwi(t)ei(t) + Jiwi(t)[w(t) x ei(t)], (281)
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de donde se obtiene
(Aspin)1 = J1w1 + (J3 — J2)waws,
(Aspin)2 = Jowa + (J1 — J3)wiws,

(Aspin)3 = Jaws + (Jo — J1)wiws,
teniendo en cuenta que

w(t) x e1(t) = ws(t)ea(t) — wa(t)es(t),

w(t) x ea(t) = —ws(t)er(t) + wi(t)es(t),

w(t) x es(t) = wa(t)er(t) — wi(t)ea(t).
(&

)
Nétese que aspin(t) = (aspin)i(t)ei(t) ¥y Aspin(t) =

aspin)i(t)e

75

(282)
(283)
(284)

(285)
(286)
(287)

i(t),

pero (Aspin)i(t) no esla derivada de (aspin):(t), porque la base {e;(t)}

depende de t.

4. Definamos la energia cinética K (t) y la energéa cinética relativa K (t) con

las igualdades
1 2 1 2
K({t)=< [ v°pdV, Kot)== | vipdV.
2 Js, 2 Js,
a) (Teorema de Konig) Probar el teorema de Konig:

K=Kq+ %m(B)dQ.

b) Considérese un movimiento rigido. Usar la identidad
dxf?=d-(fPI-fefd

para demostrar que

Ko = l<.‘J~J<.u.
2

SOLUCION.

a) Sabemos que &(t) = (1/m(B)) [z vp dV y que vq =V — &, con lo

cual

/ vap dV = vp dV — ap dV =
Bt By By
m(B)& — m(B)a = 0.

Usando (288),

K:—/ v2pdvzl/(va+a)2pdvz
Bt 2 Bt

1 1
—/ VipdV—f——/ dzpdV—f—/(va-d)pdV:
2 Js, 2 Js, B,

Ko+ %m(B)dQ + </ Vap dV) &= Ko + %m(B)c‘xQ,
By

como queriamos ver.

(288)

(289)
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b) Puesto que el movimiento es rigido, se tiene por el apartado (b) del

ejercicio 3 que
Va(X,t) = w(t) X re(x,.t).

(290)

Entonces, usando la igualdad (d x f)? = d- (f2I—f®f)d (ver ejercicios

complementarios),
1 2 1 2
Ka== ] vipdV== ] (wxra)pdV =
2 JB, 2 /B,
—/ [w- (P21 — 1o @ Ta)w]p dV =
By
1

1
—w- </ (r2I — 1o @14)p dV>w— —w - Jw,
2 5 2

como se queria demostrar.

5. Probar que
J=(trM)I-M,

donde
M(t) = / o @rep dV
Bt

recibe el nombre de tensor de Fuler.
SOLUCION. Notemos en primer lugar que
trM = r2p dV,
B

ya que tr(u®v) =u-v. Entonces

(trM)I—M—(/ ripdv>1—/ Ta @Tap dV =
B B

/ (r2I -1y @r4)p dV =T,
By

como queriamos ver.

Ejercicios complementarios

c.1. Probar que se cumple
fx (dxf)=(fI-fef)d,

donde f y d son vectores.

(291)

(292)

(293)

SoLUCION. Usando las expresiones en coordenadas del producto vectorial
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c.2.

y tensorial, se tiene

fx (dxf)]; =eijrfildx )i =ceijificomdifm =
ekij€rim fidifm = (0i0jm — Oimdj1) fidi frn =
fidify = fidifi = [Fd — (£- d)f]; = [(FPI - £ ® f)d];,

como queriamos demostrar.

Probar que se cumple
(dxf?=d- (fI-fxfd,

donde f y d son vectores.

SOLUCION. Nétese que

(d x £)? = &4j5d; frcitmdifmn = (8;10km — 6jmOk)djdy fi frm =
dd; fefr. — djdy frf; = > — (d - ).

Por otro lado,
d-(fPI-fofld=d-[f°d - (d-Hf] = d’F — (d-)?,

lo que da la igualdad pedida.

7

(294)

(295)
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Capitulo V

Fuerza

14. FUERZA. TENSION. CONSERVACION DEL MOMENTO

1. Sea B un cuerpo acotado. El momento my(t) en torno a un punto mdvil
z(t) es

mz(t):/ ry X s(n) dA—I—/ r, x b dV,

donde r,(x,t) = x — z(t) es el vector de posicién relativo a z(t) (ver
ejercicio 13.2).

a) Sea f(t) = f(B,t). Pruébese que m, = my, + (y —z) x f para cualquier
funciébn y : R — €&.

b) Sea 1(t) = 1(B,t). Probar que m, = &, +z x 1y que mqg = Agpin,
donde

a,(t) :/B (ts % V)p dV

aspin(t) = /B (ra X Va)p dV,

tal y como se definieron en el ejercicio 13.2, son respectivamente el
momento angular con respecto al punto mévil z(¢) y el momento
angular de giro o de “spin”.

SOLUCION.

a) Basta tener en cuenta la definicién de f:

- / s(n) dAx + | b dvi. (296)
BBf, Bf,

b) Como m, = m, el apartado (a) y las leyes de conservacién del mo-
mento lineal (f =1) y angular (m = &) nos dicen que

m,=m+ (0—z)xf=a+ (0o—z)xI. (297)

79
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Por ejercicio 13.2 también sabemos que
a, = agpin + (@ —2) x 1, (298)
a = dpin + (@ — o) x 1. (299)

Noétese que & x 1 = 0, porque 1 = m(B)c&. Entonces, de la ecuacién
(298) se deduce que

a; = apint+(d—z) X1+ (a—12) x1= Agpin—2 X 14+ (. —2) x1, (300)
y ahora de (299) y de (300) se obtiene

m, =a+(0—2)x1=aum+(@—0)xi+(0—2z)xi=
Agpin + (@ —2z) x 1 =4, + 2 x 1. (301)
Para demostrar la identidad que falta téngase en cuenta que, como

se ve en la expresién anterior, m, = agpin + (@ —2z) x 1, y por lo tanto
mg = Agpin, como queriamos demostrar. [ |

2. Probar que las leyes de conservacion de los momentos se cumplen para

cualquier eleccién del origen (constante en el tiempo) si se cumplen para
una tal eleccién.

SoLUCION. La ley de conservacién del momento lineal f = I es indepen-
diente de la eleccion del origen, ya que

f:/ s(n) dA+ [ bay, i:/ vp dV. (302)
OP+ P+

Pt
La ley de conservacién del momento angular afirma que m = a, donde

m= [ rxs(n) dA+/

rx b dV, a:/ rxvpdV  (303)
OP¢ P P

y r = x — 0, para un origen o. Si la ley se cumple para o, el ejercicio 1
nos dice que m, = a, + z x 1, de modo que se tiene
m, = 4, (304)

cuando z no depende de t. Ahora solo falta comprobar que (304) es la ley
de conservacién del momento angular para el origen z. En efecto,

m, = / r, X s(n) dA +/ r, x b dV (305)
OPy Pt
y
by = / r, X ¥p dV, (306)
ya que "
a, = / r, X vp dV. (307)
P+

(Ver tltimo teorema de la seccién 13 de [2].) [ |
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3. Demostrar que el tensor de tensiones de Cauchy queda determinado de
modo tnico por el sistema de fuerzas.

SoLucION. Como Tn = s(n) para todo vector unitario n, resulta que
Tu = |u| T(u/|u]) = |uf s(u/[ul) (308)

para todo u # 0, de modo que T esta determinado por s. [ |

4. (Sélido rigido) Sea B un cuerpo acotado sometido a un movimiento
rigido de velocidad angular w. Sea {e;(t)} una base principal de inercia
y sean Jq, Ja, J3 los momentos de inercia relativos al centro de masa (ver
ejercicio 13.3). Sean ademads w;(t) y m;(t) las componentes de w(t) y de
my(t) en la base {e;(t)}. Dedtzcanse las ecuaciones de Euler

my = Jiwr + (J3 — J2)waws,
ma = Jows + (J1 — J3)wiws,
ms = Jaws + (J2 — J1)wiwa.

Esas ecuaciones, con el complemento de f = m(B)d&, constituyen las ecua-
ciones bésicas de la mecanica del sélido rigido. Cuando se conocen fy mg,
proporcionan un sistema no lineal de ecuaciones diferenciales ordinarias
para w y o.

SoLUCION. En el ejercicio 1 se probé que mg, = Agpin. Ahora las ecuaciones
de Euler son consecuencia del apartado (f) del ejercicio 13.3. ]

5. Sea T el tensor de tensiones de Cauchy en un determinado lugar y tiempo.
Supongamos que la fuerza superficial sobre un plano S es perpendicular a
S, mientras que la fuerza superficial sobre cualquier plano perpendicular
a S es nula. Probar que T es una tensidn pura.

SOLUCION.

T e Sea e un vector unitario normal a S.
| La fuerza superficial ejercida sobre S por
unidad de érea es Te.

Sabemos que Te = ce y que Tk = 0 para todo vector unitario k paralelo
a S o, lo que es lo mismo, perpendicular a e. Ademds, T € Sym, de modo
que, en virtud del teorema espectral,

T =ve®e; (309)

es decir, T es una tensién pura. [ |
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6. Sea T un corte puro. Calcular los correspondientes esfuerzos y direcciones

principales.

SoLUCION. Un corte puro es de la forma
T=7kk®n+n®k), (310)

con k y n ortogonales y unitarios. Los esfuerzos principales son los auto-
valores de T y las direcciones principales vienen marcadas por los corres-
pondientes autovectores. Segtn el ejercicio 2.1,

TENSIONES PRINCIPALES DIRECCIONES PRINCIPALES
0 e,

T (k +n)/v2,
-7 (k—n)/V2,

donde |e| = 1, e € (k,n)*, y donde se ha tenido en cuenta que |k + n| =

|k—n|:\/§. [ ]

. Pruébese directamente que s(e,xg) = —s(—e, x¢) aplicando la ley de con-
servacién del momento lineal
/ s(n) dA+/ b dV = vp dV
OP¢ Pt Pt

a la parte P que ocupa la regién Rs en el instante t.

e
6 Aqui R es la region rectangular de di-
mensiones § X § X 62 que estd centrada
0 en xgo y es tal que el vector unitario e
] es perpendicular a las caras de dimen-
1) siones d X 6.

SoLUCION. Llamemos (9Rs)1 a la parte de 9Rs cuya normal exterior
unitaria es e, y sea (0Rs)2 la parte de 9Rs cuya normal exterior unitaria
es —e. Sean (0Rs)i, para i = 3,4, 5, 6, las caras restantes. Las dreas de las
caras valen

ar[(ORs)1] = ar[(0Rs)2] = 62, (311)
ar[(ORs)i] = 0° parai € {3,4,5,6}, (312)

y el volumen de Rs es
vol(Rs) = 6. (313)

En virtud de la ley de conservacién del momento lineal,

/ s(e, x) dA+/ s(—e,x) dA =
(ORs)1 (ORs)2

6
/R (b av - ; /( e, S A (314)
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de donde, por (312) y (313),

/ s(e,x) dA —|—/ s(—e,x) dA
(ORs)1 (ORs)2

con K1 = maxxer, |[Vp—b|y K2 = maxs<;<g (maXxe(ané),- s(n,x)|)7 que
son numeros reales porque v, p, b y s son continuas en la variable x y Rs
y (ORs); son compactos. De (315) se deduce que

1 1
lim —/ s(e,x) dA+ — s(—e,x) dA | =0. (316)
=0 <52 (0Rs)1 ( 5% Jors)s ( )

Por otra parte, (311) implica

< K16 + K53, (315)

1
lim —/ s(e,x) dA = s(e, xq) (317)
§—0 52 (ORs)1
Y 1
lim —/ s(—e,x) dA = s(—e,x). (318)
6—0 62 (0Rs)>
Ahora de (316), (317) y (318) se deduce s(e,x¢) = —s(—e,xg), como
queriamos demostrar. [ |

8. Cambiamos enunciado. (Teorema de Da Silva) Probar el teorema de
Da Silva: en un instante dado el momento total sobre un cuerpo acotado
B puede hacerse cero sometiendo las fuerzas superficiales y volimicas a
una rotacién adecuada; es decir, existe una rotaciéon R tal que

/ ers(n)dA+/r><Rde:0.
OB By

Probar también que

/ (R”r) x s(n) dA +/ (RTr) x b dV = 0.
OB By

;,Cudl es el significado de esta ultima identidad?

SoLUcION. Recordemos que d x f es el vector axial del tensor fed —d®f
(ver ejercicios complementarios a la seccién 1). Ademds, haremos uso del
siguiente teorema de descomposicién polar (ver p. ej. [4]):

Teorema (descomposicion polar) Dado F € Lin, existen un dnico
tensor simétrico y semidefinido positivo U y un tensor ortogonal Q; tales
que F = Q,U, lo que se llama una descomposicion polar de F a la derecha.
Andlogamente, existen un unico tensor simétrico y semidefinido positivo
V y un tensor ortogonal Qq tales que F = VQ,, lo que se llama una
descomposicion polar de ¥ a la izquierda. Cuando F es invertible, estas
descomposiciones son unicas y ademds Q; = Q5.
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Mas precisamente, usaremos el corolario que sigue:

Corolario Dado F € Lin, existen un tensor simétrico U y una rotacion
R tales que F = R, U, lo que se llama una descomposicion polar de F a
la derecha. Andlogamente, existen un tensor simétrico V y una rotacion
Ry tales que F = VR, lo que se llama una descomposicion polar de F a
la izquierda. Cuando F es invertible, estas descomposiciones son dnicas,
U y V son definidas (positivas si det F > 0, negativas si detF < 0), y
ademds R1 = Ras.

Demostracion. Sea F = QU, con Q € Orth y U simétrico y semidefi-
nido positivo, una descomposicién polar a la derecha dada por el teorema
anterior. Entonces, como (det Q)% = 1,

F = ((det Q)Q)((det Q)U) (319)

es una descomposion con (det Q)Q € Orth™ y (det Q)U € Sym.
El caso de la descomposicién polar a la izquierda se resuelve de forma
analoga. O

Probamos ahora el teorema de Da Silva. Definamos, para F € Lin,
G(F) = / r® (Fs(n)) dA —I—/ r® (Fb) dv. (320)
BBf, Bf,
Puesto que d ® (Sf) = (d @ £)S” para todo par de vectores d y f y para
todo tensor S (ver ejercicio 1.6),
G(F) = GF" para todo F € Lin. (321)

Sea G(I) = VR, con V € Sym y R € Orth™, una descomposicién polar a
la izquierda de G(I). Veremos que

/ r x Rs(n) dA +/ r x RbdV =0. (322)
B By

Notemos en primer lugar que, por (321), G(R) = G(I)RT =V € Sym.
Entonces, si u es un vector cualquiera,

(/ ers(n)dA+/ erde)xu:
0B, B,

[(GR)T -~ GR)]u=0, (323)
lo que prueba (322).
Para probar que
/ (R”r) x s(n) dA + / RTr)xbdV =0 (324)
OB B

se procede de modo anélogo, teniendo en cuenta que RTG(I) =R'VR ¢
Sym. La identidad (324) significa que es posible someter el cuerpo a una
rotacion tal que el momento total ejercido por las cargas superficiales y
volimicas se anula. ]
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15.

Nota Acerca del ejercicio 8, el lector puede consultar también [7, sec.
7.8]. Para ver que el movimiento provocado por una rotacion en R? es un
giro en torno a un eje puede consultarse [3, cap. 8J.

. Supongamos que en un instante ¢ la traccion superficial se anula en la fron-

tera 0B;. Probar que, en cualquier punto x € 9B;, el vector de tensiones
(la densidad superficial de fuerza por unidad de drea) sobre cualquier plano
perpendicular a 9B, es tangente a la frontera.

SOLUCION. Sea n la normal exterior unitaria en 9B;. Sabemos que
T(x,t)n =s(n,x,t) =0 Vx € b, (325)

Sea ahora k un vector unitario tangente a dB; en x € 9B;. Tenemos
que demostrar que T(x,t)k es tangente a 0B, o, equivalentemente, que
n- T(x,t)k = 0, lo que se cumple en virtud de (325) y de la simetria de
T:

n-T(x,{)k = T(x,t)n-k =0. (326)

CONSECUENCIAS DE LA CONSERVACION DEL MOMEN-
TO

. Consideremos una situacién estatica en la cual un cuerpo acotado ocupa

la region By en todo instante. Sean b : By — V y T : By — Sym, con T
regular, tales que
divT +b =0.

Definamos el tensor de tensiones medio T mediante la igualdad

vol(Bo)T = T dV.
Bo

Se pide:

a) (Teorema de Signorini) Probar el teorema de Signorini: T est com-
pletamente determinado por la traccién superficial Tn y las fuerzas
volimicas b del modo siguiente:

vol(By)T = /

(Tn®r) dA+/ b®r dV.
9By

Bo

S1 Supongamos que b = 0 y que 0By
n consiste en dos superficies cerradas Sg
y 81, con §1 rodeando a Sy, como
By So se muestra en la figura. Supongamos
n ademads que sobre Sy y S1 actian pre-
siones uniformes my y mp; es decir:
s(n) = —mon en Sy y s(n) = —mn
en 81, con my y m; constantes.
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Demuéstrese que T es una presion de magnitud

T1V1 — Vo
)

U1 — Vo
donde vg y v1 son, respectivamente, los voliimenes encerrados por Sy

y Si1.

SOLUCION. Recordemos las identidades (ver ejercicio 5.1)

/ ven dA:/ Vv dV, (327)
R R
/ (Sn) @ v dA = / (divS) ® v + S(Vv)T] aV. (328)
R R
a) Usando (328) y teniendo en cuenta que divT +b =0,

/ (Tn®r) dA+/ b@rdV =
850 BO

/ [(divT) ®@r+ T] dV+/ b@rdV =
Bo BO

/(divT+b)®rdV+/ T dV =
Bo BO

/ T dV = VOl(Bo)T, (329)
Bo

como queriamos demostrar.

b) Sea Vj la regién encerrada por Sp y sea Vi la regién encerrada por
S1. Con estas notaciones, tenemos vy = vol(Vp), v1 = vol(V4), y
vol(By) = v1 — vp.

Si e es la normal unitaria exterior a By, es claro que

e=n enS, (330)
e=-n enSo. (331)

Entonces, como b = 0, se tiene en virtud del teorema de Signorini,

Vol(Bo)T:/ (Te)@r dA =
8Bo
/ (Te) ®rdA+/ (Te)®@r dA =
So Sl
/ (Tn) ®rdA+/(Tn)®rdA:
S S1
/s ®rdA+/ s(n) ®r dA =
So Sl

/ Ton®r dA — / mner dA =
So S1

o /SO( T dA — /Sl(r ®n)’ dA. (332)

(=]
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Y usando (327) se obtiene de (332) que
VOI(B())T = (71'01)0 - 71'1’[)1) I, (333)

0, lo que es lo mismo,

T—— (Lh — ”0”°> I, (334)
V1 — Vo

como se queria probar. [ |

2. Sea R un volumen de control en un instante . Demuéstrese que se cumple,
en ese instante, la igualdad

/ rxs(n)dA+/r><de=
R R

4 rxvpdV—l—/ r x (pv)v-n dA.
dt Jr oR

SOLUCION. Puesto que divT + b = pv (ecuacién del movimiento) , se
tiene

/rx dideV+/r><de:/r><p\'de. (335)
R R R

I I, I3

El ejercicio esta resuelto si demostramos

I, = / r x s(n) dA, (336)
OR
I; = 4 r x vp dV +/ r x (pv)v-n dA. (337)
dt oR

Para probar (336), veremos que, para todo u € V,

Il><u—</8Rr><s(n) dA>><u, (338)

usando para ello el hecho de que a x b es el vector axial del tensor anti-
simétrico b ® a — a ® b. (También puede probarse (336) usando coorde-
nadas.) En efecto,

leu:/(divT@)r)udV—/(r@ divT)u dV =
R R

/ (r-u)divT dV — / u- divT)r av &

/le r-u)T] dV — /le [r ® Tu] dV =

/ (r-u)Tn dA — / (Tu-n)r dA, (339)
OR OR
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mientras que

(/Emrxs(n)dA)Xu:(/(mrx(Tn)d/QXu:

/8R(Tn®r)u dA—/ (r® Tn)u dA =

IR
_ n-u)r dA &
An(r -u)Tn dA /BR(T )r dA
/ (r-u)Tn dA — / (Tu-n)r dA. (340)
OR OR

(En las igualdades marcadas con (x) se ha usado la simetria de T.)

Para probar (337), notemos que de la igualdad (ver [2, p. 109])
pv = (pv)' + div (v ® pv) (341)

y del hecho de que r' = 0 se deduce

Is:i/rXVpdV‘F/ r x div(v ® pv) dV, (342)
dt R R

y por ultimo se demuestra que

/ rx div(vepv) dV = / r x (pv)v-n dA, (343)
R R

razonando como en la prueba de (336). [ |

. Probar la siguiente version del teorema de la potencia consumida para un

volumen de control R:

/ s(n)-vdA—l—/b-vde
R R

2 2
/T-DdV+i/v—pdV+/ P¥_ (v . n) dA.
R dt Jr 2 orR 2

SoLUCION. Recordemos que D (el estiramiento) es la parte simétrica de
L = gradv. Como T € Sym, se cumple (ver ejercicio 1.10) T-L =T -D.
Recordemos también la ecuaciéon del movimiento

divT + b = pv. (344)

De la igualdad
/ s(n) v dA = Tn v dA= Tv-ndA=
OR OR IR

/ div (Tv) dV:/(T-L—I-V-divT) av =
R R

/T-DdV—f—/v-(px'r—b)dV (345)
R R
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se deduce

/ s(n)~vdA+/b'vdV:/T~DdV+/p\'f~vdV. (346)
R R R R

Ahora veremos que

d 2 2
/pv-vdvz— v—pdV+/ Y (v-n)dA, (347

lo que completa la demostracion.

Para probar (347) notemos en primer lugar que

pV2 v2 . . ’
/ —((v-n)dA= | —div(pv)dV+ [ pv-vdV — [ pv-v' dV,
OR 2 R 2 R R

(348)
En efecto, de la identidad (ver [2, p. 73])
v2
v =v' + grad (7> + (rotv) x v (349)
se deduce
v2
pv - grad (7> =pv-v—pv-V, (350)
y entonces resulta
2 2
/ ﬂ(v~n) dA:/ div {v—(pv)} dv =
or 2 R 2
v2 v2
/ —div (pv) dV+/ pv - grad <—> dv =
R 2 R 2
2
/ V—div(pv) dV—i—/pv'\'/dV—/pv'V'dV. (351)
R 2 R R

Por otro lado, como p’ + div (pv) = 0 (teorema local de conservacién de
la masa o ecuacién de continuidad),

d v v\’
L= [ (L) -
it Jo 2" L\ 27
V2
/(v'-v)pdV+/ —p dV =
R R 2
V2
/ v dV — / Y~ div (pv) dV. (352)
R R 2

Sumando (348) y (352) se obtiene (347). [ |
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Capitulo VI

Leyes constitutivas. Fluidos
Nno VisSCcosos

16.

LEYES CONSTITUTIVAS

. Consideremos un cuerpo material (B, p,C), donde C es la clase constitutiva.

En lo sucesivo nos referiremos al cuerpo material con la notacién abreviada
B. Una restriccion simple para B es una funcién

v:Lint - R
tal que cada proceso dindmico (x, T) € C satisface
V(F) =0, (353)

donde F = Vx. Si, para un movimiento x, se cumple (353), se dice que el
movimiento es consistente con la restriccién (353). Andlogamente, se dice
que F: R — Lin" es consistente con la restriccién (353) si v(F) = 0.

Para estos materiales se establece normalmente el siguiente axioma de
restricciones: la tensién queda determinada por el movimiento salvo por
una tensién N que realiza un trabajo nulo, i. e. N - D = 0, en cualquier
movimiento consistente con la restriccién (353). (La velocidad a la que una
tension N realiza trabajo viene dada por N-D, donde D es el estiramiento.
El producto N - D es la potencia debida a las tensiones (“stress power”)
por unidad de volumen (ver [2, p. 111]).)

Vamos a precisar esta idea. Sea D el conjunto de todos los posibles esti-
ramientos; o sea, D es el conjunto de todos los tensores D con la siguiente
propiedad: para alguna funcién F : R — Lint de clase C? consistente con
(353), D es la parte simétrica de L = F(¢)(F(t))~! para algin tiempo fijo
t. Sea R el ortogonal de D en Sym, es decir,

R:DL:{NESym: N D =0 para todo D € D}.

Entonces el axioma de restricciones puede enunciarse de la siguiente ma-
nera: si (x, T) € C, entonces (x, T+ N) € C cuando N(x,t) € R para todo
(x,t) € T, donde 7 es la trayectoria de x. A R se le llama el espacio de
reaccion.

91
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Un material incompresible puede definirse por medio de la restriccién sim-
ple

v(F)=detF — 1.
Pruébese que en este caso el correspondiente espacio de reaccién es el
conjunto de todos los tensores de la forma —7l, con 7 € R; es decir,
la tensién queda determinada por el movimiento salvo por un campo de

presiones arbitrario. Probar también que las leyes o hipdtesis constitutivas
de un fluido ideal son consistentes con el axioma de restricciones.

SOLUCION. Tenemos y(F) = det F—1 para todo F € Lin™. Las definiciones
de D y de R son

1 .
D={DecSym: D= 5(L +L%), con L = F(t)(F(t))~! para
algtin t, siendo F: R — Lin™ de clase C? tal que 7(F) = 0}. (354)

R=D"={NecSym: N-D=0 VD eD}. (355)

Tenemos que demostrar la igualdad
R={-nl: meR} (356)
Para probar (356) veremos en primer lugar que
D={De€Sym: trD=0}. (357)

Si D € D, entonces D es la parte simétrica de F(to)(F(to))~", siendo F
una funcién de R en Lin™ de clase C? tal que det(F(t)) = 1 para todo t.
Entonces

%[det(F(t))} = det(F(1)) tr [F(t)(F(t)) '] =0, (358)
de donde
det(F(tp))trD = 0, (359)

y por lo tanto trD = 0. Reciprocamente, si D € Sym es tal que trD = 0,
elijanse primero L = D y luego F(t) la tinica solucién del problema de
Cauchy

F(t) = LF(t),
{ FEO)) =1 (360)

Es decir, F(t) = e't'. Obviamente F es de clase C*. Para ver que D € D
solamente falta demostrar que det F(¢t) = 1 para todo t € R, lo cual se
sigue de la igualdad detF(t) = "L (ver p. ej. [9]), ya que trL = 0.
Esto completa la prueba de (357).

Ahora podemos demostrar (356). Sea N € R; es decir, N € Sym tal que
N -D = 0 para todo D € D. Veremos que N = —7I, con 7 = —%trN.
Para ello nétese que Ng = N + 71l € D en virtud de (357), con lo cual
N-Nog=0y

INo|? = No-Ng=N-Ny+rtrNg = 0. (361)
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Entonces Ng = 0 o, equivalentemente, N = —nxl. Reciprocamente, si
N = —nl con 7 € R, entonces N € R, yaque N € Symy N-D =
—7I-D = —7trD = 0 si D € D, en virtud de (357). Esto completa la
prueba de (356).

Por ltimo vamos a ver que las leyes constitutivas de un fluido ideal son
consistentes con el axioma de restricciones. Para un fluido ideal la clase
constitutiva C es el conjunto de todos los procesos dindmicos isocoricos y
eulerianos . Sea (x, —7I) € C, y sea N tal que N(x,t) € R para todo (x,t)
en la trayectoria de x. Tenemos que demostrar que (x,—7I 4+ N) € C. Es
evidente que (x, —7I+N) es isocérico, porque en esto interviene solamente
el movimiento x; también es euleriano, porque al ser el fluido ideal un
material incompresible, se tiene por (356) que N = —71I, y por lo tanto
—7mI+ N =—(r+7)L |

17. FLUIDOS IDEALES

1. Probar que en el flujo de un fluido ideal la potencia debida a las tensiones
(“stress power”) es cero.

SOLUCION. Probaremos que T-D = 0, donde T es el tensor de tensiones de
Cauchy y D es el estiramiento, esto es, la parte simétrica de L = gradv.

Para un fluido ideal, T = —#I y divv = 0, con lo que
T -D=—-7trD=—ntrL=—ndivv=0. (362)

2. Consideremos el flujo de un fluido ideal acotado sometido a una fuerza
volimica conservativa, y supongamos que, para cada t y cada x € 0By,
v(x,t) es tangente a B;. Probar que

d 2
il AV —
dt/&v V=0,

de modo que la energia cinética es constante.

SOLUCION. Para un fluido ideal,

p = po es constante, T = —~7I, divv = 0. (363)
Ademads, suponemos
b
— = —gradf (364)
Po
Yy
v.-n=0 en dB,. (365)
Segun el teorema de la potencia consumida,
d v
sm)-vdA+ [ b-vdV= | T-DdV+— —p dV. (366)
8Bf, Bt Bt dt Bt 2

Il I2 I3
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Probaremos que I; = I, = I3 = 0.

11:/ (Tn)~VdA:—/ m™m-v dA =0, (367)
OB OB

I, = —po/B (gradf) -v dV = —po/B div (8v) dV =

—po Ov-ndA=0, (368)
OB,

y por ultimo I3 = 0, en virtud del ejercicio 1. [ |

3. Cambiamos enunciado. Probar que si x representa un movimiento de un
fluido ideal sometido a la accién de fuerzas volimicas conservativas, en-
1 T
tonces FF™~ es simétrico.

SOLUCION. La ecuacién del movimiento para un fluido ideal es
—gradm + b = pgv. (369)

Si la fuerza volimica es conservativa, se cumple
) m
v = —grad (— + b’) , (370)
Po

donde (3 es el potencial del cual deriva b/pg.

Como Vv es de clase C!, se sigue de (370) que plo + 3 es de clase C? en x,
y por lo tanto

gradv = — grad grad (% + [3) (371)

es simétrico. Entonces la igualdad (ver [2, p. 63])
F = (gradv),,F (372)
implica que FF~! es simétrico. [ |

4. Consideremos un flujo estacionario e irrotacional de un fluido ideal en
torno a un obstdculo R, como se muestra en la figura.

Es decir, R es una regién regular acotada cuyo interior estd fuera de la
region de flujo By, y cuya frontera es un subconjunto de 9By. Supongamos
que la fuerza volimica b es cero. Probar que, en tal caso, la fuerza total
que ejerce el fluido sobre R es igual a

Po vZn dA.
oR

SoLUCION. El teorema de Bernoulli para un fluido ideal en flujo esta-
cionario e irrotacional sometido a la accién de fuerzas volimicas conser-
vativas (en este caso b = 0, y por lo tanto puede elegirse el potencial 3
igual a 0) nos dice que

= %v2 + K, (373)
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— B,

Figura VI.1: Flujo en torno al obstaculo R.

con K constante. La fuerza total ejercida por el fluido sobre R es

/ s(n) dA = TndA:/ —7mn dA =
OR OR OR

/ (@VZ’ + K) ndA = @/ v2n dA, (374)
or \ 2 2 Jor

ya que, por el teorema de la divergencia,

/ ndA = / gradl dV = 0. (375)
R R

18. FLUJO ESTACIONARIO, PLANO EIRROTACIONAL DE UN
FLUIDO IDEAL

1. Cambiamos enunciado. Demostrar que el potencial complejo
w(z) = —C e ™ (C#£0, £>0)

representa el flujo plano en torno a una regién en forma de pico de dngulo
2a, con
o

B+1

Figura VI.2: Flujo en torno a la ctspide.

Determinense, si existen, los puntos de estancamiento.



96

CAPITULO VI. LEYES CONSTITUTIVAS. FLUIDOS NO VISCOSOS

SoLUCION. Notemos en primer lugar que a € (0, ), porque 3 > 0. En-
tonces, en coordenadas polares (r,6), las paredes del obstaculo son las
semirrectas 0 = a y 0 = 21 — a.

La velocidad del fluido es tangente a las paredes del obstaculo, de modo
que w representa el flujo si las paredes son lineas de corriente.

La ecuacién de las lineas de corriente es
1) = constante, (376)

donde 7 es la parte imaginaria del potencial complejo w, lo que se llama la
funcién de corriente. Para determinar la funcién de corriente, es cémodo
expresar el potencial complejo en coordenadas polares:

w(r, ) = —C pPHigl-mo+oE+1] (377)
de donde se deduce que
Y(r,0) = —C P sen[—n3 + 6(3 + 1)]. (378)

Entonces las paredes 8 = o y 6 = 2w — « son lineas de corriente, ya que
sobre ellas 1 vale 0. También es una linea de corriente § = m, por la misma
razén. Si 8 > 1, hay més semirrectas que parten del origen sobre las que
1 = 0, pero todas estdn dentro del obstaculo.

(Nétese que para que una semirrecta que parte del origen sea una linea de
corriente, es necesario y suficiente que v valga 0 sobre la semirrecta.)

Los puntos de estancamiento son las soluciones de
9() =0, (379)
donde g = dw/dz es la velocidad compleja. Puesto que
g(z) = —C(B+1)e ™88 (380)

y 8> 0, el inico punto de estancamiento es z = 0.

El razonamiento que sigue prueba que si C' es negativa la direccién del
flujo es de izquierda a derecha, contra la cuspide, como en la figura. De
(380) se concluye que la primera componente de la velocidad, expresada
es coordenadas polares, es

vi(r,0) = —C(3 + 1)r° cos[B(0 — 7)), (381)

ya que vy es la parte real de g. Entonces, sobre la semirrecta 6 = m,
vi(r,m) = —C(B 4 1)r°, (382)
que es positiva si C' < 0. [ |

Nota Puede comprobarse que, si en el ejercicio 1 tomamos 3 € (—1,0),
entonces la unica linea de corriente que parte del origen es @ = w. Por otra
parte, es claro que para esos valores de B no hay puntos de estancamiento.

Si 8 =0, hay dos semirrectas que parten del origen y que son lineas de co-
rriente: 0 = 0 y 8 = w. Tampoco hay en este caso puntos de estancamiento.
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2. Representar las lineas de corriente del potencial complejo

donde C' es una constante real no nula, y demostrar que el médulo de la
velocidad es proporcional a la distancia al origen.

SoLucION. El potencial es el caso particular 3 = 1 del ejercicio 1. Entonces
la velocidad compleja es

g(z) =2Cz (383)
y el médulo 2|Cz| es proporcional a la distancia al origen |z|.

Las lineas de corriente se determinan con facilidad utilizando coordenadas
cartesianas. La funcién de corriente es

Y(w1,22) = 2CT 129, (384)
asi que las lineas de corriente son las rectas 1 = 0, x5 = 0, y las hipérbolas
r1r9 = K, con K una constante no nula. [ |

10
5
0
-5
= -5 0 5 10

Figura VI.3: Lineas de corriente (ejercicio 2).

10

VNN EEER SN
V7.7 7 7 NN NN
77 7 /7 / t N NN N
o—— - - - - e —
M ™S N N\ |/ S
PN N NN S
NN LY
0 0

-5 5 10

L

Figura VI.4: Campo de velocidades para C' negativa (ejercicio 2).



98

CAPITULO VI. LEYES CONSTITUTIVAS. FLUIDOS NO VISCOSOS

. Cambiamos enunciado. Consideremos un flujo plano, estacionario e irrota-

cional de un fluido ideal. Sea c esencialmente un segmento de una linea
de corriente tal que

C(O) = (xAvyA)v C(l) = (xBayB)'

Sea g la presiéon en un punto en el que la velocidad es vg. Probar que, si
no hay fuerzas volumicas, la fuerza sobre ¢ viene dada por

(€)= ifa(e) = = (0 + 258 )l ) it — )]+ 22 [ g7 e

SOLUCION. La fuerza ejercida sobre ¢ viene dada por

1
f(c) = — /0 (c(0))k(o) do, (385)

donde f= (f1, f2) y k = (¢2,—¢1) es el vector normal a c.

En ausencia de fuerzas volimicas, para un fluido ideal en flujo estacionario
e irrotacional se tiene (teorema de Bernoulli)

pov?
2

con C constante. Las identidades (385) y (386) implican

Y[ pov? po [! !
f(c):/ ( 5 —C>kda—7 v2kda—C/kda, (387)
0 0 0

de donde se obtienen las igualdades

T+

=C, (386)

1 1
fi(c) = ”_20 / v2ey do — C / ¢y do, (388)
0 0

1 1
fac) = _% v2éy do +C / ¢ do, (389)
0 0

que a su vez implican

1 1

fl(c)—ifg(c):p—;/o V2 (&g + ié1) da—C/O (6 +ié1) do =
. 1
i

A vZ(é — i¢o) do — Cl(yp —ya) +i(zp —xa)]. (390)

Ademads, puesto que g es la presién en un punto en el que la velocidad es
Vo, se tiene en virtud de (386) que

2
C:wo+p0—2"°, (391)

y (390) queda

fi(e) —ifa(c) = — (7To + p02v(2)> [((yg —ya) +i(zp —xa)] +

. 1
% V2(é1 —its) do.  (392)
0
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Ahora solo falta comprobar que

1
/ v23(&y —ito) do = /92 dz. (393)
0 c

Notemos que, por ser c¢ esencialmente un segmento de una linea de co-
rriente, la velocidad del fluido es tangente a c; es decir, v-k = 0 o,
equivalentemente, para todo o € [0, 1],

01(e(0))é2(0) = va(c(0))éa (o). (304)

Entonces se satisface la igualdad (sencillamente, hdganse las operaciones)

[V(c(0)))?(é1(0) —ica(0)) = [v1(c(0)) —iva(c(0))]*(¢1(0) +ic2(a)), (395)
de donde

1 1
/ o ds = / (01 — i02)2(é1 + i6s) dor = / V261 —its) do, (396)
c 0 0

lo que prueba (393). [ |

19. FLUIDOS ELASTICOS

1. Un gas ideal es un fluido eldstico definido por una ley constitutiva de la
forma

=N\, (397)

donde A > 0y v > 1 son constantes reales. (Nétese que un gas ideal no es
un fluido ideal.) Hablando con mds precisién, la ecuacién (397) represen-
ta el comportamiento isentrépico de un gas ideal con calores especificos
constantes. Se pide:

a) Probar que la velocidad del sonido K = K(p) viene dada por

k=1
p

b) Para fluidos eldsticos se cumple que, si el flujo es potencial (v =
grad ), estacionario e irrotacional, se puede expresar p, y por lo
tanto K (p), como funcién de grady. En ese caso expresamos la ve-
locidad del sonido con la notacién K = K (grad o). Probar que, si no
hay fuerzas volumicas (b = 0), se tiene

2

K*(gradgp) = 1o—(v® — |grad o]?),

donde v es una constante y v viene de la ecuacién (397).

SOLUCION. Recordemos que, por definicién, la velocidad del sonido es la
raiz cuadrada de la derivada de la presién con respecto a la densidad.
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a) Como m= \p? y K%(p) = dr/dp,

o7
K2(p) = At = = 1 (398)
p P
COmo queriamos ver.
b) Si definimos
14 K2
0.0 = [ ) g, (399)

*

donde p, > 0 es un valor arbitrario de la densidad, sabemos que
(teorema de Bernoulli para fluidos eldsticos)

|grad p|?

B + €p. (P) = Cp*a (400)

con C,, constante, ya que el flujo es potencial, estacionario, irrota-
cional, y no hay fuerzas volimicas. Por lo tanto se tiene, despejando
p de (400),

2
K(gradp) =K (5;*1 (Cp* - @)) . (401)

Elijamos p, = 1 y llamemos € a ¢1 y C' a (1. Como se vio en la
demostracién del apartado (a),

K*(p) = Mp" 1, (402)
asi que, en virtud de (399),

2T [t (403)

y por lo tanto

e X)) = (1 + VA—;lX> o (404)

Las relaciones (401), (402) y (404) implican que

) e -1 _|grad<,0|2 T _
K*(gradp) = K ({1—1——/\7 (C — =

_ 2
M[Hv_l(C_Mﬂ _
Ay

2
Ay | grad |
-1)|——+C——=—"—|. (405
(-1 [ o - B o)
Notemos que ahora el ejercicio esta resuelto si probamos que
A
Lo, (406)
v—1
ya que en ese caso podemos elegir una constante v tal que
A 2
o= (407)

v—1 2
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Usando (400) y (403), resulta

Ay lgradgl* Ay
2 Lo= 1> 408
1t ;. to i >0 (408)

como queriamos probar. [ |

2. Consideremos el gas ideal (397) en equilibrio (v = 0) sometido a la accién
de la fuerza de la gravedad

b = —pges,
donde g es la constante de la gravedad. Supongamos que
m(x) = 7 = constante en los x con x3 = 0.

Determinese la distribucion de la presién en funcion de la altura zs.

SOLUCION. La ecuacién del movimiento es
—gradm + b = pv. (409)

Siv=0yb=—pges tenemos

—gradm — pges = 0, (410)
es decir,
on
- = 411
5z~ O (411)
on
- = 412
e (12)
on
—0 41
9, TPI=0 (413)

De (411) y (412) deducimos que m(x1, z2,23) = m(x3). Entonces, como

1
s

=3’ o

en virtud de (397), resulta que m(x3) es la solucién del problema de Cauchy

T (E)

drs A (415)
7(0) = .
Resolviendo (415) se obtiene
T
=1 -1 e
W(l‘g) = |‘7T'OW — i T gx3] . (416)
YAY

Inmediatamente, se observa en (416) que la presién aumenta con la pro-
fundidad. u
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3. Probar que para un fluido eldstico la potencia debida a las tensiones
(“stress power”) de una parte P en el instante ¢ es

/ T~DdV:—/ mop dV,
Pt Pt

donde

v =—

p

es el volumen especifico (i. e., el volumen por unidad de masa).

SoLucION. El resultado es cierto para cualquier fluido euleriano; es decir,
para cualquier fluido cuyo tensor de tensiones sea T = —7I. En efecto, en
ese caso,

T -D=—-7l-D=—-ntrD = —ndivv, (417)

yva que D es la parte simétrica de L = gradv y por lo tanto trD =
tr (gradv) = divv.

De (417) y de la ecuacién de continuidad

p+pdivv =0 (418)
se deduce que )
T -D=r’. (419)
p
Por otro lado
. 1\* p
—mop=—7|—-) p=m=-. (420)
P p

Claramente, (419) y (420) implican

/ T-Dde—/ wop dV, (421)
Pt Pt

como queriamos demostrar. [ |
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