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Problema 1. (3 puntos). Sea f: Rt — R una funcién continua y estrictamente creciente.
Demuestra que las dos condiciones siguientes son equivalentes:
(1) Si f(z) € Z, entonces x € Z.

(id) Lf(z)] = f(lz]), Vo € RY.

Problema 2. (4 puntos). Sean a; < ag < ... < a,, enteros positivos impares.
Demuestra que,
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Aqui [a1, a9, ..., a;] es el minimo comin multiplo de los numeros ay, ag, ..., a;.

Problema 3. (4 puntos). Los numeros reales positivos a,b y ¢ cumplen con la condicién de que
ab + ac + bc < 3abc. Demuestra que,

A+ +S>a+b+e.

Problema 4. (5 puntos). Sea G un grupo donde todo elemento = € G, con x # 1, tiene orden p.
Muestra que si en cualquier subconjunto A de G con p? — 1 elementos, hay p de ellos que conmutan
dos a dos, entonces G es un grupo Abeliano.

Problema 5. (5 puntos). Encuentra todas las funciones f: R — R que satisfacen:

flz+yf(x)+ fly— f(z)) =22 f(y), para todos los nimeros reales z, y.

Problema 6. (7 puntos). Para un entero positivo n, un acomodo n-bicoloreado consiste de 3
tridngulos rojos y n triangulos azules que satisfacen las siguientes condiciones:

e No existe una recta que pase por los tres tridngulos rojos.

e Cada tridangulo rojo y cada triangulo azul se intersectan.
Determina el menor valor de k para el cual para cualquier acomodo n-bicoloreado se puedan en-
contrar k puntos del plano que toquen a todos los tridngulos azules del acomodo.



Problema 7. (7 puntos). (a) Sea K un entero positivo y sea f(z) un polinomio real distinto de cero
que no tiene raices complejas en el dominio definido por la condicién angular [argz| < 57-.Demuestra
que existe un polinomio real diferente de cero g(z) tal que los coeficientes de g(x) sean todos no
negativos, que f(z) divida a g(z) y grado g < K - grado f.

(b) Construye para todo entero positivo K un polinomio real distinto de cero f(x) que no tenga
raices complejas en el dominio definido por la condicién angular |argz| < 55 y que satisfaga la
propiedad que todo polinomio diferente de cero g(x) que es divisible entre f(z), que tenga solamente

coeficientes no negativos, y también cumpla que grado g > K - grado f.



