NOTAS PARA UN CURSO DE

TEORIA DE GALOIS

Nieves Rodriguez Gonzélez Purificacion Lopez Lopez
Emilio Villanueva Névoa

2021



11



Indice general

. Complementos de teoria de grupos|

[1.2. Grupos finitos. Teoremas de Sylow| . . . . . .. ... ... .. ... ...
[1.3. El grupo simétrico. Grupos resolubles|. . . . . . . .. ... ... .. ...
[1.4. Ejercicios| . . . . . . . . . .

. Complementos de teoria de anillos|

[2.4. Factorizacion de polinomios| . . . . . . . ... oo
[2.5. Ejercicios| . . . . . ...

. Extensiones de cuerpos|

|3.2. Extensiones algebraicas . . . . . ... ... L.
[3.3. Construcciones con regla y compas| . . . . . . . .. ... ... ... ...
[3.4. Ejercicios| . . . . . ...

. Extensiones separables y normales|

4.1. Extension de encajes| . . . . . . . . . ...
[4.2. Cuerpos de esciSiOn| . . . . . . . . . . ...
4.3. Clausura algebraica de un cuerpol . . . . . . . . . . ... ... ... ...
4.4. Separabilidad| . . . .. ... oo
4.5. Teorema del elemento primitivo| . . . . . . . ... ... ... ...
4.6, Fxtensiones normales. Clausura normall . . .. ... ... ... ... ..
[4.7. Ejercicios| . . . . ...

[5.3. Cuerpos finitos. Raices de la umidad| . . . . .. ... ... ... ... ..
|5.4. Resolubilidad por radicales| . . . .. ... ... ... ... ........
[5.5. La ecuacion general de gradon| . . . . ... .. ... L.




v INDICE GENERAL

5.6. Ejercicios| . . . . . ... 187

. Complementos 191
6. C | |

|6.1. Constructibilidad de poligonos regulares. Teorema de Gauss-Wantzel| . . 191

6.2, La trascendenciade s . . . ... ... ... ... ... ... ... ... 194

[Indicaciones para los ejercicios| 201




Proélogo

Salvo en lo concerniente a resolubilidad en caracteristica positiva, el material utili-
zado para la elaboracién de este manual esta constituido esencialmente por las notas de
clase utilizadas por los autores en los ultimos anos para el desarrollo de la docencia de
la asignatura Algebra de la Licenciatura en Matematicas de la USC. El objetivo final de
la materia es la obtencién del Gran Teorema de Galois sobre resolubilidad por radicales
de ecuaciones algebraicas, y con estas notas se pretende facilitar el acceso al contenido
del curso. Para seguirlo es muy recomendable haber cursado previamente una materia
introductoria de Algebra en la que hayan sido tratados con el detalle necesario gran
parte de los topicos fundamentales contemplados sucintamente en el Capitulo 2, y cuya
presencia en este manual se justifica por la intencién de los autores de facilitar la lectura
del mismo.

La deficitaria formacién algebraica de los alumnos en temas de naturaleza méas ele-
mental hace imprescindible iniciar el curso con un estudio de grupos finitos que incluya
la teoria de Sylow, algunos detalles sobre los grupos de permutaciones y la resolubibili-
dad. En esto consiste el Capitulo 1. El tratamiento de las generalidades de las teorias de
grupos y anillos que hacemos a lo largo de los dos primeros capitulos es muy esquemé-
tico, y refleja también la recomendable actitud de brevedad necesaria en el desarrollo
docente de la materia para poder abarcar el contenido de la misma en el tiempo asigna-
do, ya que el plan de estudios confina a esta asignatura en un cuatrimestre de docencia.
Esta exigua duraciéon del curso y el tiempo que es necesario dedicar al desarrollo de
las ya mencionadas nociones béasicas constituyen el principal motivo de que el profesor
abandone pronto la idea de presentar la resolubilidad en su completa generalidad, es
decir, en caracteristica arbitraria.

También se ha pretendido que, de algiin modo, estas notas sean testimonio de lo
realizado a lo largo de los tltimos afios en la docencia de esta materia y por ello presen-
tamos por separado la resolubilidad en caracteristica cero, ya que en ninguna ocasién,
durante el periodo de referencia, ha habido la opcién de desarrollarla en caracteristica
positiva. No obstante, alguna vez y de modo esporéddico, ha sido posible esbozar un
estudio de separabilidad en caracteristica p y el mencionado caracter testimonial nos ha
llevado a incluir ese material por la enorme importancia que tienen las peculiaridades de
dicha teorfa para la formaciéon de un matematico. Una vez hecho esto, la resolubilidad
en caracteristica positiva se obtiene con un pequeno esfuerzo adicional y ésta es la razén
por la que, finalmente, se ha decidido incluirla con el quizd desmesurado optimismo de
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que alguna vez sea posible incorporarla al curso, lo que sin duda no seria utépico en
una materia con docencia anual.

No hemos sabido resistir la tentaciéon de completar el manual con los métodos de
resoluciéon de las ecuaciones de tercer y cuarto grado obtenidos a partir de la teoria
general, y de anadir ademas un apéndice dedicado a una prueba relativamente sencilla
de la trascendencia de m (seccion 6.2) que completa el estudio del probLema de la
cuadratura del circulo ya tratado en el capitulo 2.

Quien esté interesado solamente en la version en caracteristica cero puede pasar di-
rectamente del corolario al Lema[£.53] y en el parrafo de resolubilidad por radicales
puede omitir todas las referencias al caso de caracteristica positiva, finalizando la teoria
con el Teorema de Abel . Por coherencia, el estudio sobre la resolubilidad de la
ecuacion general de grado n se vera entonces restringido al caso de caracteristica nula.

Cada capitulo termina con una coleccién de ejercicios y al final del texto hay una
secciéon con indicaciones para resolverlos. La bibliografia contiene algunos de los libros
cuyo estilo nos ha parecido méas proximo al tratamiento que se hace de la materia en
este manual. Los autores no son ajenos a la opiniéon de que una formacién matemética
idonea es connatural con la consulta y estudio de los excelentes libros existentes, tanto
en ésta como en otras materias, y recomiendan el uso de los mismos al abordar los temas
tratados y la resoluciéon de los probLema s alli propuestos.

Estas notas, que nacieron con vocaciéon de ser una referencia sobre las exigencias
minimas sobre el contenido de un curso cuatrimestral -objetivo estrictamente cubierto,
como se ha dicho, con lo relativo a caracteristica cero- han sido finalmente completadas
hasta lo que se puede considerar una declaracién de principios sobre lo que los autores
estiman imprescindible para un curso obligatorio de Algebra, dedicado a Teoria de
Galois, en una Titulacion Superior de Matematicas.



Capitulo 1

Complementos de teoria de grupos

El Teorema fundamental de teoria de Galois establece un antiisomorfismo de re-
ticulos entre el de subgrupos de un grupo de automorfismos de un cuerpo y el de
subextensiones de la formada por este cuerpo y el subcuerpo fijo de dicho grupo. Esta
biyeccion es usada sistematicamente para la obtencion del gran Teorema de Galois sobre
la resolubilidad por radicales de una ecuacion algebraica f(X) = 0, lo que constituye
el objetivo central del curso. Esta resolubilidad quedaré establecida en términos de las
propiedades algebraicas del grupo de automorfismos del cuerpo de escisién de f sobre
su cuerpo de coeficientes. El estudio de dichas propiedades algebraicas es la motivacién
de este capitulo

1.1. Generalidades

Aunque los conocimientos basicos necesarios forman parte del contenido de asigna-
turas de Algebra previas (Algebra Lineal, Introduccion al Algebra), con objeto de dotar
a estas notas de un cierto grado de suficiencia para el seguimiento del curso y facilitar
su lectura, se dedica esta primera seccion a la exposicion sucinta (y en gran medida
informal) de las primeras cuestiones de la teoria de grupos.

Definicién 1.1. Un grupo (G, -) es un conjunto no vacio G en el que existe una opera-
cién

2 GExG—=G

que satisface las siguientes propiedades:
i) La operacion es asociativa, (z -y) -z = x - (y - 2), cualesquiera que sean x,y, z

elementos de G. Por ello, en lo sucesivo se escribira (z-y)-z = z-(y-z) = z-y-z. También,

3
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cuando ello no suponga ambigiiedad, se suprimird el - para designar la operacién, es
decir, se pondra xy en lugar de x -y, (en concordancia con ello, diremos también que G
es un grupo en lugar de (G, -) es un grupo).

ii) Existe un elemento neutro e € G. Es decir, 3 e € G | ex = zve =z, Vz € G (el

elemento neutro es tnico, pues si €’ es neutro también, se tiene e = e’ = ¢€’)

1 1 1

iii) Para cada z € G existe un 27! € G tal que zz~! = 271z = e. El elemento x~

se denomina inverso (u opuesto) de x. (Tal inverso es tnico pues si zy = e, se tiene

1

y =2 'zy = 27 'e = 27! por la propiedad asociativa).

= y=127! (ya que, por la unicidad del

v zy = y~ly = e se deduce (zy)~! =y lz~ 1

Recuérdese que si x,y € G entonces (zy)~
inverso, de y !

Se dird que un grupo G es abeliano si satisface la propiedad conmutativa, es decir,
si xy = yx, Vz,y € G. Frecuentemente se reserva para estos grupos el simbolo 4 para
denotar la operacién, el 0 para el neutro y con —z se indicara el opuesto de z.

Observacion 1.2. Si en un conjunto G estd definida una operacién asociativa, se dira

2 n)

que un elemento x € G es idempotente si 2 = zo = x. En este caso, 2" :=z--'x =z

para todo niimero natural n. Pues bien, si G es un grupo, el tnico elemento idempotente

2 1 1

de Geselneutro (z°=zx=z=x""zx =27 =e).

Definicion 1.3. Un subconjunto no vacio H de un grupo G se diré que es un subgrupo
de G si la operacion de G induce en H una estructura de grupo con el mismo elemento
neutro. Es decir,

i) ay € H,Vx,y € H.

ii)eec H

iii) 27! € H, Vo € H.

Observacion 1.4. Un subconjunto no vacio H de un grupo G es un subgrupo de G si, y

solo si, se satisface la propiedad
z,ye H=a2"1lyeH.

En efecto, si H es subgrupo de G es evidente que la condicién se cumple. Reciproca-

mente, para z € H # (), dado que x,z € H, se sigue que e = z~'x € H. Entonces para
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x € H, se tiene x,e € H y asi 7! = z7'e € H. Finalmente, para =,y € H se tiene

x~',y € H por lo ya demostrado, y entonces xy = (:U_l)_l y e H.

Si {H; | i € I} es una familia de subgrupos del grupo G entonces (| H; es también
el
subgrupo de G. En efecto, de z,y € (| H; se deduce inmediatamente z~'y € (| H; ya
iel 1€l
que, para cada i € H;, se tiene v~ 'y € H; al ser cada H; un subgrupo de G.

Con la determinacion de la naturaleza de los subgrupos de (Z, +) se inicia la teoria
de divisibilidad en Z. Si H es un tal subgrupo y si s # 0 es el menor entero positivo
que estd en H entonces H = sZ, es decir, H consiste en el conjunto de los miltiplos de
s (Sit € H, el algoritmo de Euclides proporciona enteros ¢,r con 0 < r < s tales que
t = qs + r, con lo que se obtiene r =t — gs € H ya que ¢s € H; de ello se deduce que
r = 0 por la seleccion de s.

Definicion 1.5. Si G es un grupo y « es una relaciéon binaria en G, se dird que « es

compatible por la izquierda con la operacién de G si

Ty =zx - zy,Vz € G.

De modo analogo se define relaciéon binaria en G compatible por la derecha con la
operacion de G.
Proposicion 1.6. Sea G un grupo.

i) Si H es un subgrupo de G la relacion binaria en G, g« definida por
gy lye H

es de equivalencia y compatible por la izquierda con la operacion de G. Andlogamente,
la relacion

:UmHy:<:>af:y_1€H

es de equivalencia y compatible por la derecha con la operacion del grupo. La clase de
equivalencia de cada v € G mddulo la relacion g «~ (respectivamente, la relacion )
es [z] . = xH (respectivamente, [z]_ = Hz).

1) Si es una relacion de equivalencia en G, compatible por un lado con la operacion
del grupo, entonces la clase de equivalencia, H = |e]_, del elemento neutro, e, es un
subgrupo.

iii) H,.. = H y g_ «~=w. (Andlogamente, H_.,, = H y o =).
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1

Demostracion. i) xyg ~y, 2 € G = (zx) ey = a7 27 ey =27 ly € H & 2oy « 2y.

Ademés y € [z] S ag~y & v~ 'y € H < y € xH. Para la prueba de 4i) obsérvese

16\/"37_1.%‘:6

que si x,y € H.. = [e]_, es decir, de 2 «~ e e y « e, resulta o7ty v~ 2~
por la compatibilidad por la izquierda de «~ con la operaciéon del grupo, y por tanto H..
es un subgrupo de G . Ademas, x € H,,.. & zg ~ e & x € eH = H por lo ya
demostrado. También zy_ ~y < 'ye H. e ly~eso ywx sy, con lo

que también queda demostrado iii). ]

Observacion 1.7. Designaremos con
G/H ={zH | x € G}

y con

H\G={Hz|z € G}

las particiones de G correspondientes a las anteriores relaciones de equivalencia.
Como #H = #xzH, Vr € G (la aplicacion H % 2H definida por t,(h) = zh es
biyectiva) y como G = 11 xH se tiene que #G = #H# (G/H) .

xH diferentes

De modo anélogo se obtiene #G = #H# (H \ G).
Definicién 1.8. Pondremos
(G H) = #(G/H).

y se denominaréa indice (por la izquierda) de H en G a este numero, que serd divisor

del orden de G si éste es finito.

Definicién 1.9. Si (G,) y (L, *) son grupos, una aplicacion f: G — L es un homo-
morfismo de grupos si
flzy) = f(z) = f(y), Yo,y € G.
Un homomorfismo biyectivo se llamaré isomorfismo.
Asi, un homomorfismo f: G — L es un isomorfismo si, y solo si, existe una aplicacion
inversa f~1: L — G (que resulta ser también homomorfismo de grupos). Con la notacién
L ~ G se indicard que L y G son grupos isomorfos, es decir, que existe un isomorfismo

entre ellos.
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Observacion 1.10. Si f: G — L es un homomorfismo de grupos y eq y er son los
correspondientes neutros entonces f(eq) = er (f(eq) = flegea) = fleq) * fleg) =
f(eg) = er, por , y entonces, f(z~!) = [f(x)]”", para todo = € G (e, = f(eq) =
f(zz™!) = f(x) * f(x71) y se aplica la unicidad del inverso).

También, si H es un subgrupo de G, entonces f(H) es subgrupo de L. En efecto,

p= f(h), y=f(K) con bk € H = = sy = [f(R)] "5 f(k) = fa~'y) € .

Si K es subgrupo de L, entonces f~1(K) = {z € G | f(z) € K} es subgrupo de G

ya que se verifica que:

v,y fHK) e f(x), fly) e K= [f(@)] ' fly) = fa"'y) € K

=z 'y e f7H(K))(L4).

Definiciéon 1.11. Para el homomorfismo f: G — L se definen dos subgrupos impor-
tantes:
i) Imagen de f, es el subgrupo f(G) de L y se escribira Im(f) = f(G).
ii) El micleo de f, denotado con Ker(f), se define como Ker(f) = f~*({er}).
(Obsérvese que {er} es subgrupo de L y se aplica (1.10)).

Ademaés Ker(f) es un subgrupo de G con la siguiente propiedad:
Siz e Geye Ker(f), como

Flayz™) = f(@)* f(y) « f(a™ ') = fz) xeL = [f(2)] ' =eL,

se sigue que zyr~! € Ker(f).
La importancia de esta propiedad merece distinguir con un nombre especial a los
subgrupos de un grupo que la satisfacen.

Definicién 1.12. Si G es un grupo y H es un subgrupo de G, se dice que H es sub-
grupo normal (o invariante) de G si satisface cualquiera de las propiedades equivalentes
siguientes:

i)xHz ' C H,Vz € G

ii) tHx=! = H,Vz € G

ii1) xH = Hz, Yz € G.
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La prueba de la equivalencia de las anteriores condiciones es facil.

i) = i) Si i) se satisface para todo © € G, se tiene también x~1H (x_l)_l =
" 'Hxz C H y, por tanto, x (xlex) r'=Hcaz 'Hax.

1) = 4ii) En virtud de la hipotesis, dado un z € G, Vh € H 3k € H tal que
zhax~! = k y, por tanto, zh = kz, con lo que se obtiene xH C Hz. También, usando
que  'Hx = H, se tiene que Yh € H 3k € H tal que z~'hx = k y entonces Hx C zH.

ii1) < iv) Es evidente que dos relaciones son iguales si, y solo si, determinan la
misma clase de equivalencia para cada elemento, es decir, si, y solo si, determinan la
misma particién en el conjunto donde estédn definidas.

iii) = i) Siz € Gy h € H existe un k € H tal que xh = kx y, por tanto, zhz ' = k.
Resulta asf que ztHz~! C H.

Definicion 1.13. Si GG es un grupo se define el centro de G, Zg, como el conjunto de

elementos de G que conmutan con todos los elementos de G,

Zg :={a€G|ab=ba, Vb e G}.

Es muy facil comprobar que el centro de G es un grupo abeliano, y que todo subgrupo
de Zg es normal en G.

Si G es un grupo abeliano todos sus subgrupos son normales. Por ejemplo todos los
subgrupos de (Z,+) son normales. Existen grupos en los que sucede precisamente lo
contrario:

Definicion 1.14. Se dice que un grupo G es simple si sus Unicos subgrupos normales

son {e} y el propio G. Es decir, G es simple si no tiene subgrupos normales propios.

Si H es un subgrupo de G de indice 2, entonces H es normal en G (G/H ={H,zH}
ya que (G : H) = 2, y por la misma razéon H\G = {H, Hz}; por lo tanto +H = Hz,
Ve G,puesG=HUxH=HUHzxsiz ¢ H).

Si H es subgrupo normal de G, el conjunto cociente
G/H :={zH |z € G}

adquiere estructura de grupo con la operacion (zH)(yH) := zyH, cuyo elemento neutro
es eH = H, y que la aplicacion pp: G — G/H definida por ¢y (x) = xH es homomor-
fismo de grupos al que llamaremos homomorfismo candnico de paso al cociente mddulo
H. El nucleo de ¢ es el grupo H, y es evidente la siguiente afirmacion: H es subgrupo
normal de G si, y solo si, existe un grupo L y un homomorfismo de grupos f: G — L
cuyo nucleo es H.
Se recordard que una aplicaciéon si f: G — L admite siempre una descomposicion

f=1TJsofaoh

¢ L 1L

I h INER

G/ B G
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(descomposicion canoénica) en donde v es la relacion de equivalencia en G definida por
r vy y e f(r) = f(y), y G/ «~y denota, como es habitual, el conjunto cociente, es
decir, aquél cuyos elementos son las clases de equivalencia de los de G para la relacién
v r; la aplicacion fa es la biyeccion definida por fg( [a:]mf) = f(x); y, finalmente, f3 es
la inclusion.

Supongamos ahora que f: G — L es un homomorfismo de grupos. Entonces, si H =
Ker (f), resulta que z vy y :& f(2) = f(y) & er = [f(@)] 7+ f(2) = [f(@)] 7+ f(y) =
f(z7ly) @ 27y € H & 2y « y, es decir que wf=gv=vg, ya que H es subgrupo
normal de G. Por tanto, G/ v~ y= G/H y ademas f: G — G/H es el homomorfismo
canonico de paso al cociente moédulo H, pues fi(z) = [x]mf = [2],,.. = zH = ou(),
cualquiera que sea x € G. La biyeccidén fo es ahora un isomorfismo de grupos pues es
biyectiva y ademas

fo((xH)(yH)) = fo(zyH) = f(xy) = f(x) * f(y) = fa(zH) * fa(yH).

La inclusién f3 es evidentemente homomorfismo. Asi, los términos que intervienen en
la factorizacién canoénica de un homomorfismo de grupos son grupos y homomorfismos
de grupos. Los Teoremas de isomorfia de grupos seran consecuencia de la existencia del
isomorfismo fs.
Observacion 1.15. Si f: G — L es un homomorfismo de grupos y H es un subgru-
po normal de G, entonces f(H) es un subgrupo normal de f(G). En efecto, f(H)
es subgrupo de f(G) (1.10), y dados f(z) € f(G) y f(h) € f(H) se verifica que
F@)f(h) [f(@))7" = flaha™") € F(H).

También, si K es un subgrupo normal de L, f~!(K) es subgrupo normal de G ya
que f~1(K) es subgrupo de G (1.10), y si # € G e y € f~1(K), entonces f(y) € K y
F(@)f) [f(@)] " = f(zha™") € K de lo que se sigue que zha~! € f~1(K).

Teorema 1.16. Sea G un grupo y H, K subgrupos normales de G tales que H C K.

Entonces se verifica que:
i) K/H es subgrupo normal de G/H.

Demostracion. i) K/H = ¢y (K) donde pg: G — G/H es el homomorfismo canénico

(que es sobreyectivo) y se aplica (|1.15)) para obtener el resultado buscado.

i7) Existe un homomorfismo sobreyectivo f: G/H — G/K que esta definido me-
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diante f(xH) = zK, para cada x € G. Ahora

Ker(f)={zH e G/H | f(rtH) =K} ={2xH € G/H | zK = K}

={eHeG/H |z € K} =K/H,

y la descomposicion canénica de f proporciona el isomorfismo anunciado ya que f es

sobreyectiva. O

Definiciéon 1.17. Si G es un grupo y H un subgrupo de G, se define el subgrupo

normalizador de H en G como
Ng(H) :={x € G |zH = Hz},

y Ng(H) es el mayor subgrupo de G en el que H es normal.

Es féacil comprobar que Ng(H) es un subgrupo de G que contiene a H ya que:

r,y € Nog(H) = 271y € Ng(H) = 2 'yH = 27 'Hy = Hxz"'y; ademés hH =
Hh = H para todo h € H.
Teorema 1.18. Si G es un grupo y H, K son subgrupos de G tales que K C Ng(H),
entonces

i) HK :={zy |z € H,y € K} es un subgrupo de G en el que H es normal.

i1) HN K es subgrupo normal de K y existe un isomorfismo
HK/H ~K/HNK.

Demostracion. i) Es evidente que H C KH. Ahora, para z1,22 € H e y1,y2 € K se
tiene (xlyl)_l Toys = yl_lxl_la:QyQ = 33‘3y1_1y2 (para un cierto 3 € H, pues yl_lH =
Hyf1 al ser yfl € K C Ng(H)). Por tanto, (xlyl)fl Toy2 € HK y asi HK es subgrupo
de G.

Ademaés dado que H, K C Ng(H) resulta, de modo evidente, HK C Ng(H).

ii) Paraz € HNK y k € K se tiene kxk~' € HN K, pues H es normal en Ng(H).

Para la obtencion del isomorfismo anunciado sea

fi K5 HK® HK/H,
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donde i es la inclusién y wp el homomorfismo canénico de paso al cociente. El homo-
morfismo f esta entonces definido por f(k) = kH y, para cualquier xyH € HK/H
(conz € H ey € K), se tiene xyH = yH (pues dado que K C Ng(H), resulta la
existencia de un 2/ € H tal que xy = yx' y, asi, zyH = y2’H = yH). Por lo tanto, f es
sobreyectivo y ademéas Ker(f) = HNK (f(k) =kH =H conk € K & ke HNK).

De la descomposicion canédnica de f resulta el isomorfismo buscado. O

Para H = rZ C Z, el grupo cociente Z/rZ es el de las clases de restos de enteros
modulo 7. Es buen ejercicio comprobar que si r y s son enteros, d es su maximo co-
mun divisor y m su minimo comin miltiplo, entonces rZNsZ =mZ y rZ+s7Z =dZ. Por
aplicacion del segundo Teorema de isomorfia se obtiene

dZ/s7 = (rZ+sZ) |sZ ~ rZ] (rZNsZ) =rZ/mZ.

Teorema 1.19. (Teorema de la correspondencia)
Sean G un grupo y H un subgrupo normal de G. Ezxiste una biyeccion que conserva
las inclusiones entre el reticulo de subgrupos (subgrupos normales) de G/H y el de

subgrupos (subgrupos normales) de G que contienen a H.

Demostracion. Sean & = {K' | K’ es un subgrupo de G/H} y ¥ = {K | K es subgrupo
de G que contiene a H}. Si py: G — G/H designa el homomorfismo canoénico de paso
al cociente, la aplicacion ©: & — T definida por O (K') = @ﬁl(K') tiene por
inversa a la aplicacion ®: T — & dada por ®(K) = ¢y (K) (1.10). Como consecuencia
de ([1.15]) se obtiene que K’ es subgrupo normal de G/H si, y solo si, © (K') es subgrupo
normal de G que contiene a H. O

Si (Gi);cr es una familia de grupos, es muy fécil comprobar que el producto carte-
siano [] G; es un grupo con la operacion (x;),c; - (¥i);er := (%i¥i)icr, definida compo-
i€l
nente a componente.
Para cada j € I, la proyeccion m;: [[ Gi — Gj, mj((x;)ier) = x;, es un homomor-
el
fismo sobreyectivo de grupos. Se satisface ademas la siguiente propiedad universal:

Proposicion 1.20. Si H es un grupo y para cada it € I estd definido un homomorfismo
de grupos fi: H — G, existe un unico homomorfismo de grupos f: H — [] G; tal que

1€l
mjo f = fj, para cada j € J.
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Demostracion. La tnica aplicacion f: H — -H[Gi que satisface la condicién 7jo f = f;
(S

para cada j € J, esta definida por la formula f(h) = (f; (h)),.;, y es muy facil comprobar

i€l
que f es homomorfismo de grupos. O
Definiciéon 1.21. El grupo [][ G; sera llamado grupo producto directo de la familia de
i€l
grupos (G;);c; v los homomorfismos 7;: [[ Gi — G; recibiran el nombre de proyeccio-
i€l
nes canonicas.

1.2. Grupos finitos. Teoremas de Sylow

El conocimiento de la estructura de un grupo pasa por el estudio del reticulo de
sus subgrupos y, para un grupo finito, una cuestién fundamental consiste en averiguar
el nimero de subgrupos de un cierto orden. Las técnicas necesarias para iniciar este
estudio comenzaran con el

Teorema 1.22. (Teorema de Lagrange)
St G es un grupo finito y H es un subgrupo de G, entonces el orden de H divide al
orden de G. Ademds
4G = #H(G : H),

en donde (G : H) indica el indice de H en G, es decir, el numero de clases de equiva-

lencia de H en G.

Demostracion. Es el contenido de la observacion [I.7. O

Corolario 1.23. Si K y H son subgrupos de G y ademds K C H, entonces

(G:K)=(G:H)(H:K).

Demostracion. La expresion que se obtiene facilmente mediante la aplicacion del Teo-

rema de Lagrange a los pares de grupos K C H, H C Gy K C G. O
Como caso particular, si 7 y s son enteros, m = m.c.m(r,s) y d = m.c.d(r, s), del

isomorfismo dZ/sZ ~ rZ/mZ ya mencionado antes, se obtiene el conocido resultado
md = rs. En efecto, por aplicacién del anterior corolario a las inclusiones

s CdZ CZ y miZ CrZ C Z,
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resulta (Z: sZ) = (Z : dZ)(dZ : sZ) y (Z : mZ) = (Z : rZ)(rZ : mZ) y entonces

= = (1Z: mZ) = # (rZ/mE) = # (dL/sZ) = (dL: sZ) = .

Si G es un grupo y x € G consideraremos frecuentemente el homomorfismo de
grupos ¢, : Z —@G definido por ¢, (n) = 2™. La imagen ¢,(Z) = (x) es el subgrupo de
G generado por z.

Definicién 1.24. El grupo G es ciclico si existe un z € G tal que (z) = G. El elemento

x se dird que es generador del grupo G.

El nticleo de ¢, es un subgrupo de Z y, por lo tanto, Ker (p,) = nZ para algin
n € Z. Entonces

() = ¢a(Z) = Z/nZ
y, por lo tanto, todo grupo ciclico es isomorfo a algiun Z, = Z/nZ (con n # 0 en el caso
finito) o a Z (que corresponde al caso n = 0).
Definicién 1.25. El entero n = #(x) recibe los nombres de orden o periodo de x 'y
se denotarda con n = |z|. Obsérvese que el periodo de x es también el menor entero
positivo n tal que 2" = e; cada entero m tal que ™ = e es un elemento de Ker(p,) v,

por lo tanto, es multiplo de |z|.

Una aplicacién inmediata del Teorema de Lagrange proporciona:

Proposicion 1.26. Todo grupo finito de orden primo es ciclico y cada elemento dife-

rente del neutro es un generador del grupo.
Proposicion 1.27. Todo subgrupo y todo grupo cociente de un grupo ciclico son ciclicos.

Demostracion. Si S C G es un conjunto generador de G, es decir, si todo elemento
x de G es un producto finito de elementos del conjunto SU S~ ysi f: G — G’ es
un homomorfismo de grupos, es evidente que todo elemento de f(G) es un producto
finito de elementos de f(S) U f(S) ™. Asi, la imagen mediante un homomorfismo de
un sistema de generadores es un sistema de generadores de la imagen. En particular, es
grupo ciclico la imagen de un grupo ciclico mediante un homomorfismo. También, si H
es un subgrupo de G y si G = (z) = ¢,(Z), entonces H = ¢, (¢, (H)) es un grupo
ciclico ya que lo es ;! (H) al ser subgrupo de Z. O
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Proposicion 1.28. Si G = (x) es un grupo ciclico de orden n, un elementoy = x2" € G

(1 <r <mn) es generador de G si, y solo si, r es primo con n.

Demostracion. En efecto, » y n son coprimos si, y solo si, existen t,q € 7Z tales que
t . . .
1 = tr +qn. Entonces z = z!"T9" = (2")" = y' si r y n son primos entre si, y en ese caso

se tiene (z) C (y) C (z). Reciprocamente, si (y) = (x) se tiene x = y' para algtn entero

t 1—7rt

t, y entonces x = z"* con lo que resulta x = e, es decir, 1 —rt € Ker (¢,) = nZ. Por

lo tanto, r y n son coprimos si y = z” genera (x). O

Proposicion 1.29. Si G y H son grupos finitos, #G = n y #H = m, entonces el
producto directo G x H es ciclico si, y solo si, G y H son ciclicos y n y m son primos

entre st.

Demostracion. En efecto, si (a, b) es generador del grupo G x H entonces a es generador

de Gy bloesde H (1.27). Como |(a,b)| = mem(|al,|b]) = |a||b|, necesariamente

n = |a|] y m = |b| son primos entre si. Reciprocamente, si (a) = Gy (b) = H, el
orden [(a,b)| = mem(|al,|b]) = |a||b|, al ser |a| y |b| primos entre si, y por lo tanto
G x H = {((a,b)) O

Proposicion 1.30. Si G = (x) es ciclico de orden n y d es divisor de n, entonces existe

un unico subgrupo de G de orden d.

Demostracion. Ciertamente, si n = dr el elemento z" es de periodo d y por tanto
#(x") = d. Si H es subgrupo de G de orden d entonces H es ciclico (1.27)) generado por

td = ¢, y entonces td € nZ.

algin h = 2! € H con 1 <t < n. Como ‘xt‘ = d se tiene x
Pero td = ns = t = rs con lo que h = z' = (27)° y asf resulta H = (h) C (z"). Por lo

tanto H = (z"), al ser ambos grupos del mismo orden d. O

Teorema 1.31. (Teorema de Cauchy para grupos abelianos)
St G es un grupo abeliano finito de orden n y p es un nimero primo divisor de n,
entonces G contiene un elemento de orden p o, equivalentemente, G tiene algin subgrupo

de orden p.
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Demostracion. La prueba sera realizada por induccién en n = #G, siendo p divisor
primo de n. El caso n = p es trivial, pues por el Teorema de Lagrange, G es necesaria-
mente ciclico y cualquier elemento (diferente del elemento neutro) es un generador de
G. Sea n > p y supongase que el Teorema es vélido para todos los grupos abelianos de
orden t < m, con p | t.

Sia € G\ {e}, entonces m = |a| > 1y, por el Teorema de Lagrange, m | n, es decir,
existe r € Z tal que n = mr. Como p es divisor primo de n, entonces p | m o p | r.

Si m = kp, entonces b = a* € G tiene periodo p y el resultado estaria probado en
ese caso.

Si p | r considérese el grupo G’ = G/(a) de orden r < n. Por induccion, existe
un elemento b = b(a) € G’ de periodo p. Si s es el periodo de b € G se tiene que
b” = b*(a) = ela) = (a) y, por lo tanto, p | s. Como s = |b| nos encontramos en el caso

anterior, es decir, el elemento ¢ = br € G es de periodo p. O

Corolario 1.32. Si p es numero primo, r > 1 un entero y p" divide al orden del grupo

finito abeliano G, entonces G tiene un subgrupo de orden p”.

Demostracion. Por el Teorema de Cauchy anterior, G admite un subgrupo H de orden
py a partir de aqui se procede por induccién en 7. Sea r > 1 y supéngase que los grupos
finitos abelianos cuyo orden es divisible por p"~! admiten un subgrupo de orden p" 1.
El grupo cociente G/H tiene orden n y, por tanto, admite un subgrupo K’ de orden
p" L. Por el Teorema de la Correspongencia existe un subgrupo K de G que contiene a

H y tal que K/H ~ K'. El Teorema de Lagrange permite afirmar ahora que K es de
orden p". O

Corolario 1.33. Si m es divisor del orden de un grupo finito abeliano G, entonces G

admite un subgrupo de orden m.

Demostracion. Sim = pi'py? ---p;* es la factorizacion de m en potencias de primos y

si H; es subgrupo de G de orden p;’, entonces el subgrupo HiH> es de orden pi'py?.
En efecto, HiHs es subgrupo de G al ser G abeliano y H1Hy/Hs ~ Hi/H; N Hs.

Teniendo en cuenta que Hy N Hy = {e}, como son dos subgrupos de érdenes primos
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entre si, resulta H1Hy/Hy ~ Hj, con lo cual se obtiene #(H;Ha) = pi'ps?, en virtud
del Teorema de Lagrange. Con argumentaciéon similar, usando recurrencia en j, resulta

#(H1Hs--- Hj) :p?p;?---p;j, para cada j = 1,2,...,t . O

Observacion 1.34. Obsérvese que tomando m = n = #G en la prueba del corolario
anterior resulta el Teorema de estructura de los grupos abelianos finitos que, en esencia,
afirma que G = H1Hy - - - Hy. El grupo G = H1Hs - - - H; es isomorfo al producto directo
Hy x Hy X --- X Hy, pues la aplicacion f: Hy X Ho X -+ x Hy — H{Hs--- H; definida
por f(z1,z9,...,2¢) = 122 - -z es un homomorfismo (G es abeliano) sobreyectivo vy,
por tanto, isomorfismo al ser ambos grupos finitos del mismo orden. La unicidad de

los subgrupos Hi, Ha, ..., H; puede ser obtenida como consecuencia de consideraciones
Y Y )
posteriores (1.51).

Si G es un grupo no abeliano, la condiciéon d | #G no es suficiente, en general, para
que exista un subgrupo de G de orden d. Por ejemplo el grupo alternado As tiene orden
60 pero no tiene ningtn subgrupo de orden 30 pues cualquier tal subgrupo deberia ser
normal en Aj al tener indice 2, lo cual es imposible ya que el grupo As es simple (véase el
ejercicio 28 de este capitulo). No obstante un resultado analogo al Teorema de Cauchy,
pero para grupos finitos no necesariamente conmutativos, puede ser probado utilizando
la teoria de G-conjuntos.

Definiciéon 1.35. Una accion u operacion (por la izquierda) de un grupo G sobre un

conjunto A es cualquier aplicacion

x:GxA— A

(g,a) = gxa

que satisfaga las condiciones:
1) (99 )xa=gx (¢ xa), Vg, € GyVae A
2)exa=a, Va€ A.
También se dird que A es un G-conjunto por la izquierda.
De modo anélogo se define accion por la derecha x: A x G — A, (a,g) — a* g, con

las obvias propiedades anélogas a las 1) y 2) anteriores. En lo sucesivo, salvo mencién
expresa de otra cosa, G-conjunto seré sinénimo de G-conjunto por la izquierda.
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Observacion 1.36. A es un G-conjunto si, y solo si, existe un homomorfismo de grupos
G — Sa, en donde S4 denota el grupo de permutaciones de A. En efecto, para la
accion x de G sobre A se define la aplicacion T: G — S4 mediante Ty (g)(a) := g * a,
pues para cada g € G, la aplicacion Ty (g): A — A es biyectiva con inversa Ti(g7!), y
se comprueba facilmente que T, es homomorfismo de grupos como consecuencia de las
propiedades 1) y 2) de la anterior definicion. Reciprocamente, es facil comprobar que
siT: G — S4 es un homomorfismo de grupos, la aplicacion *7: G x A — A definida
por *1(g,a) :=T(g)(a) dota a A de estructura de G-conjunto. Es facil también obtener
que *7, = *x y que Ty, = T. Cada homomorfismo T': G — S4 se denomina también
una representacion de G por un grupo de automorfismos de A y, por tanto, para cada

conjunto A, existen tantas de tales representaciones como acciones diferentes de GG sobre

A.

Ejemplos 1.37.

1.- Sea G un grupo y A un conjunto cualquiera. La aplicacion x: G x A — A definida
por g*xa = a, Va € Ay Vg € G es una accién de GG sobre A que se denomina accidn
trivial.

2.- La accion de un grupo G sobre sf mismo *: G' x G — G definida por g * ¢’ := g¢’
se denomina traslacion por la izquierda y se dice entonces que GG actia por la izquierda
sobre si mismo por traslacion.

3.- Otra accién *: G x G — G de cualquier grupo G sobre si mismo, que tendra
especial interés en lo que sigue, es la conjugacion, definida mediante g * a := gag™".

4.- Si G es un grupo y H un subgrupo de G entonces G actua por la izquierda
(derecha) sobre el conjunto de las clases G/H = {gH | g € G}, (H\G :=={Hg | g € G})
mediante g * (¢'H) := g¢'H ((Hg') * g := Hg'g). Esta accion recibe también el nombre
de traslacion por la izquierda (derecha).

5.- Si G es un grupo y designamos con G¢ el conjunto de subgrupos de GG, entonces

1

la aplicacion *: Gx &g — &¢, dada por gxH := gH g™ ", esta bien definida y constituye

una accion (por la izquierda) de G sobre . En efecto, si H es subgrupo de G también

1 1

lo es el subconjunto gHg™ !, pues para z = ghg~ ' e y = gkg~!', con h,k € H y
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V= ghk=1g~! € gHg™! pues

g € G, resulta 2y~ = ghg™! (gkgfl)f1 = ghg~lgk~lg~
hk=! € H ya que H es subgrupo de G. Ademas las condiciones 1) y 2) de la definicién
anterior se satisfacen como consecuencia de las igualdades: g¢’ * H = (g¢') H (99’ )_1 =

g9 Hg 'g ' =g (gHg g ' =gx(dxH)yexH=ecHe ' = H.

Usaremos el ejemplo 2 anterior para la prueba del

Teorema 1.38. (Teorema de Cayley)

Todo grupo G es isomorfo a un subgrupo del grupo Sq de sus permutaciones.

Demostracion. La representacion T: G — Sg definida por T'(a)(g) = ag, correspon-
diente a la accion de traslacion por la izquierda de G sobre si mismo, ((1.36]), es un
homomorfismo inyectivo. En efecto,

acKerT < T(a)=idg: G—G<T(a)(g) =ag=9,Vg€ G=a=ce.

Por lo tanto T} establece asi un isomorfismo de G con T'(G). O

Segin este resultado, para conocer la estructura de todos los grupos finitos seria
suficiente con estudiar el reticulo de subgrupos de los grupos de permutaciones. Sin
embargo esto no constituye ninguna ventaja en la préactica pues el orden del grupo de
permutaciones es el factorial del orden del grupo objeto de estudio y ello supone, en
general, una mayor dificultad a la hora de establecer la naturaleza del reticulo de sus

subgrupos. Por ello es necesario desarrollar técnicas y herramientas algo mas sofistica-
das.

Proposicion 1.39. Sean G un grupo finito y H un subgrupo cuyo indice en G es el

menor numero primo p que divide al orden de G. Entonces H es normal en G.

Demostracion. Como el conjunto de las clases por la izquierda G/H tiene p = (G : H)
elementos, su grupo de permutaciones es \S), cuyo orden es pl. La acciéon de traslacion
de G por la izquierda sobre G/H (ejemplo 4 anterior) determina un homomorfismo de
grupos T': G — Sy, , cuyo nucleo debera tener a un divisor de p! como indice en
G, ya que G/KerT ~ ImT que es subgrupo de S,. Ademéas, xH = H, x € H si x es

un elemento de Ker T. Entonces

(G:H)(H:KerT) = (G:KerT),
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y asip (H : KerT) es divisor de p!, lo cual significa que (H : Ker T') es divisor de (p — 1)!.
Por lo tanto, o bien (H : KerT') = 1, en cuyo caso H = Ker T ya seria subgrupo normal
de G, o bien cada divisor primo g de (H : KerT') sera también divisor de (p — 1)! por
lo cual ¢ < p. Estos divisores primos de (H : KerT') lo son también del orden de Gy
ello contradice la hipétesis de minimalidad de p entre tales divisores. En conclusién,

necesariamente se tiene (H : KerT') = 1, es decir, H = Ker T O

El concepto de drbita serd muy utilizado en lo que sigue.

Definicion 1.40. Sea x: G x A — A una accion del grupo G sobre el conjunto A y sea
a € A. Se denominara G-érbita de a (o simplemente érbita de a si la referencia a G es

innecesaria) al conjunto
Og(a) :={z*xac A|zeG}.
También se define el subgrupo de isotropia (o estabilizador) de a € A mediante
Go ={xeG|xxa=a}

que es efectivamente un subgrupo de G.

Usaremos frecuentemente la siguiente Proposicion.
Proposicion 1.41. Si A es un G-conjunto y a € A entonces
#9O¢(a) = (G : Ga) -
Ademds la relacion binaria en A definida por
a~b:sdredG tal queb=xx*a

es de equivalencia y establece una particion de A en clases de equivalencia que son

precisamente las diferentes G-orbitas de elementos de A por la accion de G.

Demostracion. Si x,y € G se tiene:

1

rxa=yrxasy xra=asy lze G, e G, = yGl.
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Por lo tanto, se puede afirmar que hay tantos elementos diferentes y * a como clases
distintas yGy, lo que justifica la primera afirmacion de la Proposicion. Para probar la
segunda bastara con demostrar que las o6rbitas constituyen una particion de A. Es evi-
dente que cada elemento a = exa pertenece a su orbita, y por lo tanto A = Ugze 4O (a).
Ademés Og(a) N OG(b) # 0 si, y solo si, existen z,y € G tales x x a = y x b, lo cual
equivale, a su vez, a que exista un z € G tal que a = z x b y, por ello, a que a € O¢(b)

(y también que exista 2’ € G tal que b= 2 * a, o sea b € Dg(a)). Ahora bien
a € Og(b) & O¢(a) C Oa(b),
yvaquexxa=xx*(zxb)=xzxb€ Og(b),sia=zxbec Dg(b). Entonces se tiene
Oc(a) NOa(b) # 0 & Oc(a) = Oa(b).

es decir, A es la union disjunta de las diferentes 6 rbitas de sus elementos. O

En el ejemplo 5 anterior, si H es un subgrupo de G, el grupo de isotropia de H es
Gy ={a€G|aHa ' = H} que es el subgrupo normalizador de H, es decir, el mayor
subgrupo de G en el que H es normal . Por lo tanto, a la vista de la Proposiciéon
#9Oc(H) = (G : Gy) =1 si, y solamente si, H es normal en G.

La accion de G sobre si mismo por conjugacion (ejemplo 3 anterior) proporcionara
una féormula muy ttil en relacién con el orden de un grupo finito G. Para la accién

x:GxG—>G
1

(z,a) — x*xa:=zazx” ",
el grupo de isotropia de un elemento a € G es
Go={zcG|rar™ =a} = {2 €G|za=azx}

que se denomina también el normalizador de {a} en G. Noétese que las 6rbitas no son
vacias (a € Og(a), Va € G) y que una orbita Og(a) contiene solamente un elemento
precisamente si O (a) = {a}, es decir, si, y solo si, x ¥ a = raz~! = a, Yz € G. Por lo
tanto

O¢la) ={a} & a € Zg.

Cada orbita Og(a) se denominara clase de conjugacion del elemento a y cualquier
elemento de O (a) serd un representante de la clase de conjugacion de a.

Se ha probado asi la siguiente Proposicion que establece la que conoceremos desde
ahora como férmula de las clases para el orden de un grupo finito.
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Proposicion 1.42. Si G es un grupo finito entonces

#G = #Za+ > (G :Ga,),

i=1
donde {a1,...,a,} es un conjunto de representantes de las diferentes clases de conjuga-

cion que tienen mdas de un elemento.

Corolario 1.43. Si p es un ndamero primo y G es un grupo de orden p" para algin

n > 1, entonces p | #2q y # 72 # p" L.

Demostracion. En la formula de las clases, los sumandos correspondientes a represen-
tantes de clases de conjugacién que tienen més de un elemento son todos divisores de
p" y por tanto multiplos de p. Como #G = p” resulta p | #Z¢, que constituye la pri-
mera afirmacion del corolario. Para obtener la segunda, si #Zg=p" ! sea a € G\ Zg.
Entonces Zg & G4 & G, ya que, por la seleccion que hemos hecho de a, existe un g € G
tal que ag # ga lo que proporciona g € G\ G,y a € G, \ Zg. Ello es imposible pues,
por el Teorema de Lagrange, el orden de G,, que ahora es estrictamente mayor que
n

p" ! = #Z¢, debera ser una potencia de p (al ser divisor de p") estrictamente menor

que p™. O

Corolario 1.44. Sip es nimero primo todo grupo de orden p? es abeliano.

Podemos proceder ahora a la prueba de la anunciada generalizacién, para grupos no
abelianos, del Teorema de Cauchy.

Teorema 1.45. Sea G un grupo finito y p un nimero primo. Si p"* divide al orden de

G, entonces existe un subgrupo de G de orden p™.

Demostracion. Sea n = #G, que es divisible por p™, y procedamos inductivamente en
n. Para n = 1 el resultado es trivial. Sea n > 1 y supongase vélido el resultado para
todos los grupos de orden menor que n.

Distingamos las dos posibilidades: p | #Z¢ v pt #Za.

En el primer caso el Teorema de Cauchy para grupos abelianos proporciona la exis-

tencia de un subgrupo H de Zg que es de orden p y es normal en G por ser subgrupo de
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Z¢.El grupo cociente G/H es de orden n < n 'y, por induccién, admitird un subgrupo
K' de orden p™~!. El Teorema de la coﬁ"espondencia proporciona ahora un subgrupo
K de G que contiene a H tal que K/H ~ K'. Por lo tanto #K = p™ y el resultado
estarfia probado en este caso.

Si, por el contrario, p t #Z¢, por la formula de las clases debe de existir un elemento
a € G con (G : G,) no divisible por p . Para este elemento a se tiene G, € G (inclusion
estricta ya que (G : G,) > 1) y, por el Teorema de Lagrange, #G = #G, (G : G,), lo
que significa que p™ es divisor del orden de G, que es estrictamente menor que el de G.

La hipotesis de induccion proporciona ya un subgrupo de G, de orden p™. ]

Definicién 1.46. Sean G un grupo finito y p un ntimero primo.

1) Se dird que G es un p-grupo si el orden de G es una potencia de p.

2) Si H es un subgrupo de G de orden una potencia de p se dird que H es un p-
subgrupo de G. Si p™ es la mayor potencia de p que divide al orden de G y si H es un
subgrupo de G que tiene orden p™ se dird que H es un p-subgrupo de Sylow de G. Es

decir, los p-subgrupos de Sylow de G son los p-subgrupos de GG de orden mayor posible.

Observacion 1.47. Si H es p-subgrupo de Sylow de G entonces lo son también todos sus
conjugados tHz~! (x € G) y, por lo tanto, G acttia por conjugaciéon en el conjunto de
sus p-subgrupos de Sylow, para cada primo p que divide al orden de G. En conclusion,
G tiene un unico p-subgrupo de Sylow H si, y solo si, H es p-subgrupo de Sylow normal

en G.

Proposiciéon 1.48. Si p es un ndimero primo y G es un p-grupo de orden p" existe

entonces una cadena de subgrupos
Go={e}CcG C---CG, =G,

de tal modo que cada G; es subgrupo normal de Giy1 y G;/Gi—1 es ciclico de orden p,

para todo i =1,...,7.

Demostracion. Es consecuencia del Teorema anterior ya que basta tomar G,._1 un sub-

grupo de G de orden p"~! y, recurrentemente, G; subgrupo de G, de orden p’ para
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i =0,1,...,7 — 1. Por el Teorema de Lagrange el indice (G; + 1 : G;) = p, que es el
menor nimero primo que divide al orden de G;11 y, por , G; es normal en Gj41.
Todos los cocientes G;41/G; son grupos de orden primo y por ello ciclicos. O

La Proposiciéon anterior establece que todo p-grupo es resoluble, concepto que sera
definido en la proxima seccion.
Teorema 1.49. (Teorema de Sylow)

Sea p un nudmero primo y G un grupo finito de orden n = p™r, con r no divisible
por p. Entonces:

a) Existen p-subgrupos de Sylow de G.

b) Todo p-subgrupo de G estd contenido en un p-subgrupo de Sylow de G.

¢) Todos los p-subgrupos de Sylow de G son conjugados .

d) El nimero, s,, de p-subgrupos de Sylow de G es divisor de r y, por tanto, del orden
de G. Ademds s, es congruente con 1 mddulo p (s, = 1(méd p)), es decir, s, =1+ kp

para algin entero k.

Demostracion. Del Teorema anterior se sigue a) si alli se toma p™ como la mayor
potencia de p que divide al orden de G.

Para la demostracion de las restantes afirmaciones sea
B := {P | P es p-subgrupo de Sylow de G}.

Por la observacion [I.47] se puede considerar que G acttia por conjugacion en B. Sea
P € ‘B fijado arbitrariamente, su grupo de isotropfa, Gp = {r € G | zPx~! = P},
resulta ser el normalizador de P en G. El orden de la G-6rbita de P es el indice de Gp

en G, es decir, #0¢(P) = (G : Gp) (L.41). Se tienen las inclusiones de grupos
{e}cPCcGpCG
y, por aplicacion reiterada del Teorema de Lagrange, las igualdades
pr=#G =#Gp(G:Gp) =#P (Gp: P)(G:Gp)=p™ (Gp: P)(G:Gp),

es decir,

(Gpip) (GGP) = (GPP)#Dg(P) =T,
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de lo que se deduce que p no es divisor de #9D;(P) (en otro caso p dividiria a r), y
ademas que #O¢(P) es divisor de r y también de #G.
Para la prueba de b), sea H un p-subgrupo de G y sea p* = #H (obviamente

a < m). El subgrupo H acttia también por conjugacion en la G-o6rbita de P

H x 96(P) — O¢(P)
(h, Q) — hQh™",

va que si Q = zPz !, entonces hQh™! = h (zPz~') h™! = (hz) P (hz)™! € Da(P). Se
tiene ahora que

Dg(P) = DH(Pl) [ DH(Pt),

en donde {Pi,...,P} C O¢g(P) es un conjunto de representantes de las diferentes

H-orbitas O (P;) de elementos de Og(P) y, por lo tanto,
t
#O0(P Z#DH =Y (H:Hp), (¥
1=1

donde Hp, = {h € H | hP;h~! = P;} denota el grupo de isotropfa de P; para la accién
de H.
Por el Teorema de Lagrange #H = #Hp, (H : Hp;) y #H = p®, es decir,

(H : sz> = p’Bi, (**)

con B; < «, para cada i = 1,...,t. Puesto que pf #9O;(P), de (x) y (*x) se deduce que
existe algun sumando en (%) no divisible por p, o sea, Ji € {1,...,t} tal que 8; =0 o,
lo que es lo mismo, tal que H = Hp,. Obviamente Hp, es un subgrupo de Gp, (Gp, es

el normalizador en G del grupo P;) y, por lo tanto, HP; es subgrupo de G y existe un

isomorfismo de grupos (|1.18)
HP,/P,~ H/HNP,.

De esto se obtiene que
#HH#D;

#(HP;) = A(HNB)
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en virtud del Teorema de Lagrange, y de ello resulta que H P; es un p-subgrupo de G
al ser potencias de p todos los términos del segundo miembro de la igualdad anterior.
Como P; C HP;, de la maximalidad del orden de P; resulta P; = HP;, que admite a H
como subgrupo y la afirmacion b) queda probada.

La prueba de ¢) se puede obtener de lo ya demostrado. En efecto, si P y @ son dos
p-subgrupos de Sylow de G hagase jugar a @ el papel que ha jugado H en la prueba de
b); se encontrara un P; € Og(P) tal que Q C P; y, por lo tanto, Q) = P; por ser ambos
grupos finitos del mismo orden.

La demostracion de d) es también consecuencia de lo ya dicho. Ahora sabemos que
O¢(P) =B para cualquier P (por el apartado b)). También se ha visto que s, = #P
es divisor de . Haciendo H = P en la prueba de b) se tiene

t

SP:Z(P:PPi)a

i=1
en donde {P,..., P} es un conjunto de representantes de las P-6rbitas Op(P;) dife-
rentes de elementos de B, y ademas existe algtin sumando (P : Pp;) = p® de valor 1,
lo cual sucede solamente si P = P; (que corresponde al caso, H = P C P; de la prueba
de b)). Por lo tanto, en la suma anterior solamente hay un sumando que vale 1 y los

restantes son potencias de p, con lo que la afirmacion d) queda demostrada. O
Observacion 1.50. Ahora se puede afirmar:
sp =1 P ={P} & P es subgrupo normal de G.

Corolario 1.51. (Teorema de estructura de grupos abelianos finitos)
Si G es un grupo abeliano de orden n = pi'---p;*, con p1,...,ps primos diferentes,
entonces G = Hy---Hy ~ Hy X --- X Hy en donde cada H; es el inico p;-subgrupo de

Sylow de G, para cada i =1,...,t.

Demostracion. La existencia de los grupos H; (para cada i = 1,...,t) puede obtenerse
como consecuencia inmediata del Teorema de Sylow anterior (aunque en el caso abeliano

no es necesario recurrir a herramientas tan sofisticadas (véase (1.34)), y la unicidad se
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sigue de la conmutatividad de G y de la observacion [1.50] El resto de la prueba es el
contenido de la observacion [1.34] O

1.3. El grupo simétrico. Grupos resolubles

Uno de los resultados finales de estas notas y su principal objetivo lo constituye el
Teorema de Galois sobre la resolubilidad por radicales de ecuaciones algebraicas. Este
Teorema establece que dicha resolubilidad es posible para una tal ecuaciéon si, y solo
si, un cierto grupo asociado a la misma es un grupo resoluble. Por ello es importante
dedicar nuestra atenciéon al examen de algunos resultados bésicos de la teoria de grupos
resolubles. La no resolubilidad de los grupos de permutaciones S,,, si n > 5, sera defini-
tiva para la prueba del Teorema que afirma que la ecuacion general de grado n > 5 no
es resoluble por radicales.

Dedicaremos unas lineas a recordar las principales cuestiones y notaciones de la
teoria de grupos de permutaciones. Recuérdese que si X es un conjunto, el grupo Sx
de las permutaciones de X es el conjunto de las biyecciones X en X. La operacién de
Sx es la composicion de aplicaciones.

Definiciéon 1.52. Si X = {1,2,...,n} esel conjunto de n elementos se designara con Sy,

el grupo de sus permutaciones, que recibe el nombre de grupo simétrico de n elementos.

Sp es un grupo de orden n! y no es abeliano si n > 3 (comprobaciéon muy sencilla).
Sio €5, se escribira

_ 1 2 n
“T\o) o2 ... o(n) )
Si un elemento j € {1,2,...,n} es fijo para o, es decir, tal que o (j) = j, el simbolo

j serd suprimido en la expresion anterior. Por ejemplo para n = 5 la permutacion
o(1)=3,0(2)=1,0(3) =5,0(4) =4y o (5) =2 se escribira

(1 2 35
7=\3 15 2 )
Con esta notacion es facil obtener que si m < n entonces S, se identifica con el subgrupo
de aquellos o € S, que dejan fijos n — m elementos determinados.

Definiciéon 1.53. Si 0 € S, es tal que existen aq,...,a, € {1,...,n} de forma que
o(a;) = ajp1 parai=1,...,7r—1,0(ay) = a1,y Vj € {1,2,...,n} \ {a1,a2,...,a,}

o (j) = j, se dira que o es un r-ciclo y se escribira
oc=1(a1az ... ay).

Los 2-ciclos se denominan trasposiciones.
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Obsérvese que si ¢ es un r-ciclo su periodo es 7.

Definicion 1.54. Dos permutaciones o, 7 € S, se dice que son disjuntas si, para cada

j el nh 0 (j) # 5= 7(j) = j (0, lo que es equivalente, 7 (j) # j = o (j) = j).

Es muy facil comprobar que permutaciones disjuntas conmutan.
Proposicion 1.55. Toda permutacion o € Sy, es producto de ciclos disjuntos.

Demostracion. Tomese k € {1,2,...,n} y formese el conjunto {o? (k) | i > 0}. Se
observara que, como nuestro conjunto {1,2,...,n} es finito y o es biyectiva, existe un
entero m > 0 tal que 0™ (k) = o' (k) , para algtin 0 < i < m. Si r es el menor de tales
enteros, necesariamente se tiene o (k) = k, pues de la igualdad o"(k) = o7 (k), para
algtin 0 < j < r, resultarfa 0”7 (k) = k, contradiciendo la minimalidad de r si 0 < j. A

continuacioén, para obtener la descomposicién anunciada, comenzamos escribiendo

a o(a) ... "7 (a)
o1 = =<a o(a) ... U”’l(a)>7
o(a) o%(a) ... o™ (a)=a
que es un rp-ciclo, donde a es el primer elemento, segun el orden natural en {1,2,...,n},

que no es fijo para o. Se procede a construir

b o(b) ... o271

o9 = = o . 0,7'2—1 ,
2 o (b) o2 b) ... o2(b)=b ( b (b) (b) )

tomando b el primer elemento, segiin el orden mencionado, que no pertenezca al conjunto

de elementos {a,a (a),0%(a),...,0" ! (a)} y que no es fijo para o. Recursivamente
se construyen sucesivas o3, ..., 0¢,... donde
ko o(k) ... o't (k)
o = :<k: ok) ... J”_l(k:)>,
o(k) o%(k) ... o"t(k)=k
siendo k es el primer elemento de {1,2,...,n}, segin el consabido orden natural, que
no ha sido movido por ninguno de los ciclos ya construidos o3, ..., 0:—1, ¥y que no es fijo

para o. Los sucesivos conjuntos

{a,a(a),...,arl_l(a)},{b,o’(b),...,am_l(b)},...,{k,a(k‘),...,0”_1(k)},...
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son disjuntos y, por lo tanto, son disjuntos también cada uno de los pares de ciclos
correspondientes. El proceso se detendra cuando se hayan agotado los elementos de
{1,2,...,n} que no son fijos para o. Es obvio que o = 0y - - - 0901 donde oy es el tltimo

ciclo que es posible construir con el proceso anteriormente descrito. ]

Observacion 1.56. Cada ciclo es un producto de trasposiciones aunque no de modo

anico:

o= (a1 az ... ar) = (a1 ar) (a1 ar—1)--- (a1 a3) (a1 a2)

= (a1 a2) (a2 a3) -+ (ar—2 ar-1) (ar-1 ar).

Por lo tanto, cada permutacién v € S,, admite al menos una factorizacién en trasposi-
ciones. El ntimero de tales trasposiciones no esté determinado de modo tinico pero si lo

esta su paridad, tal y como se establece a continuacién.

Proposicion 1.57. Siid es el elemento neutro de S, y siid = 1170 - - - T €s una descom-
posicion de id como producto de trasposiciones, entonces v es par. Como consecuencia,
la paridad del niumero de trasposiciones en que se puede descomponer una permutacion

o € S, estd determinada por o.

Demostracion. Si A designa un subconjunto arbitrario de {1,2,...,n} x {1,2,...,n},
para cada entero B de la forma B = [] (j — i) y cada permutacion o € S, se
define B := [ (o(j) — o (i)). Es é;g:)ileAcomprobar que B?" = (B7)?. También
(=B)? = —B"(fdc):lel/;lquiera que sea o € S, pues la expresion —B (—B7?) se puede
obtener a partir de la de B (B?) modificando solo en el signo de uno de sus factores,
por ejemplo el k—r (o (k)—o (r)). La mayor dificultad de la prueba consiste en demostrar
que si 7 es una trasposiciony A = [[ (j—i), entonces AT = —A. Para ello pongamos
7= (hk)(conh<k)y observemlcfslzz)fgo varian los factores de A con la actuacion de
T para obtener A7:

a) Cada factor j —1i, con i # h 'y j # k, permanece en A" sin variacion, es decir, los

tnicos factores j —1i que resultan afectados al calcular A™ son de alguno de los siguientes

tipos:
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b)i<h<k, con j=hoj=kyentonces 7(h)—7(i) =k—iyT(k)—7(i)=h—i,
produciéndose un cambio de posiciéon de los factores k — ¢y h — ¢

c) h < k < j, donde ahora ¢ = h o ¢ = k, resultando 7(j) —7(h) = j—k y
7(j) — 7(k) = j — h, con lo que se reproduce lo obtenido en b).

d) h < i < k = j con lo que el factor i —h es cambiado en el factor 7(i)—7(h) = i—k,
pero también el factor k — i es cambiado en el factor 7(k) — 7(i) = h — 4, resultando
asi que se produce solamente un cambio de orden y la modificacion del signo de dos
factores. Estos cambios no afectan al valor del producto.

e) Finalmente, i = h < j = k, y entonces el factor j — i de A se transforma en
T(j) =7 (@) =i—3J.

Esto agota todas las posibilidades y significa que A™ = —A.

Por lo tanto, si id = 71--- 7, se tiene que A = A = AT = (—A)TVTL =
[(—1)A]"" ™t =... = (—1)"A de lo que resulta que r es necesariamente par.

Ahora,si 0 =7 -1 = &1 -+ €4 son dos factorizaciones de o € S,, en trasposiciones,
resulta que id = 71 --- T4€5 - - - €1 con lo cual ¢t y s son ambos pares o ambos impares ya

que su suma ha de ser par. O

Definicion 1.58. Se denomina signatura de la permutacion o al valor ¢ (o) = (—=1)F
siendo k es el numero de trasposiciones de una descomposicion de o (como consecuencia
de la anterior Proposicion la signatura esta definida sin ambigiiedad). Se designa con A,
el conjunto de permutaciones que se descomponen en un nimero par de trasposiciones
(permutaciones pares). A, es un subgrupo de indice 2 de S,, y recibe el nombre de grupo
alternado de n elementos (0 € A, < e (o) =1). Las 0 € S, \ 4, son las permutaciones
1mpares.

A, es el ntcleo del homomorfismo e: S, — {—1,1} que asocia a cada permutacion

su signatura ({—1,1} es subgrupo del grupo multiplicativo R* de ntmeros reales no
nulos).

Lema 1.59. Sea p un nmimero primo y o € S,. Entonces |o| = p si, y solo si, o es un

p-ciclo.
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Demostracion. Es evidente que si o es un p-ciclo entonces |o| = p. Reciprocamente, sea
o € Sp de periodo p y sea 0 = 0109 una factorizacion en permutaciones disjuntas ((1.55)),
con o1 = (ajaz...a,) un r—ciclo y oy € Sp—r, con 1 < r < p. Necesariamente se tiene
r = p, ya que, en otro caso (es decir, si 1 < r < p), se tendria 0" = ojo} = 0} € Sp_, al
ser 01 y o2 disjuntas. Ello no es posible pues de 0" € S,_, se obtiene, por el Teorema
de Lagrange, que |0"| = p (o" tiene el mismo periodo p que o por (1.28))) es un divisor
primo de (p —7)! = #S,_r, lo que es falso si r > 0. Por lo tanto, r = p y la permutacion

o2 es la identidad con lo que 0 = o1 que es un p-ciclo. O

Notese que la condicién de que p es niimero primo es crucial en la afirmacion anterior.
En efecto, sin =12y o = 0109 cono; = (123)yos = (456 7), resulta |o| =34 =12y
sin embargo ¢ no es un 12-ciclo. Méas generalmente, si n = pq con p y ¢ primos diferentes,
y 8i 0 = 0109 € S, con o1 un p-ciclo y o9 un g-ciclo, o1 y o9 disjuntos, resulta que
|o| = n y o no es un n-ciclo (solamente actia sobre p + ¢ elementos y p + ¢ < n = pq).

Obsérvese también que si o € S, y |o| = p para un ntmero primo p, entonces
o €S, CSy,y, por lo tanto, o es un p-ciclo.

Proposicién 1.60. Si p es un nimero primo y H es un subgrupo de S, que contiene

un p-ciclo y una trasposicion, entonces H = S),.

Demostracion. Si el p-ciclo es 0 = (a1 a2 ... ap) € H y la trasposicion es 7 = (a; a;),
poniendo
1 2 ... »p
p =
a; az ... ap

resulta o/ = p~lop = (12...p) € H := p~'Hp y también 7/ = p~lrp = (i j) € H'.
Ahora, H' = S, si, y solo si, H = S,, pues los grupos H y H’ tienen el mismo orden.
Como p es primo y r = j —i < p, entonces v = (0/)" es también un p-ciclo (el
Lema anterior permite afirmar que o’ es p-ciclo al tener periodo p y v € H'. Ademés
v(i) =i+r=7"(i) =7y asisetiene vy = (i v(i) v2(i) ... Y7L (0) y 7 = (i v(i)).

De una nueva renumeracion
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resulta que 0" = ¢ 1y = (12 ... p) y 7" = ¢ 7/¢ = (1 2) son elementos del subgrupo
H" = ¢~ 'H's. También, H' = S, & H" = S,, y todo lo dicho hasta aqui nos permite
suponer que 0 = (12 ... p)y que 7 = (1 2).

Ahora o701 = (23),0(23)0 ' = (34),...,0p—2p—1)c~! = (p—1p) son
elementos de H” y, por lo tanto, (i i +1) € H", Vi € {1,...,p—1}. Como (i i + 2) =
(ti+1)(i+1i+2)(ii+ 1), para cada i = 1,...,p — 2, resulta, por recurrencia, que

cada trasposicién

(ti+s)=(ii+s—1)(i+s—1i+s)(ti+s—1)
es un elemento de H”. Como S, esta generado por las trasposiciones se tiene H” =
S,. O

El concepto de grupo resoluble, que estudiamos a continuacién, serd esencial en la
teoria de Galois de ecuaciones algebraicas.

Definicién 1.61. Una cadena de subgrupos
Gr={e}CG_1CGoC---CGy=G

se dira que es una cadena (o torre) normal si cada G;_1 es normal en G;. El grupo G se
dice que es resoluble si existe una torre normal como la anterior en la que cada grupo
cociente G;_1/G; es abeliano. Una tal torre se llamara abeliana y se dird también que

es una torre de resolubilidad para G.

Ejemplos 1.62.
1.- Si G es abeliano, entonces G es resoluble; la consideracion de la cadena {e} C G

es suficiente argumento.

2.- Todo p-grupo es un grupo resoluble (1.48]).

3.- El grupo de las permutaciones de tres elementos S5 es resoluble. La cadena
{e} CA3=((123))C Ss

proporciona la resolubilidad ya que ((1 2 3)) es de indice 2 en Ss.
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Como ya queda dicho, todo grupo abeliano es resoluble, pero como consecuencia de
(1.48) y de (1.51)) obtendremos, como corolario de la siguiente Proposicion, un resultado
para grupos finitos resolubles que sera crucial en la prueba del gran Teorema de Galois.

Proposicion 1.63. Si G es un grupo abeliano finito existe una torre
Gr={e}CG_1CG_2C---CGy=G
tal que cada cociente G;_1/G; es ciclico de orden primo.

Demostracion. Sea G = Hj--- Hy (1.51]), donde cada H; es el tinico p;-subgrupo de

Sylow de G. Ahora, para cadai=1,2,...,t, el grupo
(Hy---H;)/(Hy---Hiq) ~ H;
tiene una torre de subgrupos

0c G

2

CGi, 1C--CGjy=H;

es ciclico de orden p;, para todo s = 1,...,r; (1.48).

tal que cada cociente G;Sfl/Gg’s

Por aplicaciéon del Teorema de la correspondencia al homomorfismo de paso al cociente

it (Hy---H;) — (Hy---H;)/(Hy--- Hj—1) se obtiene una torre
Hy---Hi_1CGip, CGip;—1 C---CGio=Hy--H;

de las mismas caracteristicas que la anterior ya que, en virtud del primer Teorema de

isomorfia li se verifica que G;s—1/Gis = G;Sfl/G’- para todo s = 1,...,7;. Se

7,87

consigue una torre de resolubilidad para GG por concatenaciéon de las sucesivas torres

obtenidas para cada ¢t =1,...,t. O

Corolario 1.64. Si G es un grupo finito resoluble existe una torre normal
G,={e}CG_1CG_2C---CGy=G

en la que cada cociente Gi—1/G; es ciclico de orden primo.
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Demostracion. Por hipotesis existe una torre normal
Ht:{e}CHtflCHt72C"'CH0:G

con cada H;_1/H; grupo finito abeliano. Usando la Proposicion y el Teorema de
la correspondencia es posible intercalar grupos entre cada dos consecutivos de la torre

original obteniendo
Hipw =Hipn, C Hip;—1 C Hip,—2 C --- C Hjo = H;

de modo que los cocientes de grupos sucesivos sean grupos de orden primo. La conca-

tenaciéon de las torres parciales asi obtenidas proporciona lo anunciado. O
Proposicion 1.65. Sea H un subgrupo del grupo G.

1. Si G es resoluble, entonces H es resoluble.

2. Si H es normal en G son equivalentes las afirmaciones

a) G es resoluble.

b) H y G/H son resolubles.
Demostracion. 1. La cadena
Gr={e} CG-1CG_2C---CGy=G (x)
que establece la resolubilidad de GG, proporciona otra
GonH={e}CcG_1NHCG2NHC---CGyNH=H
en la que cada grupo es normal en el siguiente, cada cociente
Gi-1NH/G;NnH

es subgrupo de G;_1/G; y, por tanto, es abeliano.
b) = a) Como consecuencia del apartado a) solo hay que probar que G/H es resolu-
ble. Ahora, si ¢ : G — G/H es el homomorfismo canoénico de paso al cociente, a partir

de la cadena (x) de resolubilidad para G, se obtiene la torre

p({e}) ={H} Cp(Gr1) C--- Cp(G1) Co(G)=G/H
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que establece la resolubilidad de G/H, pues cada grupo es normal en el siguiente por el

Teorema de la correspondencia y ademas

¢ (Gi-1) /¢ (Gi)

es abeliano al ser un grupo cociente de subgrupos de G;_1/G; que lo es por hipotesis.
a) = b) Sean

Hs={e}CHs_1 C---CHy=H (%)

Gy ={H}C G/, CG/,C--CGy=G/H (%)

las cadenas que establecen las resolubilidades respectivas de H y de G/H. Por el Teorema

de la correspondencia existe una cadena
H=G; CGi_1 CG_oC---

definida mediante G; := ¢! (G?), que satisface as condiciones de normalidad requeridas
y ademas G;/Gi—1 ~ G/ /G/_,, lo que proporciona la conmutatividad de cada grupo

cociente. La concatenacion de las cadenas (x) y (#*) proporciona la cadena
{e}=HsCHs1C---CHy=H=G;{CGy—1 CGoC---CGy, =G,
que establece la resolubilidad de G. O

Definiciéon 1.66. Si G es un grupo y z,y son elementos de G se define el conmutador
del par (z,y) como

[z,y] = 2yz~ 'y € G,

y se denotard con GW, o con [G : G], el subgrupo de G generado por todos los con-
mutadores de pares de elementos de G. El subgrupo G recibe el nombre de subgrupo
conmutador o subgrupo derivado de G,y también abelianizador de G. De modo recursivo

se define la serie derivada de un grupo G que esta formada por la cadena de subgrupos

o QU .= [G(i) . G(i)] c...cG® .— [G(l) . G(l)] ca®cag.=ag0
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Notese que en la anterior definicién todo se trivializa si el grupo G es conmutativo
pues en ese caso [z,y] =e,Vr,y € G.

Lema 1.67. Sea G un grupo. Entonces

1. G es subgrupo normal de G y el cociente G/G(l) es abeliano.
2. St H es un subgrupo normal de G son equivalentes:

a) El cociente G/H es abeliano.

b) GY c H.

Demostracion. 1. G = ({[z,y] /z,y € G}). Notese que [z,y]"" = [y, z] y que, por lo
tanto, cada elemento de GV se expresa como un producto finito de conmutadores. Un

pequeiio truco de célculo proporciona la normalidad de G :

glat,bi] - [an,bp) 97" = [garg™ . gbig™!] -+ [gang ™t gbug ]

La conmutatividad de G/G® resulta de que como ab (ba) ' = aba=1b~1 € GO se tiene
que

aGWpGW = gbGM = paGY = bGW G,

2. En efecto, para a,b € G se verifica que
aHbH = abH = baH = bHaH < ab(ba)™' = [a,b] € H,

y, por lo tanto, G/H es abeliano si, y solo si, H contiene a todos los conmutadores. [

Como consecuencia del Lema anterior, en la serie derivada de un grupo G cada
subgrupo es normal en el siguiente y el cociente de ambos es abeliano. Por consiguiente,
si existe un n tal que G es conmutativo, la serie derivada termina en el grupo trivial
{e} = G después de un nimero finito de pasos y dicha serie es una cadena que
establece la resolubilidad de G. El reciproco también es cierto ya que si G' es un grupo
resoluble y

Gr:{e}CGTflCGr72C"'CG1 CGy=G

es una torre abeliana, en virtud del apartado b) del Lema se tiene que G ¢ G4
y entonces G@ ¢ Ggl) (pues es evidente que si H es subgrupo de K entonces H @
es subgrupo de K(l)). Como G1/G5 es abeliano, el Lema nos permite afirmar que
Ggl) C Go, con lo que resulta G@ C Gs. De forma recurrente se prueba que G ¢ G;
para todo ¢, y por tanto necesariamente G = {e}.
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Proposicion 1.68. Un grupo G es resoluble si, y solamente si, su serie derivada alcanza
el grupo trivial después de un nidmero finito de pasos, es decir, existe un nimero natural

r tal que G = {e}.

Obsérvese que para un grupo finito G su serie derivada es necesariamente estacio-
naria, es decir, existe un k € N tal que G*) = G+1 (y por tanto G® = GV para
todos 4,7 > k). La no resolubilidad de G, cuando G es finito, significa entonces que su
serie derivada estaciona en un grupo G®*) £ {e}. Si G es infinito no resoluble su serie
derivada puede no ser estacionaria.

Los tltimos resultados de esta seccion se dedican al estudio de la resolubilidad de
los grupos de permutaciones.

Proposicion 1.69. Sy y Ay son grupos resolubles.

Demostracion. Ya que (Sy : Ag) = 2 la resolubilidad de Sy es equivalente a la de Ay en
virtud de la Proposicion [1.65] asi que probaremos solamente que el grupo alternado Ay
es resoluble.

Sea V un 2-subgrupo de Sylow de Ay, es decir V es de orden 4 y (A4 :V) = 3.
Los elementos de V' son todos permutaciones pares (V' C A4) y todas son de periodo
2. En efecto, cada permutacion o € V' (o # id) no puede tener periodo 3 (ya que tal
periodo ha de ser divisor de 4 = #V') ni ser un 4-ciclo ya que en ese caso seria una
permutacién impar ([1.56)). Por tanto, el periodo de o es necesariamente 2. Ahora bien,
los tnicos elementos de periodo 2 de Sy son trasposiciones, que no son elementos de
V' al ser permutaciones impares, o producto de dos trasposiciones disjuntas, que son

permutaciones pares. Solamente hay tres de tales elementos, a saber
(12)(34),(13)(24),(14)(23).

Por ello, V. = {id,(12)(34),(13)(24),(14)(23)} y V es el tnico 2-subgrupo de
Sylow de Ay, que es por tanto normal en A4 ((1.50). Como A,/V es de orden 3y V de

orden 4 ambos son grupos abelianos. Se concluye que, A4 es un grupo resoluble. O

Este resultado, junto con la resolubilidad de S y S35 (como subgrupos que son de
S4), nos permitira afirmar que existe una féormula, que contiene solamente expresiones
radicales y algebraicas de los datos, para resolver la ecuacion algebraica general de grado
< 4, sin necesidad de obtener dicha férmula de modo explicito.
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Proposicion 1.70. Sin > 5, el grupo S, no es resoluble.

Demostracion. La prueba se realizara por reducciéon al absurdo. Se demostrara que si
{id}:HmC"'CHi_;_lCHZ'C"'CHlCHO:Sn

es una torre abeliana de S,, y n > 5, cada subgrupo H; contiene a todos los 3-ciclos, lo
que es imposible pues {id} = H,,.

Sea (abc) un 3-ciclo y elijanse d,e € {1,2,...,n} \ {a,b,c}, lo cual es posible al ser
n>5.Seana=(cdb)y = (bae).Como Hy/H; es abeliano, el conmutador [a, §] =
afa~'871 = (a bc) es un elemento de H; . Sea ahora i > 1 y supongamos que
todos los 3-ciclos son elementos de H;. Procedemos de forma idéntica al caso i = 1
teniendo en cuenta que «, f € H; por ser 3-ciclos, y resulta que (a b ¢) = [a, 8] € Hit1

por ser H;/H; 1 abeliano. O

La no resolubilidad de los grupos de permutaciones S, para n > 5 sera crucial a la
hora de probar la no resolubilidad por radicales de la ecuacién general de grado n > 5.

1.4. Ejercicios

1. Sea G un grupo, n un entero y a € G. Definimos las potencias de a como sigue:

0

a) a” := e , el elemento neutro de G,

n) .
b)a”=a-"-asin >0,

_n)
c)a"=a"t---alsin<0.

Dados m,n € Z demuéstrese que

a) (a™)7' = (a )" =a"
b) a™-a™ = a™".
¢) (a™)" =a™".

2. Sea H un subgrupo del grupo G. Demuéstrese que para cada a € G el conjunto
aHa™ ! := {aha™' | h € H} es un subgrupo de G del mismo cardinal que H.

3. Demuéstrese que si G es un grupo en el que para cada a € G se tiene a®> = e

(elemento neutro de G), entonces G es abeliano.
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10.

11.

12.

13.

14.
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Dados H, K subgrupos de un grupo G se define el conjunto HK := {hk|h € H, k € K} .

Demuéstrese que, H K es subgrupo de G si, y solo si, HK = KH.

. Sea V = {id, (1 2)(3 4), (1 3)(2 4), (1 4)(2 3)}.

a) Pruébese que V' es subgrupo normal de Ay.
b) Demuéstrese que W := ((1 2)(3 4)) es subgrupo normal de V' y que no es
normal en Ajy.

Sean H subgrupo de G y K subgrupo de L.

a) Demuéstrese que H x K es subgrupo de G x L.

b) Demuéstrese que H X K es normal en G x L si, y solo si, H es normal en G
y K es normal en L.

. Sean Gy H grupos, a € Gy b € H elementos de orden finito. Demuéstrese que

(a,b) € G x H es un elemento de orden mem(|al, |b]).

Sea G un grupo y a,b € G tales que (|a|,|b]) = 1. Demuéstrese que si ab = ba,
entonces |ab| = |a| [b] .

Sean A = < (1) _01 > y B = < (1) :i ) elementos de GLa(R). Demuéstrese

que A tiene orden 4, que B es de orden 3 y que AB es de orden 0.

Sea G un grupo y a,b € G. Demuéstrense las siguientes identidades
a) la| = }a_ll = |bab_1’.

b) |ab| = |bal.

Sea G = (a) un grupo ciclico de orden n. Demuéstrese que:
n
(n,5)
b) Sir es un entero positivo que divide a n, entonces G contiene exactamente
un subgrupo de orden 7.

a) |aj‘:

Sea G = (a) un grupo ciclico de orden 154 y sea H un subgrupo de G generado
por {a28, ass} . Pruébese que existe un entero k tal que H = <ak>.

Sean G y H grupos ciclicos de 6rdenes m y n, respectivamente. Demuéstrese que,
el grupo G x H es ciclico si, y solo si, (m,n) = 1.

Sea G un grupo, G # {e}. Pruébese que, G no tiene otros subgrupos que G y {e}
si, y solo si, G es ciclico de orden primo.
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15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

Sea G un grupo abeliano finito de orden n = p”"q con p primo no divisor de ¢ y
r > 1. Demuéstrese que si H es el subgrupo de G de orden p", existe segin lo

establecido en (|1.32)), se tiene

H = {x € G| |z| es una potencia de p}.

Sean f: G — H un homomorfismo de grupos y ¢ € GG un elemento de orden
finito. Demuéstrese que | f(a)| divide a |a| y que si, ademas f es inyectivo, entonces

[f(a)] = la] .

Sea G un grupo finito. Demuéstrese :

a) Si G es de orden 4, entonces G es isomorfo a Z4 o al grupo de Klein.

b) Si #G < 5, entonces G es abeliano.

Se consideran los subgrupos 5Z y 35Z de Z. Demuéstrese que 57 /357 ~ 7.

Si GG es un grupo finito, abeliano de orden n y m es entero positivo coprimo con
n, entonces la aplicacion f: G — G definida por f(a) = @™ es un automorfismo
de G.

Demuéstrese que (Q,+) no es isomorfo a (Z,+). (Es (Q*,.) isomorfo a (Z,+)?

Sea G = S3 x Zs. {Es G un grupo ciclico? ;Cuéntos 5-subgrupos de Sylow tiene
G? ;Es ciclico todo 5-subgrupo de Sylow de G7 ;Cuéntos 3-subgrupos de Sylow
tiene G?

Sean G un grupo y H y K subgrupos de G.
Se considera la aplicacion ®: H x K — G definida por ® (a,b) = ab. Demuéstrese
que son equivalentes las afirmaciones:

a) ® es isomorfismo.

b) H y K son subgrupos normales de G y cada elemento z € G se expresa de
forma tinica como x =abcona € Hybe K.

¢) H y K son subgrupos normales de G, HN K ={e} y HK = G.

Sea G un grupo de orden 65. Demuéstrese que existen subgrupos normales H y
K de G tales que G = HK. Como consecuencia demuéstrese que GG es ciclico.

Demuéstrese que todo grupo de orden 35 es ciclico.

Pruébese que un grupo de orden 56 o 132 no es simple.
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Sean H y K grupos y G = H x K. Demuéstrese que G es resoluble si, y solo si,
son resolubles H y K.

Demuéstrese que un grupo G de orden 30 no es simple. ;Es resoluble? Como
consecuencia demuéstrese que si un grupo de orden 60 no es simple entonces es
resoluble. Como aplicaciéon obténgase que As es grupo simple.

Sea GG un grupo simple de orden 168.

a) Calcilense el nimero de 7-subgrupos de Sylow de G.

b) Si P es un 7-subgrupo de Sylow de G, determinese el orden de Ng(P).

¢) Utilizando lo anterior, demuéstrese que G no tiene subgrupos de orden 14.
Sean, p un nimero primo, G un grupo finito, H un subgrupo normal de G y P
un p-subgrupo de Sylow de G. Demuéstrese que

a) H N P es p-subgrupo de Sylow de H.

b) HP/H es p-subgrupo de Sylow de G/H.

a) Sean p,q enteros positivos, p primo y ¢ < p. Demuéstrese que si G es un

grupo de orden pq existe un tnico subgrupo H de G tal que #H = p y que
H es subgrupo normal de G.

b) Demuéstrese que si G es un grupo de orden 42, entonces G tiene un subgrupo
normal de orden 21.

Demuéstrese que si p # 2 es un namero primo, todo grupo de orden 2p es ciclico
o bien isomorfo al grupo diédrico Dg,. Si p = 3 demostrar que Dg, ~ Ss.

Demuéstrese que todo grupo G de orden 12 es resoluble.

Sean p, ¢ numeros primos.

a) Demuéstrese que todo grupo G de orden pq es resoluble.

b) Demuéstrese que todo grupo de orden p?q es resoluble.
Se consideran los grupos Zo X Zg X Za, D24y Zy X Zs.

a) Justifiquese que cada dos de ellos no son isomorfos.
b) Razonese cuales son ciclicos y cuéles son resolubles.

¢) ¢Alguno de estos grupos tiene subgrupos de orden 47
Sea GG un grupo finito y p un nimero primo.

a) Demuéstrese que G es un p-grupo si, y solo si, todo elemento de G tiene de
periodo una potencia de p.
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b) Demuéstrese que al menos existen dos grupos no isomorfos de orden p?.
36. Sea G un grupo de orden 10.
a) Demuéstrese que G tiene un subgrupo normal H de orden 5 y al menos un
subgrupo K de orden 2.
b) Demuéstrese también que si G es abeliano entonces G es isomorfo a G/H %
G/K y que, como consecuencia, G es ciclico.
37. a) Sean p,q nameros primos. Pruébese que un grupo G de orden pq es resoluble.
. Es abeliano?

b) Sea G un grupo tal que para cada par de subgrupos H, K de G se verifica
que H C K o K C H. Demuéstrese que G es un p-grupo para algiin primo

p.

38. Si n es un entero positivo describase el grupo Aut(Zy,).

39. a) Sea p un ntmero primo. Demuéstrese

1) Si G es un p-grupo entonces p divide al orden de Zg.

2) Como consecuencia de 1) todo p-grupo tiene un subgrupo normal de
orden p.

b) Sea G = S5 x Z4. Justificar razonadamente las afirmaciones

1) G es un grupo resoluble.
2) Existe un unico 3-subgrupo de Sylow de G.
3) G tiene exactamente tres subgrupos de orden 8.

40. Sea G un grupo de orden 440. Demuéstrese que

a) G no es simple.

b) G tiene un subgrupo normal de orden 55.

41. Demuéstrese que si n > 3 el grupo alternado As esté generado por los 3-ciclos.

42. Usando el ejercicio anterior demuéstrese que A, es el subgrupo derivado de Sy, si
n = 3.
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Capitulo 2

Complementos de teoria de anillos

Se desarrollan aqui de forma muy esquematica los aspectos de la teoria de anillos
que van a ser utilizados en lo que sigue. Una parte importante del contenido del capitulo
debe ser conocido para quien haya estudiado un curso elemental de Algebra.

2.1. Generalidades

Se dedica esta primera seccién a las nociones de anillo, médulo e ideal, los Teoremas
de isomorfia para anillos y el Teorema de la correspondencia en el contexto de anillos,
modulos e ideales.

Definiciéon 2.1. Un anillo A es un grupo abeliano (A, +) en el que hay definida una
segunda operacion -: Ax A — A (multiplicacion) de modo que se satisfacen las siguientes
condiciones

i) La multiplicacion es asociativa (ab)c = a(bc), Va,b,c € A (a partir de ahora se
pondré abe = (ab)e = a(be)).

ii) Existe un elemento neutro 1 para la multiplicacion: la = al = a,Va € A.

iii) La multiplicacion es distributiva respecto de la suma:
a(b+c) =ab+ac, (a+b)c=ac+be, Ya,b,c < A.

De aqui se deduce que a0 = 0,Va € A, ya que a0 = a(0+ 0) = a0 + a0 = a0 = 0,
al ser a0 idempotente en el grupo (A, +); de forma anéloga se obtiene 0a = 0,Va € A.

Se dira que el anillo A es conmutativo si la operacién de multiplicar es conmutativa:

ab = ba,Va,b € A.

43
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Definicion 2.2. Un elemento u € A se dird que es una unidad si tiene inverso para la
multiplicacion. El conjunto de unidades de A se denotara con A* o con U(A). Se dira
que el anillo A # 0 es un anillo de division si cada elemento no nulo tiene inverso para

la multiplicacién. Un cuerpo es un anillo de divisién conmutativo.

A* es un grupo respecto de la multiplicacién de A. El anillo A es de divisién preci-
samente si A* = A\ {0}.
Definicion 2.3. Si A es un anillo, un subanillo B de A es un subgrupo del grupo aditivo
(A,+) tal que ab € B, Va,b € By 1€ B. En otras palabras B es anillo con las mismas

operaciones de A y con el mismo neutro para la multiplicacion.

Definicion 2.4. Si A y B son anillos, una aplicaciéon f: A — B es un homomorfismo
de anillos si lo es de los grupos abelianos (A, +) y (B,+) y ademas

i) flad') = f(a)f(d), Va,a’ € A,y

i) f(1a) = 1p.

Un isomorfismo es un homomorfismo biyectivo.

Son afirmaciones de comprobaciéon inmediata:

Si f: A — B es un homomorfismo de anillos y A’ es subanillo de A, entonces f(A’)
es subanillo de B.

Si f: A — B es un homomorfismo de anillos y B’ es subanillo de B, entonces
f~Y(B') es subanillo de A.
Definicion 2.5. Sea A un anillo conmutativo.

i) Un elemento no nulo a € A se dice que es un divisor de cero si existe un b € A,
b #£ 0, tal que ab = ba = 0.

ii) El anillo A se dird que es un dominio de integridad (o simplemente un dominio)

si no posee divisores de cero.

Un cuerpo A es un dominio de integridad, pues si a,b € A son tales que ab =0y
a # 0, entonces b =a " tab=a"10= 0.

Definicion 2.6. Si A es un anillo, un grupo abeliano M se dird que es un A-mddulo

por la izquierda si existe una operacién

G AXM—- M

(a,m) — am
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que satisface las siguientes condiciones
i) Im =m, Ym e M.
ii) (ab)m = a(bm), Va,be A,¥Ym € M.
iii) a(m +n) =am+an, Ya € Ay Vm,n € M.
iv) (a +b)m = am +bm, VYa,be Ay VYm € M.

Como consecuencia, se tiene de modo inmediato que 04m = 0p; y aOpr = Oy,
Va € Ay Vm € M, en donde se ha escrito 04 (0p7) para indicar el elemento neutro de
la suma en A (M).

Definicion 2.7. N es un A-submddulo del A-mo6dulo por la izquierda M, si N es un
subgrupo de (M,+) y tal que an € N, Va € Ay ¥Yn € N. Es decir, N es también un

A-modulo por la izquierda.

Es muy facil demostrar que N es un submodulo del A-moédulo M si, y solo si,
ax +by € N,Va,be Ay Vz,y € N.

Si N es un A-submédulo del A-mo6dulo por la izquierda M, el grupo abeliano M /N
adquiere estructura de A-modulo por la izquierda con la operacion a(m+ N) := am+ N
(que esté bien definida, pues para m + N = m’ + N se tiene m —m’ € N y, por tanto,
a(m —m') =am —am’ € N, es decir, am + N = am’ + N,Va € A).

Anélogas consideraciones para estructuras por la derecha. El propio anillo A es un
ejemplo de A-moédulo por la derecha y por la izquierda.

Definiciéon 2.8. Si A es un anillo, los A-submodulos del A-moédulo por la izquierda
(derecha) A seran denominados ideales por la izquierda (derecha) de A. Los ideales

bilateros de A, que llamaremos ideales, son los ideales por ambos lados.

Si f: A - B es un homomorfismo de anillos, el niicleo de f considerado como
homomorfismo de grupos abelianos es ahora un ideal bilatero.

Si I es un ideal bilatero de A la operacion (a+1)(b+ 1) := ab+ I esta bien definida
y dota al grupo abeliano cociente A/I de estructura de anillo, y el homomorfismo
canonico de paso al cociente ¢r: A — A/I es homomorfismo de anillos. Si f: A — B es
un homomorfismo de anillos el nicleo de f considerado como homomorfismo de grupos
abelianos es ahora un ideal bilatero. De hecho un subconjunto I del anillo A es ideal
bildtero de A si, y solo si, es ntucleo de un homomorfismo de anillos f: A — B, para
algin anillo B. Para un homomorfismo de anillos f: A — B los homomorfismos que
aparecen en la descomposicién canodnica de f como homomorfismo de grupos abelianos
son también homomorfismos de anillos. Un isomorfismo de anillos es un homomorfismo
biyectivo.
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Definicién 2.9. Si M y M’ son A-mo6dulos por la izquierda, una aplicacion f: M — M’
es un homomorfismo de A-modulos si lo es de grupos abelianos y ademas f(am) =
af(m),Ya € Ay Ym € M. Equivalentemente, la aplicacion f: M — M’ es homomor-
fismo de A-modulos si f(ax + by) = af(x) +bf(y), Va,be AyVz,y e M.

Si f: M — M’ es un homomorfismo de A-mo6dulos y N es un A-submodulo de M
entonces f(N) lo es de M’. También, si N’ es A-submoédulo de M’ entonces f~'(N)
es A-submoédulo de M. Los conceptos de niicleo e imagen de f como homomorfismo
de A-modulos son los mismos que los correspondientes como homomorfismo de grupos
abelianos, y las anteriores son afirmaciones de comprobacién inmediata, como lo es
también que si f: A — B es homomorfismo de A-modulos, los homomorfismos que
aparecen en la descomposicién canédnica de f como homomorfismo de grupos abelianos
son también homomorfismos de A-mo6dulos.

Un isomorfismo de A-mddulos es un homomorfismo biyectivo.

Teorema 2.10. Sean A un anillo, M un A-mddulo por la izquierda y N, L A-submddulos
de M tales que L C N. Entonces
i) N/L es un A-submddulo de M/N.

i1) Existe un isomorfismo de A-mddulos por la izquierda

M/N ~ (M/L)/(N/L).

Demostracion. La prueba consiste en comprobar que los homomorfismos que aparecen
en la demostracién correspondiente al Teorema anélogo de grupos son ahora también

homomorfismos de A-moédulos. O

Teorema 2.11. Sean A un anillo e I y J ideales de A tales que I C J. Entonces
i) J/I es ideal del anillo A/I.

ii) Eziste un isomorfismo de anillos

AJJ ~ (AJT) ] (J/I).

Demostracion. La prueba consiste en comprobar que los homomorfismos que aparecen
en la demostracién correspondiente al Teorema anélogo de grupos son ahora también

homomorfismos de anillos. O
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Si (Ni);cr es una familia de submodulos de un A-modulo por la izquierda M es facil
comprobar que

NicrN; ¥y ZNi = {le | z; € N;, x; =0 para casi todo i € I}
iel iel
son también submoédulos de M. La intersecciéon N;crN; es el mayor submoédulo de M

que esta contenido en todos los IV; y la suma ) .., N; es el menor submoédulo de M que
contiene a todos los N;.

Teorema 2.12. Sean A un anillo, M un A-mddulo por la izquierda y N, L A-submddulos

de M. Entonces existe un isomorfismo
(N+L)/N~L/NnN L.

Demostracion. La prueba consiste en comprobar que los homomorfismos que aparecen
en la demostracién correspondiente al Teorema anélogo de grupos son ahora también

homomorfismos de A-moédulos. O

Teorema 2.13. (Teorema de la correspondencia)

Sea A un anillo (M un A-mddulo) y J un ideal de A (N un submddulo de M).
Eziste una biyeccion que conserva las inclusiones entre el reticulo de ideales de A/J
(submdodulos de M /N ) y el de ideales de A que contienen a J (submddulos de M que

contienen a N ).

Demostracion. Para un homomorfismo de anillos f: A — B el conjunto f(A) es un
subanillo de B y son validas consideraciones semejantes a las de la observacion [I.10} si [
es ideal de A el conjunto f(I) es ideal de f(A); la imagen inversa f~!(.J) de un ideal .J de
B esideal de A que contiene al niicleo de f. También, si ¢: M — N es homomorfismo de
A-modulos y L (respectivamente, T') es submodulo de M (respectivamente, N), entonces
@(L) (respectivamente, o~ 1(T)) es submédulo de N (respectivamente, submédulo de

M que contiene al nicleo de ). (Comparese con (1.19))). O

Si M es un A-médulo por la izquierda y .S un subconjunto de M, el menor submédulo
de M que contiene a S, que denotaremos con AS y lo denominaremos submoédulo de
M generado por S, estd determinado por cualquiera de las dos propiedades siguientes:

a) AS es la interseccion de todos los submodulos de M que contienen a S.
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b) AS es el conjunto de todas las combinaciones lineales de elementos de S, es decir,

AS = {x = Zaixi | z; € Sy a; € A casi todos nulos}.

Si S ={x1,...,x,}, entonces AS = Ax1+---+ Ax,, en donde se ha escrito Az; en
lugar de A {xz;}.

Siai,...,a, son elementos del anillo conmutativo A con (ay,...,a,) se indicara el
ideal generado por el conjunto {ai,...,a,}, es decir, el A-submoédulo de A generado
por dicho conjunto.

Se comprueba facilmente que si (N;),.; es una familia de submodulos de M entonces
> icr Ni es el submoédulo generado por el conjunto User V.

Para cada anillo A existe un tinico homomorfismo de anillos ¢: Z —A. En efecto,
la condicion ¢(1) = 14 determina la imagen de cualquier ntimero natural n (c(n) =

n)
1a+---4+14) y, por lo tanto, de cualquier nimero entero (¢(—n) = —c(n)). El nicleo
de este homomorfismo esta generado (como subgrupo de Z que es) por el menor entero
positivo que contiene y Ker(c) = nZ = (n).

Definiciéon 2.14. Con las notaciones anteriores si Ker(c) = nZ, el namero natural n
recibe el nombre de caracteristica de A (Caract(A) = n), y es entonces el menor entero
positivo n tal que nly := 15+ n) +14 = 0. Ademaés, si m es un entero tal que ml4 = 0,
entonces m es multiplo de n. Notese que Caract(A) = |14] es el periodo de 14 en el
grupo abeliano (A, +).

Si A es un dominio de integridad entonces la caracteristica de A es nula o un nimero
primo. En efecto, si Caract(A) =n # 0y sin = ab con a # 1 # b, entonces nly =
(ala)(blg) =0yasi(alg) =00 (blg) = 0 contradiciendo la minimalidad de n respecto
de la condiciéon nly = 0.

Si A es un dominio, A contiene (una réplica isomorfa) al anillo Z o al cuerpo Z/pZ,
y si ademas A es cuerpo, entonces contiene (una réplica isomorfa) al cuerpo Q o a Z/pZ.
El subanillo Im(c) es el menor subanillo de A (todos los subanillos contienen a 14). Si
A es cuerpo, los cuerpos Q, si Caract(A) =0, o Z/pZ, si Caract(A) = p, son, en cada
caso, el menor subcuerpo de A, y recibe el nombre de (sub)cuerpo primo de A.

2.2. Dominios Euclideos. Divisibilidad

A partir de ahora, y salvo menciéon explicita de otra cosa, los anillos considerados
aqui seran siempre conmutativos.

En esta secciéon se revisan los elementos de la teoria de divisibilidad en dominios de
ideales principales.
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Todo subanillo de un dominio de integridad es también un dominio de integridad,
y en particular todo subanillo de un cuerpo es un dominio de integridad. Esto agota
todas las posibilidades pues de hecho se tiene:

Proposicion 2.15. Un anillo conmutativo A es un dominio de integridad si, y solo si,

A es subanillo de un cuerpo. Cada dominio A es subanillo de un cuerpo Q(A), que se

denomina cuerpo de fracciones de A y que satisface la siguiente propiedad universal:
St B es otro anillo conmutativo y f: A — B es un homomorfismo de anillos tal que

f(s) es unidad en B, para todo s € A\ {0}, entonces f se extiende de modo tunico a un

homomorfismo f': Q(A) — B.

Demostracion. Si A es dominio se considera en el conjunto A x (A\ {0}) la relacion
binaria definida por

(a,s) ~ (b,t) < at = bs,

que es una relacion de equivalencia.
El conjunto cociente Q(A) = [A x (A\ {0})] / ~ es el cuerpo de fracciones de A.

Cada clase de equivalencia [(a, s)] € Q(A) se escribira ahora [(a,s)] = a y con esta
s

: . 0 s . .
notacion se tiene 0 = — y 1 = — cualquiera que sea s elemento no nulo de A. Es facil
s s
comprobar ahora que con las operaciones definidas por

a b at + bs

st st
ab'_ ab
st st

. . . a s .a ,0 )
el conjunto Q(A) adquiere estructura de cuerpo (el inverso de — es — si — # —, es decir,
s a s’ s

si a #0).
El dominio A se identifica ahora con el subanillo de Q(A) formado por los elementos

x € Q(A) que admiten la expresion z = % Cada elemento a € A se identifica con %

Si ahora f: A — B es homomorfismo de anillos, definimos f’: Q(A) — B mediante

1 (%) := f(s)7!f(a) (por hipétesis f(s) tiene inverso en B). Es facil comprobar que

la anterior es una buena definicién para [’y que f’ (%) = f(a). Para probar la unicidad

de f’' supongase que g: Q(A) — B satisface nuestros requerimientos, entonces
a al a, 1 a {s a

o4 =080 =99 = oo = oD 2] = F@r ()7 = 1%,
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O]

En particular Q(A) es el menor cuerpo que contiene a A como subanillo. Es decir, si
K es un cuerpoy f: A — K es una inclusién o un homomorfismo inyectivo de anillos,
entonces existe f': Q(A) — B cuya restriccion a A es f'|4 = f.

Definicion 2.16. Sea A un dominio de integridad, se dice que A es un dominio de
ideales principales (DIP en lo sucesivo) si todo ideal I de A es principal, es decir,

I =(a) = Aa = {za |z € A} para un cierto a € I.

Ejemplos 2.17.
1.- Si K es un cuerpo sus tnicos ideales son 0 y K = (1).
2.- En el anillo Z de los enteros los ideales son precisamente los subgrupos y son de

la forma nZ = {nr | r€ Z}, es decir, el conjunto de los multiplos de un entero n.

Definicion 2.18. Sea A un dominio de integridad. Se dira que A es un dominio euclideo
(DE) si existe una aplicacion

9: A\ {0} —» zZ*

tal que
1.- 9(a) < 9 (ab),Va,b e A\ {0}.
2.- (Algoritmo de la division euclidea) Dados a,b € A, con b # 0, existen ¢, 7 € A

tales que

a=bqg+r,

en donde 0 (r) < 0 (b) si r # 0.

Ejemplos 2.19.

1.- Z es dominio euclideo con la aplicaciéon 9: Z\ {0} — Z* definida por d (n) = |n|
(valor absoluto).

2.- Si K es un cuerpo, el anillo de polinomios K [X] es un dominio euclideo con la

aplicacion 9: K [X]\ {0} — Z* definida por 9(f) = grado de f.

Proposicion 2.20. Todo dominio euclideo es un dominio de ideales principales.
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Demostracion. Sea I un ideal de A y sea t el menor entero positivo en el conjunto
0 (I) C N (recuérdese que el conjunto N esta bien ordenado con su orden natural, es
decir, que cada subconjunto no vacio de N tiene primer elemento). Sea b € I tal que

0 (b) =ty sea a cualquier elemento de I. Existen ¢,r € A tales que
a=bq+r,

en donde 0 (r) < d(b) =t,sir # 0. Como r = a — bq € I, r es necesariamente nulo

pues en otro caso se entraria en contradiccién con la seleccién de b. O

Definicion 2.21. Sea A un dominio de integridad.

1.- Si a,b € A, se dice que a divide a b (y se escribira a | b) si existe un ¢ € A tal
que b = ac.

2.- Sia,be A\ {0}, se dird que a y b son asociados sia | by b]|a.

3.- Un elemento a € A es irreducible si a ¢ A* y ademés

a=bc conbcec A=bec A" oce A".

Obsérvese que la relacion de divisibilidad puede ser interpretada en términos de

ideales:
albebe(a) < (b) C(a).
Por lo tanto,
a y b son asociados < (a) = (b).

Ademés, a = ub y b = wva proporcionan que a(l — uv) = 0, y, siendo A dominio de
integridad, resulta que u,v € U(A). Es decir, que los elementos asociados a uno dado
se obtienen de éste multiplicAndolo por unidades.

Obsérvese también que la relacion “ser asociado” es una relacion de equivalencia en
A,y que si a y b son asociados entonces a es irreducible si, y solo si, b es irreducible.

La irreducibilidad de un elemento depende del anillo en que se esté considerando.
Es decir, si A es subanillo de B, un elemento a de A puede ser irreducible en A pero no
en B (3 y —3 son irreducibles en Z pero no en Q).

Definiciéon 2.22. i) Un ideal p de un anillo conmutativo A se dice que es primo si es
propio (es decir, p #A) y para a,b € A\ p se tiene que ab ¢ p.
ii) Un ideal propio m de un anillo conmutativo A se dice que es mazimal si es

elemento maximal del conjunto de ideales propios de A respecto a la relaciéon de orden

definida por la inclusion.
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Proposicion 2.23. En un anillo conmutativo A son equivalentes
i) p es un ideal primo de A.

ii) El anillo A/p es un dominio de integridad.

Demostracion. i) = ii) Sean @ = a+p y b = b+ p elementos no nulos de A/p, o, lo que
es equivalente, a y b elementos de A que no estan en p. Entonces, por la definicion de
ideal primo, se tiene ab ¢ p, es decir @b # 0 en A/p.

i) = i) A/p #0 (es decir, p es ideal propio) y si a y b son elementos de A que no
estan en p se tiene que @ = a +p y b = b+ p son elementos no nulos de A/p, y como

A/p es un dominio se sigue que @b # 0, es decir, ab ¢ p. O

Proposicion 2.24. En un anillo conmutativo A son equivalentes
i) m es ideal maximal de A.

i) El anillo A/m es un cuerpo.

Demostracion. i) = i) Si @ = a + m es no nulo en A/m, es decir, si a ¢ m, se tiene
m C m+ Aa y, por tanto, m+Aa = A, es decir, para un cierto b € A y un cierto m € m
se verifica que 1 = m + ab, y entonces 1 — ab = m € m, es decir ab = 1.

i) = i) A/m # 0 (es decir, m es ideal propio). Si ademéas I es un ideal de A que
contiene propiamente a m, existird un a € I tal que a ¢ m. El elemento @ = a + m no
es nulo y tiene entonces un inverso b = b 4+ m para la multiplicacion. Como 1 — ab € m
se tiene 1 —ab € I y entonces 1 € I ya que ab € I. Es decir, necesariamente I = A. [

Como consecuencia de ambas proposiciones se obtiene de forma inmediata que todo
ideal maximal de un anillo conmutativo es un ideal primo.

Definicion 2.25. Un dominio de integridad A es un dominio de factorizacion tnica
(DFU) si:

a) Cada elemento no nulo a € A admite una factorizacion

a:upql...p;t

en donde u es una unidad en A y p1, ..., ps son irreducibles, cada dos no asociados.
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b) Tal factorizacion es esencialmente tnica; es decir, si
— ST st
a = Uql “ e ql

es otra factorizacion en irreducibles de a, entonces [ = t y, después de una reordenacion,
p; ¥ q; son asociados y r; = s;, para cada i =1,...,t.

La siguiente Proposicién establece un resultado fundamental.

Proposicion 2.26. Si A es un DIP y 0 # a € A, son equivalentes
i) (a) es ideal primo de A.
ii) a es irreducible en A.

ii1) (a) es ideal mazimal de A.

Demostracion. i) = ii) El elemento a no es unidad pues el ideal (a) es propio por ser
primo, y si a = bc € (a), entonces b € (a) o ¢ € (a). En el caso b € (a), se tiene b = ua,
para algin u € A, y asi a = bc = auc, de lo que resulta a(1l — uc) = 0y, por tanto,
1 = ue, al ser A dominio de integridad. Similar resultado se obtiene si se supone ¢ € (a) .

i) = 4ii) Sea I un ideal de A estrictamente mayor que (a). Como A es un DIP
existe un b € A tal que I = (b) y de (a) € (b) resulta a = bc para un cierto ¢ € A.

Como a es irreducible y (a) # (b) resulta que b es unidad en Ay [ = A.

1i1) = i) Todo ideal maximal es primo. O

Por ejemplo, en el anillo Z si p € Z™ se tiene que, p es ntimero primo < (p) es ideal
primo de Z < (p) es ideal maximal de Z.

Proposicion 2.27. Todo DIP es un DFU.

Demostracion. Se probara en primer lugar que todo elemento no nulo de A admite una
tal factorizaciéon. Si a,b € A son asociados, a admite una factorizacién en irreducibles

si, y solo si, b la admite también. Veamos que el conjunto
S ={(a) € A | 0# a no admite factorizacion en irreducibles}
es vacfo. Supongamos que & # ) y que

(a1) C (ag) C -+~ C(a;) C---
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es una cadena de ideales en &. Entonces U;(a;) es un ideal propio de A (en otro caso
1 seria un elemento de algin (a;)) y, por lo tanto, U;(a;) = (b) ya que A es un DIP.
Entonces b € (a;) para algin ¢ y asi (b) = (a;) € & con lo cual & resulta un conjunto
inductivo si no es vacio y, en ese caso, existen elementos maximales en & en virtud
del Lema de Zorn. Sea (a) maximal en &, entonces a no es irreducible y existe una
factorizacion a = be en donde ni b ni ¢ son unidades. Ahora (a) € (b) y (a) C (¢), y por
la maximalidad de (a) los elementos b y ¢ admiten sendas factorizaciones en irreducibles
cuyo producto es una factorizacion en irreducibles para a. Por lo tanto, & = () y cada
elemento no nulo a € A admite una factorizacion en irreducibles.
Sean

a=upl'py?---pi' =vgirqx? - q" (¥)

dos factorizaciones en irreducibles de a. Como (p1) es un ideal primo de A , algin
q; es elemento de (p1). Después de una reordenacion, se puede suponer ¢; € (p1) v,
por tanto, (¢1) = (p1), por la maximalidad de (q1). Asi p; y ¢1 son asociados y si
r1 > 1, al ser A dominio de integridad, resulta upy* ™ *'py? - - - pi* = v'¢3* - - - ¢, en donde
v’ es una unidad. Si 7y > s1, de la anterior igualdad se deduce como antes que p;
es asociado a algin ¢; con j € {2,3,...,1}, resultando asi asociados los irreducibles
q1 'y gj lo cual es contrario a la naturaleza de las factorizaciones. Si 71 < s1 se tiene

Tt __ /,.S1—T1

upy? - pyt = v"qi 7" g5 -+ - q)" (con v” unidad de A) y de forma anéloga se deduce

que p; es asociado a otro p;, ¢ € {2,3,...,t}. Por lo tanto, r; = s; y asi se obtiene

T 7 /.S
upzz...ptt — rl)q22.

--qlsl. Repitiendo el proceso para irreducibles sucesivos se llega a
una expresion en la que han desaparecido todos los irreducibles de uno de los dos
miembros de la igualdad inicial (*). Ese es el momento final de la prueba ya que ello es
solamente posible en el caso de que hayan desaparecido también todos los irreducibles
del otro miembro de dicha igualdad, pues de otro modo resultaria que un producto
de irreducibles es una unidad. Entonces el namero de factores que son potencia de
irreducibles es el mismo en las dos factorizaciones y, como se ha visto, los factores

irreducibles de una de ellas son asociados a los correspondientes de la otra y aparecen

ademés con los mismos exponentes. O
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Definicion 2.28. Si A es un dominio de integridad y a1, ..., a, € A, se dice que d es un
mdzximo comin divisor de los elementos ay,...,ay,, y se escribird d = med(aq, ..., a,)
si verifica:

1)d|a; Vie{l,...,n},y ademas
2)si ce Aestal quec|a; Vie {1,...,n}, entonces ¢ | d .

Se dird que a,b € A son primos entre si (o que a y b son coprimos) si 1 = med(a, b)
Obsérvese que un maximo comin divisor, si existe, estd definido salvo unidades, es
decir, que d = med(aq, . .., a,) < du = mcd(aq, .. .,ay,),Vu € A*.
Proposicion 2.29. Si A es un DIP, ai,...,a, € A y d = mcd(ay,...,ay), entonces

(d):(a1)+---+(an)=(al,...,an).

Demostracion. El ideal (a1) 4+ -+ + (an) = (a1, ..., a,) estd generado por un elemento
d € A ya que el anillo A es un DIP, y entonces (ai),...,(a,) C (d) o, lo que es lo
mismo, a; € (d), Vi € {1,...,n};esdecir, d | a; Vi € {1,...,n}. Sice€ A, la condicion
c|a; Vie{l,...,n} equivale a que a; € (¢) Vi € {1,...,n}, y en ese caso se tiene

(d) = (a1) + -+ (an) C (¢), es decir, ¢ | d. O

Corolario 2.30. (Teorema de Bézout) Si A es un DIP y a,b € A, entonces a y b son

coprimos si, y solo si, existen r,s € A tales que 1 = ra + sb.

Definicion 2.31. Si A es un dominio de integridad y ay,...,a, € A se dice que m es
un minimo comun multiplo de aq, ..., a,, y se escribird m = mem(aq, ..., ay,), si
1) a; | m, Vi€ {1,...,n}, y ademaés,

2)sice Aestal que a; | ¢ Vi€ {1,...,n}, entonces m | c.

Proposicion 2.32. Si A es un DIP, ay,...,a, € A y m =mem(aq,...,a,), entonces

(m) = Niy (@)

Demostracion. El ideal N}, (a;) esta generado por un elemento m € A ya que el anillo
A es un DIP. Ademas N} (a;) esté constituido por los elementos de A que son multiplos
de a; Vi € {1,...,n}, por lo que un elemento de A es multiplo de a;, Vi € {1,...,n} si,

y solo si, es miltiplo de m. O
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Obsérvese que, como en el caso del maximo comun divisor, el minimo comiin miultiplo
estd determinado salvo unidades.

Recuérdese que si A es un DE con aplicacion euclidea 9: A\ {0} — Z*, existe un
algoritmo para el calculo del maximo comun divisor de D, d € A.

Si D =dg+dj con 0(dy) < d(d) o bien di = 0, en cuyo caso med(D,d) = d y se
habré finalizado ya. Si no es asi, de nuevo d = dyq; + dg con 9 (d2) < 9 (dy) < 9(d)
o d2 = 0. Recurrentemente se construyen d;_1 = d;q; + d;j+1 con 0 (di+1) < 0(d;) <

- < 0(dy) < 0(d) y existe entonces un t tal que d; = 0. Si d; es el primer resto
nulo, entonces di—1 = med(D, d). La prueba consiste en observar que (D, d) = (d,d;) =
(di,d2) = -+ = (dt—2,dt—1) = (d¢-1).

2.3. Anillos de Polinomios

Dedicaremos ahora nuestra atencién a recordar algunas cuestiones sobre anillos de
polinomios. No se daran demostraciones de resultados que supondremos ya conocidos.

Si S es un conjunto (el conjunto de indeterminadas) denotaremos con N (S) el mo-
noide conmutativo libre sobre S cuyos elementos son las aplicaciones v: S — N de
soporte finito (es decir, tales que v (X) = 0, para casi todo X € S). En el monoide
N (S) la operacion (multiplicacion) esta definida por

(v1) (X) = v (X) + p(X) VX € S,

y, si X € Sy n es un nimero natural, se denota con X™ € N (S) la aplicacion v: S — N
tal que v (X) =nyv(Y) =0, para todo Y € S\ {X}. Con esta notacion y con la
definicion de producto en N (S), se tiene que

XXM = X" v que X? =¢, VX €5,

donde e es el neutro de N (S), es decir, la aplicacion constante e(X) = 0,VX € S. Si
X1, Xs,..., X, €8, la aplicacion v = X" X532 --- X" : S — N es tal que v (X;) = n,,
parai=1,2,...,r, yv(Y) =0 para todo Y ¢ {X;, Xo,..., X, }. Obsérvese que cada
v € N(S) admite una tinica expresion v = [[ y.g X**) (en la que casi todos los factores
son iguales a e, los correspondientes a aquellos X € S para los cuales v (X) = 0) como
consecuencia de la finitud del soporte de cada v € N(S). A los elementos de N (S) se
les denominara monomios en S.

Si ahora A es un anillo conmutativo y N un monoide (multiplicativo) conmutativo
denotaremos con A [N] el A-modulo libre de base N. Los elementos de A [N] son las
aplicaciones f: N — A también de soporte finito (es decir, tales que f(v) = 0 para casi
todov € N).Siv € Nya € Asedenota con av al elemento f € A[N] tal que f(v) =a
y f(u) =0, para todo p € N, u # v. La suma en A [N], que dota a A [N] de estructura
de grupo abeliano, esté definida por

(f +9) W) = f(v) +g9(v),
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y el producto por elementos de A mediante
(af)(v):=af (v), paraa€ Ay v € N.

Es facil comprobar que con estas operaciones A [N] satisface todas las condiciones ne-
cesarias para ser el A-moédulo libre sobre N. Cada elemento f € A[N] tiene una tnica

expresion
= fww

veN

con solamente un namero finito de sumandos no nulos (es decir, f(rv) = 0, para casi
todo v € N). Notese que el 0 de A[N] es el elemento Ov, para cualquier v € N.

El A-médulo libre A [N] tiene ademés estructura de anillo conmutativo como con-
secuencia de que N es monoide conmutativo. En efecto, se define una multiplicacién en
A [N] mediante:

(fo)(7) = > f()gw),
pr="y
expresion en la que solamente hay un ntmero finito de sumandos no nulos, ya que casi
todos los f(v) y casi todos los g(u) son nulos. El elemento neutro de este producto es la
aplicacion de N — A que con nuestra notacion se escribira le (en donde e es el elemento
neutro de N, y 1 es el de la multiplicacion de A). Este elemento se denotara con 1 = le.
Se comprobara que A [N] es un anillo conmutativo y que la aplicacion ¢: A — A[N],
definida por ¢(a) = ae, es homomorfismo de anillos.

Si ahora se toma N = N(S), al anillo A[N(S)] se le denotara con A[S] y se le
llamara anillo de polinomios con indeterminadas en S (o sobre S) y coeficientes en A.
Cada elemento tiene ahora una tnica expresion

f: Z ayV = Z ay HXV(X) (*)a

veN(S) veN(s) XeS

en donde se ha puesto a, = f(v) y, por supuesto, a, = 0 para casi todo v € N(S).
Esta expresion se puede hacer méas explicita teniendo en cuenta que en ella solamente
intervienen un numero finito de sumandos no nulos y un ntmero finito de expresiones
XV diferentes de e (ahora e = X" para cualquier X € 5)

F= Y o XP - X0 (M),
veN(S)

Las Xj,...,X, € S son las variables que intervienen de modo efectivo (es decir, con
algtin exponente no nulo) en alguno de los sumandos de (*). En aquellos sumandos de
(*) en las que no interviene, X; aparecera elevada a exponente 0 en el correspondiente
sumando de (**). La expresion (**) es ya mas familiar y el elemento f es un polinomio
con coeficientes en A y con indeterminadas en S.

Proposiciéon 2.33. La aplicacion \: S — A[S] definida por A\(X) = 1X*' y el ho-

momorfismo ¢: A — A[S] definido por ¢ (a) = ae wverifican la siguiente propiedad
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universal: si ¥: A — B es un homomorfismo de anillos conmutativos y x: S — B es
una aplicacion, entonces existe un unico homomorfismo de anillos X: A[S] — B tal

que YX o X =x yPpXop =1 (propiedad universal del anillo de polinomios A[S] ).

Demostracion. Utilizando la naturaleza de monoide conmutativo libre de N (S) y la de
A-modulo libre de A[S] se encuentra el homomorfismo de A-moédulos ¥X: A[S] — B

definido mediante

¢X< Z ay H XV(X)) = Z Y (ay) H (A (X)]V(X)v

veEN(S)  XeS VEN(S) Xes

y es muy facil probar que es homomorfismo de anillos. O

El homomorfismo ¥X seréd denominado evaluacién en Yy.
Si ahora S es el conjunto finito S = {X1, ..., X} se escribira A[S] = A [X1,..., Xy]

y cada polinomio en las variables X1i,..., X, con coeficientes en A, es decir cada f €
A[X1,...,Xy,], tiene una expresion candnica
f = Z Quy,..., VnXill X;;n
(V)=(v1,....,vn)
con (v) = (vi,...,vn) € N" y ay, ., € A casi todos nulos. Cada X{*--- X} es un

monomio y la canonicidad de la expresiéon anterior indica que los coeficientes estan de-
terminados de modo tnico por los monomios cuando se han escrito solamente monomios
diferentes. No se olvide que el conjunto de los monomios es una base de A [X71,..., X,]
como A-moédulo libre. Diferentes expresiones no canoénicas de f pueden ser obtenidas
a partir de la canénica descomponiendo uno o varios de sus coeficientes en suma de
nuevos elementos de A.

Definicién 2.34. Para un monomio M,y(X1, ..., X;) = X|* -+ X}/ se define el grado

como el entero 8(M(U)) =11+ -+vy,. Para el polinomio f = Z(u)=(u1,...,un) Ay . M)
se define el grado como O(f) = méuxa(v#o 0 (M(U)) . Un polinomio se dice que es homo-
géneo si todos sus monomios (es decir, aquellos que aparecen en su expresion canoénica

con coeficiente no nulo) tienen el mismo grado.

Observacion 2.35. Si A es subanillo del anillo B se puede considerar A[S] como subanillo
de BIS]. En efecto, a partir de x = idg y de ¢: A — B la inclusion, el homomorfismo

PX: A[S] — B[S] obtenido como en (2.33)) es inyectivo.
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Si S C T es una inclusion de conjuntos y A es anillo conmutativo resulta también
una inclusion de anillos A [S] C A[T]. Ademéas si T'= SUL, entonces A [T] = A[S][L].
En particular, A[X,Y] = A[X][Y].

2.4. Factorizacion de polinomios

La mayor parte de estas notas se dedicaran a estudiar cuestiones que conciernen
a polinomios en una variable, es decir, elementos de A[X] y, frecuentemente, A seré
ademaés un cuerpo.

Definicién 2.36. Si f = a, X" +ap, 1 X" '+ + a1 X + ag € A[X] con a, # 0,
entonces O(f) = n es el grado de f y a, es su coeficiente principal; ag serd llamado
término independiente de f. El polinomio f se dird que es mdnico si su coeficiente
principal es 1. Los polinomios no nulos de grado cero son identificados con las constantes,
es decir, los elementos de A no nulos.
T . S .

Sif= Z a; X'y g= Z b; X7 son polinomios con coeficientes en cualquier dominio

de integrid;(i) K y con arj;é 0 # bs (es decir, d(f) =7y 0(g) = s), entonces 9 (fg) =

r+ s, pues a,bs 0y
r+s

fg= kzo ( Z a,;bj)Xk.

=0 i+j=k

Si K esun cuerpoy f = aX +b € K[X] es un polinomio lineal (es decir, de grado 1)
entonces f es irreducible. En efecto, las unidades de K[X] son los polinomios de grado
0, y una factorizacion f = gh, con g,h € K[X], proporciona 0 (g) =00 d(h) =0, en
virtud de lo anterior

Proposicion 2.37 (Algoritmo de la division de polinomios). Si A es un anillo conmu-
tativo, f,g € A[X] son polinomios no nulos y el coeficiente principal de g es una unidad

de A, entonces ezisten unicos q,r € A[X] tales que
f=gq+7r con dr < dg, sir #0.

Se dice que q y r son, respectivamente, cociente y resto de la division del polinomio f

entre el polinomio g.
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Demostracion. Se puede suponer 9(f) > 9(g) pues de lo contrario bastara tomar ¢ = 0
yr=Ff
Sean entonces f = ap, X"+ -+ a1 X +ayy g = by X"+ -4+ b X + by con

b € U(A), a, # 0y n > m. Poniendo hy = a,b,,! X"~ ™ se tiene que el polinomio
fi=f—gh1 = ¢, X" 4+ términos de menor grado,

es de grado 1 < n o el polinomio nulo. Si f; # 0y r1 > m tomemos ho = cmb,;lX”*m
y pongamos

fo = fi — gha = d,, X" 4+ términos de menor grado

que es de grado 72 < 71 si no es el polinomio nulo. Obsérvese que f = f1 + ghy =
fo + gha + gh1 = g(h1 + he) + f2. Se reitera el proceso obteniendo polinomios f; de
grados descendentes 7; < 1;-1 < -+ < 1rg < 11 < n, proceso que se interrumpe al llegar
a un polinomio f; = 0 o con I(f;) < m. Se tiene f = g(hy + ha + -+ hy) + fi, y asi
basta entonces con poner ¢ = hy + ho +---+ hy y r = fi.

Si f =¢q¢g+1r" = qg+r también con I(r') < I(g), se tiene (¢ — ¢')g = r —r'.
Como ¢ no es divisor de cero en A[X] al tener coeficiente principal una unidad de A,
entonces ¢ = ¢’ si, y solo si, r = /. Si fuese ¢ — ¢’ # 0, se tendria, d(g) < d[g9(q — ¢)] =
A(r—r") < max{d(r),d(r")} ya que el coeficiente principal de g es una unidad. Resultaria
asi d(g) < max{d(r),d(r")}, lo cual no es posible. Por tanto, ¢ = ¢’ y asi también
r=r. O

Si K es un cuerpo, la aplicacion 9: K [X]\ {0} — Z™, que satisface las condiciones
de (2.18)), proporciona al anillo de polinomios K [X] la estructura de dominio euclideo.
Por lo tanto, K [X] es un dominio de ideales principales y entonces un dominio de
factorizaciéon tnica . Las unidades del anillo K [X] son los elementos no nulos de
K y cada polinomio f(X) € K [X] admite una expresion f = p}* ---p;* (esencialmente
tinica) como producto de factores irreducibles en K[X].

Reciprocamente, si para un anillo conmutativo A el anillo de polinomios A[X] es
un DIP, entonces A es un cuerpo. El homomorfismo h: A[X] — A consistente en la
evaluacion en 0 € A, es decir, h(f) = f(0) para f € A[X], es sobreyectivo (a = h(a),
Va € A) y tiene por ntcleo el ideal (X) (h(f) = f(0) = 0 < X divide a f). Por lo tanto,
A ~ A[X]/(X). Ahora, en el caso de que A[X] es un DIP el anillo A es un cuerpo ya
que el ideal (X) es maximal, pues X es irreducible y se aplica . Para probar la
irreducibilidad de X obsérvese que A es dominio de integridad al ser subanillo de A[X]
y, como ya se ha dicho, A ~ A[X]/(X). En particular, Z [X] no es un DIP.
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Definicién 2.38. Los elementos irreducibles en el DFU K [X] se llamaran polinomios
irreducibles en K [X] (también se dird que son irreducibles sobre K). Los polinomios

no irreducibles se dird que son reducibles.

Como K [X] es un DIP si K es un cuerpo, se obtiene de forma inmediata un impor-
tante

Corolario 2.39. Si K es un cuerpo y f € K [X], son equivalentes las afirmaciones
i) (f) es ideal primo de K [X].
it) [ es irreducible en K [X].
iii) (f) es ideal maximal de K [X].

Demostracion. Es consecuencia inmediata de ([2.26]) O

Definicion 2.40. Sean A un subanillo de B, b € B, ¢: A — B la inclusién y la

aplicacion b: {X} — B definida por b(X) = b, el tnico homomorfismo obtenido por

la propiedad universal del anillo de polinomios (2.33)), ¥: A[X] — se denominara

evaluacion en b, y para cada f € A[X] el elemento wb (f) := f(b) sera el valor numérico
] si

fb) =

de f en b. Se dird que b € B es un cero, o una raiz, de f € A[X

Proposicion 2.41. (Teorema del resto)
Sean A un anillo conmutativo, f € A[X] un polinomio no nulo y o € A. El resto

de la division de f entre X —a es f(a).

Demostracion. Como el coeficiente principal de X — « es unidad en A, existen tnicos
g,r € A[X] tales que f = (X —a)g+ 7, con Or < (X —a) =1 (si r # 0). Como la
evaluacion en « es un homomorfismo, se tiene que f (a) = (o — a)q(a) + r(a) = r(«).

Pero Or = 0, es decir, r € A y, por lo tanto, r(a) = r = f(a). O

Corolario 2.42. (Teorema del factor)
Sea A un anillo conmutativo, f € A[X] un polinomio no nulo y o € A. Entonces

X — «a divide a f en A[X] si, y solamente si, « es un cero de f.

El anterior corolario admite una generalizacion en el caso de que A sea un dominio
de integridad.
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Proposicion 2.43. Si A es un dominio de integridad, f € A[X] es un polinomio no

.
nulo y aq,...,a, € A son ceros distintos de f, entonces el polinomio [] (X — o) divide

a fen A[X]. -

Demostracion. Por induccion en r. Para r = 1 es el Teorema del factor. Supuesto r > 1
r—1

y que el resultado es valido para r — 1 el polinomio [] (X — ;) divide a f en A[X],
i=1

_QH *az

para un ¢ € A[X]. Como A es dominio de 1ntegr1dad

es decir,

implica ¢ (o) = 0, que por el Teorema del factor proporciona ¢ = (X — ) h para un

cierto h € A[X]. Se tiene asi
f= hH — ;). O

Corolario 2.44. Si A es un dominio de integridad y f € A[X] es un polinomio de
grado n = 0, entonces
1) El niimero de ceros diferentes de f en A es a lo sumo n.

2) Si f tiene n ceros diferentes aq,...,an € A, entonces
f=cX —a1) (X —an),
en donde ¢ € A es el coeficiente principal def.

Demostracion. 1) Si aq,...,a, € A son los ceros distintos de f en A

f h H - a’t )
con h € A[X] por el corolario anterior. Como A es dominio de integridad n = 9 (f) =

3(h)—|—8( ﬁ (X—Oéi)) =0(h)+r=r
i=1
2) Como consecuencia de 1)
=]l X —a),

=1

con 0 (h) =0, es decir, h = ¢ € A es el coeficiente principal de f. O
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Los anteriores resultados no son validos si A no es un dominio de integridad. Por
ejemplo, 1, 3,5 € Zg son ceros distintos del polinomio f = 3X + 3 € Zg [X].

En relacion con la estructura de dominio euclideo de K [X] es importante poder
disponer de criterios que permitan averiguar si un polinomio dado es irreducible. Ob-
sérvese, en primer lugar, que todo polinomio lineal f = aX + b € K[X] es irreducible
en K[X]. El reciproco no es cierto en general como establece la siguiente Proposicion.

Proposicion 2.45. Si K es un cuerpo son equivalentes las afirmaciones:
i) Todo polinomio irreducible en K [X] es lineal.

ii) Todo f € K [X] con O (f) > 1 tiene al menos un cero en K.

Demostracion. i) = ii) Sea f € K [X]con 0 (f) > 1, ysea f = f1--- f, la factorizacion
de f enirreducibles (K [X] es un DFU), que por hipétesis son lineales. Cada f; = a; X +b;
admite como cero a —b;a; 1 e K, que también es un cero de f

i) = 1) Si f € K[X]ysio(f) > 1, f admite un cero a € K, en virtud de la hipotesis,
y es divisible por X —a en K[X] (2.42), es decir, f = (X —a)g con d(g) = 9(f)—1 > 0.
Los polinomios X — « y g no son unidades de K[X], al ser de grado mayor que cero, y

entonces f no es irreducible. O

Los cuerpos que satisfacen las condiciones de la Proposicion anterior se dice que son
algebraicamente cerrados.

Como se ve, la naturaleza del cuerpo de coeficientes también incide en la posible
irreducibilidad de un polinomio. Se demostrara que todo polinomio no constante
con coeficientes en C se descompone en factores lineales en C [X]. Segtin esto los tinicos
polinomios irreducibles en C [X] son los lineales, sin embargo un polinomio no lineal
f € R[X] puede ser irreducible en R [X] (basta tomar f = aX? +bX + ¢ con A (f) =

b? — dac < 0 (2.46)).
Proposicion 2.46. Si K es un cuerpo y f € K [X] con d(f) =2 00 (f) = 3, entonces

f irreducible en K [X] si, y solo si, f no tiene ceros en K.

Demostracion. Si f = gh es una factorizacion en K[X] y ambos factores son no cons-
tantes entonces necesariamente alguno de ellos es lineal y, por tanto, tiene un cero en
K.

Reciprocamente, si f tiene un cero o en K, f es divisible por X — « y el
cociente es de grado al menos 1, por lo que f resulta factorizado en no unidades de

K[X]. O
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Observacion 2.47. Solamente con objeto de facilitar la formulacién de ejemplos y ejer-
cicios, admitiremos por el momento como verdadero el resultado que afirma que todo
polinomio no constante con coeficientes ntimeros reales tiene al menos un cero comple-
jo. Esto es consecuencia del Teorema fundamental del Algebra que sera probado més

adelante en ([5.16)).

Proposicion 2.48. Los polinomios irreducibles en R[X] son de grado 1 o 2. Un po-
linomio f = aX?+bX +c € R[X] , con a # 0, es irreducible en R [X] si, y solo si,
A (f) = b? —4ac < 0.

Demostracion. Si f € R[X]y a=a+bi € C\R es un cero de f, entonces @ = a — bi

también lo es. La conjugacion

(-):C—=C

a=a+bi—~a=a—0bi

es un automorfismo y @ = a para todo a € R.
Si f=ap, X"+ - +a1X +ap € R[X], se tiene f (o) = apa” +---+a1a+ag =0,
y entonces

0=0=f(a) =apa™ + - +arat+a=a,a" + - +aa+a

— @+ aa+ag=f(@).

Si f es irreducible en R [X] y no lineal, entonces f es divisible en C [X] por el polinomio
(X — a)(X — @) pues f admite al menos un cero complejo no real, a, ya que en otro
caso f no seria irreducible en R [X].

Como el polinomio (X —a)(X —@) = X2 — (a+a) X+ aa tiene coeficientes reales,

se tiene necesariamente f = ¢(X — a)(X — @) con ¢ € R. O

Proposicion 2.49. Si f € R[X] es de grado impar, entonces fadmite, al menos, un

cero real.

Demostracion. Cada cero o € C\ R de f determina que f es divisible en C[X] por
(X —a) (X —@) y, por tanto, existe un g € C[X] tal que f = g(X —a) (X —@).
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Como (X — a) (X — @) tiene sus coeficientes reales lo mismo le sucede a g (unicidad
del cociente y del resto de la division euclidea en C[X] (2.37))). Reiterando el proceso,

resulta que si f no tiene ninguna raiz real entonces

f=c]][X* = (i + @) X + cuiew]
=1

donde c es el coeficiente principal de f y los «; son complejos no reales. Por lo tanto, si

f € R[X] no tiene ceros reales su grado es par. O

El estudio de la irreducibilidad en Q [X] es considerablemente méas complicado. De
hecho veremos que existen polinomios irreducibles de cualquier grado . Nuestro
préximo objetivo es establecer ciertos criterios que permitiran reconocer la irreducibili-
dad de algunos polinomios con coeficientes racionales. No seran criterios que permitan
decidir sobre la irreducibilidad de cualquier polinomio, pero seran muy Tutiles.

Definicion 2.50. Si f = Y a;X* € Z[X] es no nulo, se define el contenido de f como
cont(f) := med(ag, ..., an).
Se dird que f es primitivo si cont(f) = 1.

Observacion 2.51. Sea 0 # f =ap, X" +---+ ap € Z[X]. Entonces:
a) Si0#a€Z se tiene
cont(af) = acont(f)

b) Existe un polinomio primitivo g € Z [X] con 9(f) = 9(g) tal que f = cont(f)g.

En efecto, basta con considerar que si f = a, X" + -+ a1 X +ag y ¢ = cont(f), el
polinomio g = C%"X T4 a—ch + a—co € Z[X] satisface los condiciones exigidas.

Reciprocamente si 0 # f € Z[X] es tal que f = cfi, con fi € Z[X] primitivo,
entonces ¢ = cont(f).

c) Si p es un namero primo y ¢,: Z — Z, es el homomorfismo canénico, la pro-
piedad universal del anillo de polinomios permite obtener el homomorfismo
Pp: Z[X]— Z, [X] definido para h = > g a; X" mediante p,(h) = h = > ga; X" El
homomorfismo @, recibira el nombre de homomorfismo de reduccion maodulo p.

Como el polinomio h = Y ( a; X" € Z[X] es primitivo si, y solo si, sus coeficientes

a; no tienen ningun divisor primo comun, entonces para cada nimero primo p existe un
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i€ {0,1,...,n} tal que p no divide a a;. Se puede afirmar asi que: h es primitivo si, y

solo si, @,(h) # 0 para todo primo p.

Proposicion 2.52. (Lema de Gauss)
Si f,g € Z[X] son polinomios primitivos entonces su producto fg es primitivo

también.

Demostracion. Para cada primo p se tiene que ©,(fg) = @p(f)Pp(g) #0, yaque fy g
son primitivos (2.51)) ¢) y Z;, [X] es un dominio de integridad. O

Corolario 2.53. Si f,g € Z[X], entonces cont(fg) = cont(f)cont(g).

Demostracion. Por (2.51]) b) Se puede escribir f = cont(f)f1, g = cont(g)g1, con fi y
g1 polinomios primitivos, y por (2.51) a) se tiene que

cont(fg) = cont(f)cont(g)cont(fig1) = cont(f)cont(g).

en virtud del Lema de Gauss. OJ

Lema 2.54. Sea f € Z[X]. Si f admite una factorizacion f = gh con g,h € Q[X],
entonces ezisten g1, hy € Z[X] con d(g) = d(g1), O(h) = d(h1) y tales que f = g1hy.

Demostracion. Para la factorizacion f = gh con f,g € Q[X] seleccionamos ¢,d € Z
tales que cg = ¢’,dh = h’ son polinomios con coeficientes enteros y, por lo tanto,
cdf = ¢'h'y 9(g) = 9(¢') y 9(h) = 9(h'). Existe entonces un entero n > 1 tal que
nf=gh' con g, h € Z[X]ycond(g)=09(g")y dh)=9(h'). El conjunto de ntimeros
naturales m para los cuales existen g, hy, € Z[X] con 9(g) = 9(gm), O(h) = O(hm) y
tales que mf = gphm es, por tanto, no vacio y admite entonces un primer elemento (el
orden natural es un buen orden para N). Sea ¢ el menor nimero natural tal que existen
gt,he € Z[X] con 0(g) = 9(gt), O(h) = d(ht) y con tf = ghy. Probaremos que ¢ = 1
con lo que el Lema quedaré demostrado.

En efecto, si t # 1 existe un ndmero primo p tal que ¢ = pr, con r < t otro
namero natural. El nimero primo p no es divisor de todos los coeficientes de g; ni de

todos los coeficientes de h¢, ya que si p divide a todos los coeficientes de g; existe un



2.4. FACTORIZACION DE POLINOMIOS 67

g2 € Z[X] con 9(g2) = 9(g¢) y con g = pga, con lo cual resulta prf = pgah; y, por
tanto, rf = goh¢, lo que contradice la minimalidad de ¢. Lo mismo sucede si se supone
que p divide a todos los coeficientes de h;. Ahora utilizando la reduccién moédulo p se
tiene @,(tf) = @p(91)Pp(he) = 0 en Z, [X] ya que tf tiene sus coeficientes multiplos
de p. Como Zjy [X] es dominio de integridad resulta $,(g:) = 0 0 @p(ht) = 0, lo que
contradice la afirmacién ya probada de que p no divide a todos los coeficientes de g ni

de hy. O

Teorema 2.55. Sea f € Z[X] con O(f) = 1. Son equivalentes las afirmaciones
i) St f es irreducible en Z[X].

i) Si f es primitivo e irreducible en Q [X].

Demostracion. i) = ii)

Si f es irreducible en Z [X], de f = cont(f)f1 se obtiene cont(f) = 1. Supongamos
que f = gh, siendo g,h € Q[X]. Por el Lema [2.54] existen g1,h1 € Z[X] con d(g) =
9(g1), (h) = 9(h1) y tales que f = g1hy. De la irreducibilidad de f en Z [X] se obtiene
que g1 = £1 0 hy = £1, y asi 9(g) = 9(g1) = 0 o bien d(h) = d(h1) = 0, es decir, uno
de los factores g o h es una unidad en Q [X].

i) = i)

Si f es irreducible en Q[X] y si f = gh con g,h € Z[X] C Q[X], necesariamente
uno de los factores g o h es una unidad en Q[X] y entonces un ntimero entero. Si
g = ¢ € Z entonces f = ch y, como 1 = cont(f) = cont(ch) = ccont(h), resulta
g = ¢ = =%1, es decir, g es una unidad en Z[X]. O]

Obsérvese que se ha probado que para polinomios primitivos la irreducibilidad sobre
7Z es equivalente a la irreducibilidad sobre Q.

La condicién de que f es primitivo es fundamental en la afirmaciéon anterior. El
polinomio f = 2X +4 es irreducible en Q[X] y no lo es en Z[X].

El anillo Z [X] no es un DIP sin embargo es un DFU. Como consecuencia del resul-
tado anterior se tiene el

Corolario 2.56. Z[X] es un DFU. Sus elementos irreducibles son nimeros primos o

polinomios primitivos que son irreducibles en Q [X].
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Demostracion. De una hipotética factorizacion en Z [X] de un nimero primo, argumen-
tando con los grados de los factores se obtiene una factorizacién en Z de dicho ntmero
primo. Por tanto, todo nimero primo es un elemento irreducible en Z [X].

Ademaés Z [X] es un dominio de integridad al serlo Z. Si f € Z [X] y f = cont(f) f1,
la factorizacion en irreducibles de Q[X] del polinomio primitivo f1 = up]'---p;* (en
donde u es un nimero racional no nulo) proporciona, mediante su multiplicacion por
el producto de todos los denominadores de los polinomios p; y el de u, una expresién

Tt

cfi = vqi' -+ ¢ en donde ahora los ¢; (i = 1,...,t) son polinomios con coeficientes
enteros, ¢,v € Z y donde, para cada i, se tiene dq; = Op; al ser ¢; y p; asociados en

Q [X]. Se obtiene cont(cfi) = ¢ = v ][] cont(g;)™ (2.51|, b) y[2.53]) y también la igualdad

()

cf = Uq? .. 'q:t _ U(H Cont(qi)Tz’)q,{l .. .q£Tt7
7

en donde, para cada i, se ha puesto ¢; = cont(g;)q, con ¢} primitivo (e irreducible en

1

/"1

Z X por ser asociado a p; en Q[X]). Por lo tanto resulta f; = ¢} ' --- ¢, . El producto
de la factorizacion de cont(f) en primos en Z y de la anterior factorizacion de f; resulta
la de f. La unicidad es consecuencia inmediata de la unicidad de la factorizacion en

Q[X]. O

Es oportuno preguntarse acerca de la naturaleza de los ceros racionales de polinomios
con coeficientes enteros ya que ello estéa relacionado con su posible irreducibilidad.

Proposicion 2.57. Sean f = a, X" + -+ a1 X + ap € Z[X] y n,m enteros primos

. . . n . . .
entre si. Si el niumero racional — es raiz de f, entonces n divide a ag y m divide a a,.
m
Demostracion.
n n " n T s T T
f(a) =ar +"'+G1E+ao=0=>m ag+---+an" =0=n|m’agym|an'.

Por tanto, n | ag y m | a, ya que n y m son primos entre si. O

Corolario 2.58. Los ceros racionales de un polinomio mdnico con coeficientes enteros

son numeros enteros.

A continuacion usaremos los homomorfismos de reduccion g, para el reconocimiento
de polinomios con coeficientes enteros que son irreducibles sobre Q.
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Proposicion 2.59. (Criterio de reduccion)
Sea f=ap, X"+ - +a1X +ag € Z[X] con O(f) = 1 y sea p un nimero primo
que no divide al coeficiente principal ayn. Si @p(f) = apn X"+ - +a1 X +ag € Zy [ X] es

irreducible sobre Zj, entonces f es irreducible sobre Q.

Demostracion. Si f es reducible en Q [X] existen g1, h; € Q[X] tales que f = g1hy con
d(g1) 2 1y d(h1) = 1. Por el Lema[2.54] existen g, h € Z [X] con d(g) = d(g1) y O(h) =
d(h1) tales que f = gh. Ahora, si el nimero primo p no divide a a,, tampoco divide
al coeficiente principal de g ni al de h y se verifica que 9(f) = 9(@,(f)), O(Pp(9)) =
0(g9) =2 1y 0(@p(h)) = (h) > 1, por lo que f resulta reducible en Z, [X]. O

Proposicion 2.60. (Criterio de Eisenstein)
Sea f=ap, X"+ - +a1X +ag € Z[X] con O(f) > 1. Si existe un nimero primo
p tal que p | a; parai = 0,1,...,n — 1, ptan y p* 1 ao, entonces f es irreducible en

Q[X].

Demostracion. Si f = ap, X" +---+a1X +ag es reducible en Q [X] se pueden encontrar
g, h€Z[X]cond(g)=r>1y>0(h)=s > 1tales que f = gh. Ahora, por hipotesis,
F(f) = @X" = Fy(g)pp(h) ¥ enonces  (F(g) = r v O (75(h)) = 5. En el DFU
Zy[X] el elemento X es irreducible y, por lo tanto, p,(9) = b, X" y @,(h) = & X5,
como consecuencia de la unicidad de la factorizacion en irreducibles de @,(f) (X es
necesariamente, el tnico factor irreducible tanto de $,(g) como de @,(h)). Ahora, si
bg v ¢ son los términos independientes respectivos de g y de h, resulta que ag = bgcy
ha de ser multiplo de p? pues son nulas las clases de by y de c¢o modulo p, ya que los
polinomios ¥, (g) y @p(h) carecen de término independiente. Esto contradice la hipotesis
y, por lo tanto, tal factorizacion de f no es posible. O
Como consecuencia se tiene que existen polinomios irreducibles de cualquier grado
en Q[X] y en Z[X], pues, si p es un nimero primo, el polinomio X™ + p es irreducible
en ambos anillos para cualquier niimero natural n.
Observacion 2.61. Si A es anillo conmutativo y h € A[X] es un polinomio cualquiera,

la propiedad universal del anillo de polinomios ([2.33) permite asegurar que existe un
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tnico homomorfismo de anillos T',: A[X] — A[X] tal que T'y(X) = h y I'y(d) = d,
Vd € A.

Si a es una unidad de A y se consideran los polinomios ¢ = aX +b € A[X] y
f=a'X —a'b € A[X] se obtiene que los homomorfismos I'y y 'y son isomorfis-

mos mutuamente inversos. En efecto, bastara demostrar que (I'yoT'f) (X) = X y que

(Tyoly) (X) = X:
Tygolp)(X)=Ty(a'X—a'b)=a'g—ab=a"'(aX +b)—a'b=X.

Notese que todo homomorfismo de anillos I': A[X] — A[X] tal que T' |[4= id 4 esta
solamente ligado a la seleccion de una imagen I' (X) = g € A[X] que determina dicha
aplicacion (2.33). Para f = ap, X" +---+a1X +ag se tiene I' (f) = ang"+- -+ a19+ao.
Por lo tanto, si A es un dominio de integridad, para que I' sea sobreyectiva ha de ser
necesariamente d(g) = 1, pues en otro caso ninguna de las imégenes I' (f) € A[X]
puede ser de grado 1. Ademas, si I' (X) = g = aX + b, para que exista I'"! es necesario
que a sea una unidad de A. En efecto, si I"}(X) = ¢X + d (también polinomio lineal
para que I'"! sea sobreyectiva), entonces (I'"*oT') (X) = X = ¢(aX +b) + d, lo que
proporciona ca =1y cb+d = 0.

Por lo tanto, si A es un dominio de integridad, todo isomorfismo I' : A [X] — A [X]
tal que I' | 4= id4 esté ligado a la eleccion de un polinomio lineal I' (X) = aX + b con
a una unidad de A. Tales isomorfismos se denominaran cambios de variable.

Notese también que si ¢: A — B es un isomorfismo de anillos y a € A, entonces

¢ (a) es unidad en B si, y solo si, a es unidad en A.
@(a)p(b)=¢(ab) =1p=¢(1la) S ab=14

Como consecuencia, para el mismo isomorfismo ¢: A — B se tiene también que ¢ (a)
es irreducible en B si, y solo si, a es irreducible en A. En efecto, si ¢ (a) = bibe en B,
y si ai,az € A son tales que ¢ (a1) = b1 y ¢ (a2) = by, entonces ¢ (a) = ¢ (a1) ¢ (az) =
¢ (a1ag), por lo que a = ajag al ser ¢ un isomorfismo. Como a es irreducible en A,

alguno de los factores a; o as es unidad en A, y por lo tanto también es unidad en B
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alguno de los factores b o by. El reciproco se obtiene utilizando el isomorfismo inverso

-1. B> A

Proposicion 2.62. (Criterio de cambio de variable)
Sig=aX+be A[X] yae A*, un polinomio f € A[X] es irreducible si, y solo s,
Ly (f) lo es también.

Corolario 2.63. Sea p un nimero primo. El polinomio f = XP~1 4. 4+ X +1 € Z[X]
es wrreducible en Q[X] y en Z[X].

Demostracion. XP —1 = (X — 1) f. Tomando g = X + 1 resulta

XDy (f) =Tg[(X =1) f] =Ty (X’ = 1) = (X + 1)’ -1

<g> < )Xp Pt <p f 1>X + <§> — 1, y ello implica

T, (f) = <g)X”_1+ (?)X”_2+-~'+ (pfl) e Z1X],

que es un polinomio irreducible en Q [X] por el criterio de Eisenstein , pues para
i=1,...,p— 1 el nimero combinatorio (¥) = ’L'(pplz)' es multiplo de p, y (pfl) =p
no lo es de p?. Aplicando ahora el criterio de cambio de variable resulta que f =
XP=l 4 ...+ X + 1 es irreducible en Q[X] y en Z [X] pues su contenido es 1. O

2.5. Ejercicios

1. Sea J un ideal del anillo conmutativo A.
a) Demuéstrese que
JIX]={f=a X"+ - +a1 X +ap€ AIX]|an,...,a1,a0 € J}

es un ideal de A[X] y que los anillos A [X]/J [X]y (A/J) [X] son isomorfos.

b) Utilizando el apartado anterior demuéstrese que J es ideal primo de A si, y
solo si, J [X] es ideal primo de A [X].

c¢) (Puede ser J[X] ideal maximal de A [X]?

2. Demuéstrese que un polinomio f € Z [X] no tiene raices enteras si f(0) y f(1) son
ndimeros impares.
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Determinense todos los enteros positivos n para los que el polinomio X2+ 2 divide
a X5 —10X +12 en Z, [X].

. Demuéstrese que los anillos Z [X] /(n, X) y Z,, son isomorfos.

a) Demuéstrese que si f(X) es irreducible en Zy [X] y O(f) > 1, entonces el
nimero de coeficientes no nulos de f es impar.

b) Calctlense todos los polinomios irreducibles en Zs [X] de grado menor o igual
que 4.
Sean J = (X3 +2X +1) C Z3[X]y F=Z3[X]/J.
a) Demuéstrese que todo elemento del anillo cociente F' admite un tinico repre-
sentante de grado < 2.
b) Demuéstrese que F' es un cuerpo.
c¢) Calctlese el nimero de elementos de F.

Factoricense en irreducibles el polinomio 7X* — 28 en cada uno de los anillos
siguientes: Q [X], R[X], C[X], Z[X] y Z2 [X].

Imitando la prueba del criterio de Eisenstein pruébese el siguiente, que denomi-
naremos de (Eisenstein)*. Sea f = a, X" +---+ a1 X +ap € Z[X] y p un ntmero
primo tal que p | a; sii=1,...,n, ptaoy p*{ an, entonces f es irreducible en

Q[X].

Factoricense en irreducibles en Q[X] los polinomios:

X7T—2X%4+14X2%2 -8X +22, 4X3 - X?2+7 X*+4, X°—-2X34+ X2 —4X +3,
X1-3X2%+9, 3X5-6X3-21X2-15X+100, (X?-7)(X®-1) y X3— X +(3n+2)

conn € Z.
Sea f = X° —6X1+2X3+5X%2 - X —-2€Z[X].

a) Descompoéngase en producto de irreducibles en Zsg [X] la reduccion de f mo-
dulo 2.

b) Utilizando el apartado anterior demuéstrese que f es irreducible en Z [X] .
Sea f = —5X%+12X* +3X%2 - 18X + 7 € Z[X]

a) Descompoéngase en producto de irreducibles en Zsg [X] la reduccion de f mo-
dulo 2.

b) Descompongase en producto de irreducibles en Zg [X] la reduccion de f mo-
dulo 3.

¢) Descompongase f en producto de irreducibles en Z [X] y en Q [X].
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12.  a) Sea J ={f € Z[X]| f(0) = 0}. Demuéstrese que J es un ideal principal de
Z1X].;Es J ideal primo de Z [X]? ;Es ideal maximal de Z [X]?

Demuéstrese que el polinomio X * + 6X? + 7 es irreducible en Q [X].

)

13.  a) ;Para qué valores de n € Z es X3 + X2 + nX + 2 irreducible sobre Q?
) Pruébese que X3+mX +n es irreducible en Z [X] cuando m y n son impares.
)

Sea f(X) € Z[X] un polinomio ménico tal que f(0) = p es un nimero primo.
Pruébese que f(X) tiene a lo sumo tres raices racionales.

14. Sabiendo que 1 + 4 es un cero del polinomio f(X) = X* - X3 + X2 +2c R[X],
descompoéngase f en producto de irreducibles en R[X] y en C[X].
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Capitulo 3

Extensiones de cuerpos

3.1. Extensiones finitas

Definicién 3.1. Sea K un cuerpo. Una extension de K es un cuerpo F' del cual K es
subcuerpo que sera denominado cuerpo base de la extension. Con F': K se indicara que
F' es una extension de K. En este caso F' puede ser considerado como espacio vectorial
sobre K. La dimension de este K-espacio se denominara grado de la extension y se
denotarda dimy F' = [F : K]. La extension se dird que es finita si dicha dimension es
finita.

Una torre de cuerpos (o de extensiones) es una familia de extensiones K;1 : K;

1 > 1, que también se indicara con
K1CK2C"'CK1'CKZ‘+1 (@EUEE
La torre se dira que es finita si intervienen en ella solamente un nimero finito de cuerpos.

Ejemplos 3.2.

1.- [C:R] = 2, ya que cada a € C admite una tnica expresion a = a + bi con
i? = —1y a,b € R, lo cual significa que {1,i} constituye una base de C como R-espacio
vectorial.

2-C:Qy R: Q son extensiones no finitas. Obviamente [R: Q] < [C:Q], y si

[R : Q] fuese finito R resultaria numerable (al ser producto cartesiano de un ntimero

75
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finito de conjuntos numerables).
3.- Para una extension F' : K se tiene trivialmente que [F': K| = 1 si, y solo

si, F = K.

Teorema 3.3. (Teorema del grado)
Sea K C F C E una torre de cuerpos. Entonces son equivalentes las afirmaciones:
i)F:K y E:F son finitas.
i) E: K es finita.
Ademds, en ese caso se tiene [E : K| =[E: F|[F : K].

Demostracion. ii) = 1)

F es un K-subespacio de E 'y, por lo tanto, [F': K] < [E : K|. Ademas, una K-base
{z1,...,2¢} de E es también un sistema de generadores de E' como F-espacio vectorial
y por ello F : F es finita.

i) = i)

Sean {z1,...,x,} una K-base de F'y {yi,...,y,} una F-base de E. Entonces
{ziy; |1<i<n,1<j<r} es una K base de E. En efecto, para o € E existen
bi,...,b, € Ftalesquea =) bjy;. Paracadaj € {1,...,r} existenay j,...,an; € K,
tales que b; = Y7 @i jTi, y

T n

a = Z ( ai’jxi) Y = Zaij (xzyj) 5
1 i,J

j=1 i=
lo cual quiere decir que {:Uiyj |1<i<n,1<j<r}esunsistema de generadores de E
como K-espacio. Dicho conjunto de generadores es ademaés linealmente independiente
sobre K, ya que si Zz}j a;j (x;y;) = 0 con a;; € K, entonces los elementos a; jx; € F
son tales que > (>, ai;7;)y; = 0. La F-independencia lineal de los y; proporciona
entonces que » . a; jx; = 0 para cada j, y de la K-independencia lineal de los z; resulta
a;; = 0 para todo par ¢,j. Por lo tanto, {z;y; | 1 <i<n,1<j<r} constituye una

K-base de FE. O

Observaciones 3.4. 1) Notese que la anterior demostracion es constructiva en el sentido

de que se obtiene directamente una K-base de E multiplicando los elementos de una
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F-base de E por los de una K-base de F. Este método constructivo seré utilizado muy
frecuentemente en lo que sigue.

2) Notese también que la igualdad [E : K] = [E : F][F : K] es valida en el caso de
extensiones arbitrarias, en el sentido de que [E : K] no es finito si, y solo si, [E : F] o
[F: K] es no finito, y que asi ambos miembros de dicha igualdad son infinitos.

3) Recuérdese el Teorema de Lagrange para grupos que establece si H C L C G es
una torre de grupos entonces (G : H) = (G : L) (L : H), lo que constituye una férmula
similar a la del Teorema del grado. Esto no es algo casual, como se comprobaré al
estudiar el Teorema fundamental de teoria de Galois para extensiones finitas.

4) Notese finalmente que, por aplicacion directa de la formula del Teorema del grado,
si B : K es finita de grado primo entonces no existen extensiones intermedias entre F

v K.

Definicion 3.5. Sean F : K una extension de cuerpos y A un subconjunto de F. Con
K [A] se denotaré el menor subanillo de F' que contiene a Ay a K, es decir, la interseccion
de todos los subanillos de F' que contienen a Ay a K. Con K (A) se denotara el menor
subcuerpo de F' que contiene a A y a K. K(A) es, entonces, el menor subcuerpo de
F que contiene al subanillo K [A]. Se tiene una torre K C K(A) C F y se dird que
K (A) es el subcuerpo de F' generado por A sobre K. También se dird que K(A4) : K
es la subextension de F' : K generada por A. En particular, si A = {z1,...,2,},
se escribird K(A) = K (z1,...,xy,), y también K [A] = K [x1,...,x,]. La extension
K (z1,...,2,) : K se dird que es finitamente generada, y {x1,...,z,} se dird que es
un conjunto de generadores de dicha extension. Se dird que K(z) : K es una extension
simple, o que K (x) es una extension simple de K.

El cuerpo K(A) es el cuerpo, Q(K [A]), de fracciones de K [A] (2.15).

Proposicion 3.6. Sea F : K una extension de cuerpos y sea A = {x1,...,x,} C F. Sea
Oarzn: K[ X1,..., Xp] = F el dnico homomorfismo de anillos tal que g, . 2.|Kk =
idi y tal que g, 4, (Xi) = x para cada @ = 1,...,n (evaluacion en {x1,...,xn}

(2.39)). Entonces

Klzy,...,zp) ={f(z1,...,zn) | fE K [X1,..., Xp]} =Im (0ay,...0n) ¥
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cada elemento a € K (x1,...,xy,) es de la forma
flz1,....,zp) 1
a=—"—"""2=f(z1,...,x T1y...,T
g(x17.'.,xn) f( 1 n)g< 1 n)

con f,g€ K[X1,...,Xn] yg(z1,...,2,) #0.

Demostracion. Si B es un subanillo de F' que contieneal conjunto A = {x1,...,2,} y
al cuerpo K, entonces el tnico homomorfismo ¢: K [X1,...,X,] — B tal que ¢(a) =
a,Va € K, y tal que ¢ (X;) = x;, parai =1,2,...,n, esta definido por
WX e X XT) = sl
1, 1T
Por la unicidad de 1, se tiene necesariamente que ¢z, . ., = Jj © %, denotando con
j: B — F la inclusion. Asi se obtiene que A, K C Im (¢g,,. . 2,) C By, por tanto,
Im (¢gz,,..2,) s el menor subanillo de F' que contiene a A y a K. Por otra parte, es

evidente que

{f@1,...;zn) | fEeK[X1,....X]} =Im (¢, 2,) -

Si E es un subcuerpo de F' que contiene a K y a A, entonces E contiene a K [x1, ..., Zy,]

y al inverso de cada uno de sus elementos no nulos. Por lo tanto,

f(xl,...,a:n)g(xl,...,a:n)fl eEsif,ge K[X1,...,Xy] yg(z1,...,2,) #0.

fi(xy,. .. xp) fo(x1,...,2n)

gl($1a--~a$n) 92($1,...,$n)
no nulos) se tiene

Ahora, para a = yB= (congy (x1,...,2n) Yy g2 (T1,...,Tp)

fi(xy,.. o xn) g2 (21, o) — fo (1, ..oy 2n) g1 (21, ..oy 20)
g1 (1, ., 2n) g2 (T1, ..., Tp)
(fr92 — fag1) (w1,...,2p)
(gng) (xl, .. .,xn)
(f192) (x1,...,2p)

-1 _ .
ap = (91.f2) (21, ..., 20) sLE#0,

a—p=

)

es decir, dicho conjunto es subcuerpo de F'y, por lo tanto, es el menor subcuerpo de F

que contiene a K y a A. d
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Obsérvese que una parte importante del razonamiento anterior puede ser obviada a

la luz de la Proposicion [2.15]

En particular si a € F|

Klo]={f(a)| fe K[X]} ¥

f (@)
K(a)= {220 | f.g€ KIX] y g(a) #0}.
g(a)
Si F': K es una extension y si se denota con (z1,...,z,)x el K-subespacio de F'
generado por los elementos x1,...,x, € F, es decir, el conjunto de las combinaciones

lineales con coeficientes en K de dichos elementos, entonces se tiene trivialmente que

(x1,...,2n)k C K[z1,...,2) C F

yaque,sia = a1+ - FanTy € (T1,...,Tn) K, se tiene a = @g, 2 (f) € K[x1,..., 2],
en donde f = a1 X1+ -+ a,X,. Por lo tanto, si los elementos x1,...,x, € F' generan
F como K-espacio, también se tiene K [z1,...,z,] = F.

Si Ky F son subcuerpos de un mismo cuerpo E, K [F| = F'[K] es el menor subanillo
de E que contiene a K y a F. Sus elementos son expresiones ) . a;b; con solamente un
numero finito de sumandos no nulos, donde a; € K y b; € F, ya que el conjunto de
tales expresiones es un subanillo de E que contiene a K y a F, y todo subanillo de
E que contenga a K y a F debe contener también a dichas expresiones. El menor
subcuerpo de E que contiene a K y a F es ahora el conjunto de elementos de la forma

o Yiab;

a= S con numerador y denominador (éste ultimo no nulo) elementos de F'[K].
.ab.
37303
La comprobacion es muy facil, es una simple aplicacion de (2.15)), pues de nuevo, KF
es el cuerpo de fracciones de K [F] = F [K].

Definicién 3.7. A dicho subcuerpo de E se le denotard con KF = FK y se le deno-

minara composicion de K y F.

Observacion 3.8. Sean F : Ky E : K tales que F, F son subcuerpos de un cuerpo L, y
tal que existe un subconjunto A de L con E = K(A). Entonces EF = F(A). En efecto,
FCEFyACECEF,yasi F(A) C EF. También E = K(A) C F(A)y F C F(A)
proporciona EF C F(A). Esta propiedad sera usada frecuentemente en el caso en que
A es un conjunto finito. Si E y F son subcuerpos de un cuerpo L, ambos extensiones

de K,y E = K(ai,...,ay), entonces EF = F(ay,...,ap).
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3.2. Extensiones algebraicas

Definicion 3.9. Sea F' : K una extension de cuerpos. Un elemento o € F' se dice que
es algebraico sobre K si existe un polinomio no nulo f € K [X] tal que f(«) = 0, es
decir, si « es un cero de algin polinomio no nulo f con coeficientes en K.

Si a € F no es algebraico sobre K se dird que es trascendente sobre K.

Se dird que la extensién F' : K es algebraica si todo elemento o € F' es algebraico

sobre K, y se dird que es trascendente en caso contrario.

Ejemplos 3.10.

1.- Cada a € K es algebraico sobre K ya que dicho elemento es cero del polinomio
X -—a€eK[X].

2.- La extension C : R es algebraica, pues si « = a+bi € C, y @ = a — bi denota su

conjugado, entonces

f(X) =X -a)(X —a)

= X2 (a+a)X +aa=X>—2aX +a*+ b

es un polinomio no nulo con coeficientes reales y f () = 0.

3.- La extension R : Q es trascendente. C. Hermite (1873) y F. von Lindemann (1882)
probaron, respectivamente, que los ntimeros reales e y 7 son transcendentes sobre Q.
En la seccion 6.2 daremos una prueba de la trascendencia de .

4.- i, \/7, ¥/5, son elementos de C algebraicos sobre Q , y por lo tanto sobre R.

En efecto, i es un cero de X2+ 1, v/7lo es de X2 — 7y /5 de X3 — 5, todos ellos
polinomios no nulos con coeficientes racionales.

5.- También a = v/2+i € C, que es algebraico sobre R, lo es también sobre Q, pues
a—i=+2=a?—2ia—1=2= 2ia = a*~3 = —4a® = (a® = 3)° = a* =222 4+9 = 0,
y @ es cero del polinomio no nulo X* — 2X2 +9 € Q[X].

6.- Con K [X1,...,X,] se denota el anillo de polinomios en las n variables (o inde-
terminadas) Xi,..., X, y con K (X1,...,X,,) el cuerpo de funciones racionales en las

mismas variables. Cada una de las indeterminadas X; es trascendente sobre K.
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Observaciones 3.11. 1) Si ¢4 : K [X] — F esla evaluacion en a, entonces « es algebraico
sobre K si, y solo si, Ker(yq) # 0 si, y solo si, ¢, no es inyectivo.

2) Si a € F es algebraico sobre algiin subcuerpo K’ de K, entonces « es también
algebraico sobre K ya que K’ [X] C K [X].

3) Si a es un cero de f € K [X] lo es también de ¢! f siendo ¢ € K — {0}. En
particular, si c es el coeficiente principal de f, existe un polinomio moénico del cual « es
un cero.

4) Sea F': K una extension y a € F.

a) « es trascendente sobre K si, y solo si, Ker(¢,) = 0 y entonces Im ¢, = K [o]
es isomorfo al anillo de polinomios K [X]. Obsérvese que K[X] no es cuerpo en ningin
caso, y, como consecuencia, si K [a] = K («), es decir, si K [a] es un cuerpo, entonces
necesariamente Ker (¢, ) es un ideal no nulo (y maximal), con lo cual existe f € Ker(¢q),
f # 0 tal que f(a) = 0, equivalentemente, « es algebraico sobre K.

b) Si « es algebraico sobre K, es decir, si Ker(gp,) # 0, entonces Im ¢, = K [a] =
K [X] /Ker(gp,) es un dominio de integridad al ser subanillo del cuerpo F'y, por lo tanto,
Ker(p,) = {9 € K [X] | g(a) = va(g) = 0} es un ideal primo no nulo del anillo K [X].
Como K [X] es un DIP, el ideal Ker(yp,) estad generado por un polinomio irreducible
g, es decir, Ker(¢,) = (g). Ahora, si ¢ es el coeficiente principal de g considerando el
polinomio ménico f := ¢ 1g resulta que (f) = (g).

Recuérdese que para un dominio de ideales principales A, dos elementos a y b del
anillo A generan el mismo ideal si, y solamente si, a y b son asociados , es decir, si
existe una unidad u de A tal que a = ub. En nuestro caso, A = K [X], si dos polinomios
monicos f y h generan el mismo ideal de K [X], se tiene f = h, pues las unidades de
K [X] son los elementos no nulos de K; al ser f y h asociados, deberé ser f = uh con
u € K, y asi uw = 1 por la igualdad entre los coeficientes principales de los polinomios f
y uh.

Por lo tanto, para nuestro elemento o € F' algebraico sobre K existe un tnico
polinomio moénico f € K [X] tal que Ker(p,) = (f). Como el ideal Ker(yp,) es primo,
el polinomio f es irreducible. Recuérdese que en un DIP, un elemento p es irreducible
si, y solo si, el ideal (p) es primo (2.26)). Recuérdese también que en un DIP un ideal no
nulo I es primo si, y solamente si, I es maximal .

Podemos probar ahora el siguiente

Teorema 3.12. Sean F : K es una extension de cuerpos y o € F' algebraico sobre K.
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Entonces

i) Ko =Imy, ~ K[X]/(f) en donde f es un polinomio mdnico irreducible de
grado > 1.

ii) K [a] = K (a).

iii) Para un g € K [X], g(a) =0 < f divide a g en K [X].

iv) f es el unico polinomio mdnico irreducible en K [X] tal que f(a) = 0.

v) f es el polinomio mdnico de menor grado en K [X] tal que f(a) = 0.

Demostracion. La afirmacion i) es inmediata consecuencia de nuestras consideraciones
previas.

La ii) es consecuencia de la Proposicion y del hecho de que, siendo ahora el
anillo K [o] ~ K [X] /(f) un cuerpo, K [a] es el menor subcuerpo de F' que contiene a
K y a a. Por lo tanto, K [o] = K () .

La 4ii) es inmediata, ya que un polinomio g € K [X] es tal que ¢4(g) = g(a) = 0 si,
y solamente si, g € Ker(p,) = (f), es decir si, y solo si, g es multiplo de f en K [X].

La afirmacion iv) resulta del hecho de que si g es irreducible en K [X] y ademés
g € (f), necesariamente se tiene g = hf con h una unidad de K [X] (es decir, con
h € K*), ya que g es irreducible. Por tanto, si ademés g es moénico resulta h = 1 con lo
cual f =g.

La v) se obtiene de que g € (f) = 9(f) < 9(g) ya que el grado de un producto de
polinomios, con coeficientes en un dominio de integridad, es la suma de los grados de

los factores. ]

Definicion 3.13. Sean F' : K una extension de cuerpos y a € F' un elemento algebraico
sobre K. El tnico polinomio moénico f irreducible en K [X] tal que f(«) = 0 se llamaréa
el polinomio irreducible de o sobre K y se denotard f = Irr(a, K). A la vista de v)

anterior, a Irr(«a, K) se le denomina también polinomio minimo de o sobre K.

Proposicion 3.14. Sean F : K una extension de cuerpos y o € F un elemento alge-
braico sobre K. Entonces

i) [K (a) : K] =0(Irr(a, K)).
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ii) Si O(Irr(a, K)) = n, el conjunto {1,04, .. .,a”fl} es una base de K (a) como

K -espacio vectorial.

Demostracion. i) Es evidente consecuencia de ii). Para probar ii) obsérvese que si
B = g(a) € Im(py) = K (a) con g € K [X], entonces g = fq+ r, donde ¢,r € K [X]
y ademés r = 0 o bien 9(r) < I(f) = n (recuérdese que K [X] es un dominio euclideo
cuya norma euclidea es el grado). Se tiene asi que 8 = g(a) = f(a)q(a) + r(a) = r(a),
yecomor =aqX '+ - +aX +agconlasa; € Kyt=09(r)<n,resulta 8 =r(a) =
a;o + -+ + aja + ag. Por lo tanto, {1, a,..., a”_l} es un sistema de generadores de
K(«) como K-espacio.

Para probar la independencia lineal sobre K de estos elementos, si
bn_lan_l 4+ -+ bia+by =0, con by, by1,...,b,_1 € K,

el polinomio h = b, 1 X" ' +--- + 01X + by € K[X] es tal que h(a) = 0, y, por
lo tanto, h € (f); pero ello solamente es posible si h = 0, pues en otro caso seria

n—1209(h) = 0(f) =n. O

Ejemplos 3.15.

1.- v/2 € R es algebraico sobre Q pues es cero del polinomio X2 —2 € Q [X] que es
irreducible en Q [X] e Irr(v/2,Q) = X2 — 2. Segtin lo que establece la Proposicion
{1, \/5} constituye una Q-base de Q (\/i) y, por lo tanto, cada elemento 8 € Q (\@)
admite una tnica expresion 8 = a 4+ byv/2 con a,b € Q.

2.- Sea a = /1++/3 € R. Entonces (a®> — 1)2 = 3 y a es un cero del polinomio
X4-2X?-2 € Q[X]. Este polinomio es irreducible en Q [X] (criterio de Eisenstein para
el primo p = 2) y entonces Irr(m, Q) = X* —2X2% — 2, con lo cual resulta que
{1, \/m, 1+ /3, (1 + \/3) (1+ \/5} constituye una Q-base de Q( 1+ \/§)

3.- Sea w la raiz cuarta real positiva de 2. Por el criterio de Eisenstein (para p = 2) el
polinomio X*—2 es irreducible en Q [X] y tiene a w como raiz. Por tanto, w es algebraico
sobre Q, Ir(w, Q) =X* -2y [Q (w) : Q] = 4. Entonces {1,w,w2,w3} es una Q-base de

Q(w cada elemento 8 de Q (w) admite una tnica expresion 8 = a + bw + cw? + dw?
Y p
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con a,b, c,d € Q. {Cual es la expresion de v = 1 +w —2w°® € Q (w) como Q-combinacién

lineal de la citada base? El siguiente calculo determina la respuesta.

o= 14+w-—20=¢,(1+X —2X5)
= @, [(X*=2) (—2X?) + (-4X? + X +1)]

= o (X*=2) pu (—2X?) + 0o, (—4AX*+ X +1) = 4w’ +w + L.

Una forma alternativa de proceder consiste en utilizar que w?* = 2 para reducir los
exponentes en la expresion original de . En efecto, de w* = 2 se deduce que w® = 2w?,

y entonces ¥ =1 + w — 2w% = 1 + w — 4w?.
Proposicion 3.16. Toda extension finita es algebraica.

Demostracion. Sea F' : K una extension finita. Se trata de probar que cada o € F' es
algebraico sobre K.

Se tiene K C K (a) C F'y, en virtud del Teorema del grado, [K («) : K] divide a
[F': K] y entonces K(a) : K es finita. Si [K () : K] = n, y si los n + 1 elementos
1,a,...,a" € K («) son diferentes, entonces son necesariamente K-linealmente depen-
dientes y existen ag, aq,...,a, € K, no todos nulos, tales que ag+a1a+---+a,a™ = 0.
El polinomio no nulo f(X) = a, X" + -+ a1 X + ap € K [X] es tal que f(a) = 0. Si,
por el contrario, existen i # j, con 0 < i < j < n, tales que o’ = o, entonces o/~ = 1,
lo que indica que a es un cero del polinomio X7~¢—1 € K [X]. En cualquier caso resulta

que « es algebraico sobre K. O

Corolario 3.17. Sea F : K una extension y sea o € F un elemento algebraico sobre

K, la extension K («) : K es algebraica.

Demostracion. Por la Proposicion la extension K («) : K es finita y por la Propo-
sicion es algebraica. O
Proposicion 3.18. Para una extension F : K son equivalentes las afirmaciones

i) F: K es finita.

ii) F : K es finitamente generada por elementos algebraicos sobre K.
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Demostracion. i) = ii)
Si{xi,...,zn} es una K-base de F' también se tiene F' = K [x1, ..., zy] (véase el co-
mentario posterior a la Proposicion [3.6)). Ademés, como consecuencia de la Proposicion

cada z; es algebraico sobre K y F = K (z1,...,%,) al ser F' cuerpo.

Sea F' = K (o, ...,ay) con «; algebraico sobre K, para cada ¢ = 1,...,n, y, por
tanto, algebraico sobre K (a1,...,q;-1), ya que K C K (a1,...,a;—1). Se tiene asi una

torre de cuerpos

K C K(a)CK(a,a2) =K (aq)(a2) C K (a1,02) (ag) C -+

C K(al,...,aifl)CK(al,...,ai,l)(ai)C---CK(al,...,an):F,

en la que cada paso es una extension simple generada por un elemento algebraico y, por
lo tanto, finita, en virtud de la Proposicion Ahora [F : K] es el producto de los

grados de cada una de dichas extensiones y F': K es una extension finita. O

Ya ha sido dicho que la extension R : Q es trascendente y, en particular, R : Q
no es finita. Obsérvese que ello quizas resulte poco intuitivo si queremos pensar en la
dimensién de espacios vectoriales como algo que tiene que ver dnica y exclusivamente
con “lo ancho”, “lo largo”, “lo alto”, etc. La naturaleza de la dimensién tiene mucho que
ver también con la posibilidad de elegir coordenadas, es decir, con la naturaleza del
cuerpo de coeficientes.

En particular todo espacio vectorial V' de dimension finita sobre R es también espacio
vectorial sobre Q por restriccién de escalares, pero con esa estructura V no es finito
dimensional como QQ-espacio.

Teorema 3.19. Para una torre de cuerpos K C F C E, son equivalentes las afirma-
ctones
i) F:K y E:F son algebraicas.

i1) E : K es algebraica.

Demostracion. ii) = 1)
Es evidente usando 2) de (3.11)) y el hecho de que cada elemento de F' es un elemento
de FE.
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i) = i)
Sean o € Ey f = Irr(a, F) = Yy a; X" (con a,, = 1). Entonces a es algebraico
sobre K (ag,...,a,) ya que f € K (ag,...,an) [X]y f(a) = 0. Asi, en la torre

KCK(GOa"'van)CK(G’O?"'?an)(a)’

la extension K (ag,...,an) : K es finita por la Proposicion al ser ag,...,ap € F
y F : K algebraica, y K (ag,...,a,) (o) : K (ag,...,a,) lo es también en virtud de
la Proposicion Por tanto, K (ag,...,a,) (o) : K es finita, por el Teorema y
algebraica, por la Proposicion Cada elemento de K (ag,...,a,) (a) es algebraico

sobre K y, en particular, o también lo es. Por lo tanto, E : K es algebraica. O
Corolario 3.20. Sea F : K una extension y sea
K= {a € F | « es algebraico sobre K} .

Entonces K* es cuerpo, la extension KK es algebraica y KE contiene a cada Cuerpo
FE tal que K C E C F ytal que E : K es algebraica. El cuerpo KY no tiene extensiones

algebraicas propias dentro de F.

Demostracion. Es evidente que K C I C F. Ademéssia, 8 € K" se tiene obviamente
que o — B, af y aB~! (si B # 0) son elementos de K (o, 3), que es una extension
algebraica de K en virtud de las Proposiciéon por lo cual dichos elementos de F
son algebraicos sobre K y entonces pertenecen a K" Por lo tanto, K es cuerpo y
la extension K : K es obviamente algebraica. Es claro que cualquier subextensiéon de
F': K constituida por elementos algebraicos sobre K debe estar contenida en I por la
propia definicion de K" Ademas, si E : K es algebraica y £ C F, resulta que E : K

es algebraica por el Teorema y, en virtud de lo anterior, se tiene E C i ]
Definicién 3.21. A K se le denominaré clausura algebraica de K en F.

Ejemplo 3.22. En la extension R : Q el cuerpo @R es una extension algebraica de Q
pero no finita. De hecho, para cada n > 0 es posible elegir o € @R tal que [Q () : Q] =n

y, por lo tanto, Q () C @R y [@R : Q] > [Q () : Q] = n. En efecto, para cualquier



3.3. CONSTRUCCIONES CON REGLA Y COMPAS 87

namero primo p > 0, el polinomio X" — p € Q[X] es irreducible en Q [X] (criterio
de Eisenstein) y tomando a = {/p € R, que es algebraico sobre Q por ser un cero de
X" —p, se tiene [Q (o) : Q] = 9(Irr(a,Q)) =n. Asi, a € @R y @R : Q] > n, para todo
n > 0.

3.3. Construcciones con regla y compas

Finaliza esta seccién con la aplicaciéon de los conocimientos hasta ahora adquiridos
sobre extensiones de cuerpos a la solucion de ciertos problemas geométricos clasicos. Por
ejemplo, se estudiara ahora la posibilidad de trisecar un angulo utilizando solamente la
regla y el compés, y se vera que el angulo g no es trisecable, o, lo que es equivalente,
que el poligono regular de dieciocho lados no es constructible (con solamente los citados
utiles de dibujo). La posibilidad de construir el poligono regular de n lados quedara
establecida en su total generalidad con el Teorema de Gauss-Wantzel que sera probado
en la parte final del curso.

Los problemas geométricos que se resolveran en esta seccién tienen su origen en el
trabajo de los gedmetras de la Grecia clésica, y dedicaremos nuestra atencion también
a la duplicacion del cubo y a la cuadratura del circulo, problemas que han llegado a ser
famosos y que han permanecido sin resolver durante mucho tiempo.

Nos gusta pensar que los gedmetras griegos consideraban a la recta y a la circunfe-
rencia como las tnicas figuras geométricas perfectas y que ese es quizas el motivo por
el cual todas sus argumentaciones geométricas eran consideradas (filosofica y estética-
mente) perfectas si estaban basadas en el uso exclusivo de dichas figuras bésicas. En
ello estaria el origen de las restricciones impuestas sobre el uso exclusivo de la regla (sin
graduacion) y el compas.

Utilizando solamente la regla y el compés se pueden realizar gran cantidad de cons-
trucciones geométricas. Por ejemplo, se puede trazar (construir) la mediatriz de un
segmento dado o la bisectriz de un angulo dado, y se puede trazar la perpendicular o
la paralela a una recta dada, que pasen por un punto dado. Estas construcciones son
muy conocidas de los cursos elementales de geometria euclidea y no las detallaremos
aqui. Los griegos conocian que, en la medida que las restricciones se relajasen, ciertos
problemas podrian ser resueltos. De todos modos la perfeccién estaba condicionada al
uso de esos dos tnicos ttiles de dibujo.

En lo que sigue, los términos construir o constructible seran sinénimos de construir
o constructible con regla y compds. También conviene precisar en qué términos debe
ser establecido lo que se entiende por que una determinada figura sea constructible a
partir de los datos. Por ejemplo, en la constructibilidad de la mediatriz de un segmento
debera ser considerado como dato el propio segmento, o, lo que es equivalente, los
dos puntos que lo determinan; en el problema de la bisectriz de un &dngulo los datos
estan constituidos por éste tultimo o, equivalentemente, por el vértice y dos puntos, uno
sobre cada lado, etc. Por ello un problema de constructibilidad sera planteado como el
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estudio de la posibilidad de obtener una figura geométrica (o un conjunto de puntos que
la determinen de modo tnico) a partir de un conjunto de puntos conocido.
Con estas ideas intuitivas podemos plantear una

Formulaciéon geométrica

Sea entonces P un conjunto de puntos del plano euclideo R?. Se supondréa siem-
pre que #P > 2. Las tnicas operaciones elementales permitidas en un problema de
constructibilidad son de dos tipos:

Tipo 1. Trazar la recta determinada por dos puntos de P.

Tipo 1I. Trazar una circunferencia con centro en un punto de P y cuyo radio es la
distancia entre algin par de puntos de P.

Definiciéon 3.23. Sea P C R?.

a) Se dice que un punto A € R? es constructible en un paso a partir de P si A esta
contenido en la interseccion de dos rectas, o de una recta y una circunferencia, o de dos
circunferencias, todas ellas obtenidas a partir de P mediante operaciones elementales de
los tipos I y II.

b) Se dira que un punto A es constructible a partir de P si existe una sucesion finita
de puntos A1, As, ..., A, = A del plano R? tales que

i) Aj es constructible en un paso a partir de P.

ii) A; es constructible en un paso a partir de P U {A;, Ay,..., A;_1}, para cada

1=2,...,n.

Formulacién algebraica

Procedemos ahora a dar una formulacién algebraica de la constructibilidad que sera
utilizada para dar respuesta a los tres problemas clasicos.

Como ya se ha dicho, consideraremos que el conjunto de datos P esta constituido
por al menos dos puntos, y que, tras una apropiada eleccion de coordenadas en R?,
{(0,0),(1,0)} C P.

Ya que son constructibles la paralela y la perpendicular a una recta dada que pasan
por un punto dado, es evidente que el punto (x,y) es constructible a partir de P si, y
solo si, son constructibles a partir de P los puntos (0,y) y (z,0).

Sea A € R? constructible a partir de P C R? y sea A1, Ao, ..., A, = A la sucesion de
puntos del plano que existe por la constructibilidad de A. Para cada ¢ =1,2,...,n, sea
A; = (z4,yi) y Ki = K;—1(zi,y;). Llamando Ky = Q (P) al cuerpo generado finitamente
sobre Q por las coordenadas de todos los puntos de P, resulta una torre de cuerpos

Q C Ko=Q(P)CKy=Ky(x1,11) C Ko =Ky (x2,y2) C - -
- Kn:KO(J"la"’vxn)ylv"')yn)' (*)
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Teorema 3.24. Con las notaciones anteriores se tiene [K,, : Ko| = 2" para algin r > 0.

La prueba del Teorema sera consecuencia inmediata de la aplicaciéon del Teo-

rema del grado (3.3]) a la torre (%) y del Lema siguiente

Lema 3.25. Con las notaciones anteriores, para cada i = 1,...,n, se tiene

[Kio1(wg)  Ki 1) <2y [Kio1 (ys) - Kioa] < 2.

Demostracion. La demostracion consistira en probar que si A; = (z;, ;) es constructible

en un paso a partir de PU{Ay, As,..., A;_1}, entonces z; e y; son ceros de polinomios

de grado < 2 con coeficientes en K; 1. Para ello deben ser estudiados todos los casos

posibles.

Caso I. El punto A; es la interseccion de dos rectas diferentes r y r/, determinadas

ambas por pares de puntos de PU{ A1, Ay,..., A;_1}. Los coeficientes de las ecuaciones

de ambas rectas son elementos de K;_1 ya que, por ejemplo, si r es la recta determinada

por los puntos (a1, f1), (a2, B2) € PU{A1, Ag, ..., Aj—1}, entonces

X Y 1
a; p1 1]=0
az B2 1

es la ecuacién de r.

Ahora, sir=aX +b0Y +c=0yr' =d X +VY + ¢ =0, se tiene

—c b a -c
d v a —c
Ti=—"7, Y=
a b a b
a b a b

y, por lo tanto, x;,y; € K;_1, en este caso.

Caso II. El punto A; esta en la interseccién de una recta aX + bY + ¢

a,b,c € K;_1, y una circunferencia de ecuacion (X — a)2 + (Y — ﬁ)2 — p?

= 0, con

= 0, con

(a, ) como centro, p? = (a1 — a2)2 + (b1 — 52)2, donde (a,p),(a1,61), (a2, B2) €
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PU{A41,As,...,A;_1}, con lo cual «, 5, a1, 1, e, B2 € K;—1. Por lo tanto, las coorde-
nadas x;,y; del punto A; deberan satisfacer simultdneamente ambas ecuaciones. Su-
pongase que b # 0 (en otro caso deberia ser a # 0 y la argumentacion a partir
de ese momento seria analoga) con lo cual y; = —b~'c — b~lax; y, por lo tanto,
(x; — 04)2 + (—b_lc— b~ lax; — ﬁ)Q — p? = 0. Resulta asi que z; es raiz de un poli-
nomio de grado < 2 con coeficientes en K;_;. Lo analogo se prueba para y; de modo
idéntico.

Caso III. El punto A; esta en la interseccion de dos circunferencias (de ecuaciones
fi(X,Y)=0,7=1,2) como la anterior. Este caso III se reduce al anterior observando
que cada una de las circunferencias tiene la misma interseccién con la otra que con el
eje radical v de ambas, de ecuacion f1 (X,Y) — fo(X,Y) = 0, cuyos coeficientes estan

en Kifl. OJ

Demostracion. (del Teorema)

Basta con observar que
[(Ki1 (i, yi) 2 Kioa (vi)] < [Kio1 (24) : Kioa] <2,
como consecuencia del Lema [3.25] y que, por lo tanto,
(K1 (i, yi) « Kica] = [Ki1 (@i, 9) + K1 (y3)] [Ki1 (yi) © K]
es 1,2 o 4. ]

A partir de ahora, por simplicidad, supondremos que P= {(0,0), (1,0)}. También
a partir de ahora, constructible (respectivamente, constructibilidad) sera sinébnimo de
constructible a partir de P (respectivamente, constructibilidad a partir de P).

Definicion 3.26. Se dird que un ntimero real « es constructible si es constructible el

punto (a,0) € R2.

Teorema 3.27. El conjunto € de nimeros reales constructibles es una extension al-
gebraica de Q contenida en R y es cerrado para la extraccion de raices cuadradas de

numeros constructibles positivos.



3.3. CONSTRUCCIONES CON REGLA Y COMPAS 91

Demostracion. Ya que nuestro conjunto de datos P esta constituido por los puntos
(0,0) y (1,0) es inmediato obtener que todos los nimeros enteros son constructibles.
El ntmero entero n es constructible ya que lo es el punto (n,0) utilizando el compas
para yuxtaponer segmentos. Con el mismo método de obtiene que la suma y diferencia
de nameros constructibles es constructible, y el Teorema de Thales permite construir
cualquier nimero racional. También el Teorema de Thales permite la construccion del
producto de ntimeros constructibles y el inverso de cualquier nimero constructible no
nulo. Por lo tanto, € es una extension de QQ contenida en R. Ademas, si a > 0 es
constructible lo es también 1 + a, y son constructibles la perpendicular r al eje de

a .
cuyo centro es el pie de

abscisas en el punto (1,0) y la circunferencia C' de radio
la mediatriz del segmento [(0,0), (1 + a,0)]. El Teorema de la altura correspondiente
a la hipotenusa de un tridngulo rectangulo establece entonces que, si B € r N C, la
distancia entre B y (1,0) es y/a. Por lo tanto, /a es también constructible y asi €
es cerrado para la extraccion de raices cuadradas de ntimeros constructibles positivos.
Finalmente, si (z,0) es constructible, el Teorema permite obtener un cuerpo F,
extension finita (y por tanto algebraica) de Ky = Q, que contiene al elemento x que

serd, entonces, algebraico sobre Q. O

Teorema 3.28. (Teorema fundamental sobre constructibilidad)
Sea P = {(0,0),(1,0)} C R%. Un nimero real o es constructible a partir de P si, y

solamente si, existe una torre de subcuerpos de R
Q=KyCcKyC---CKy,

tales que o € Ky, y [K;: Ki—1] < 2, para i = 1,2,...,m. En particular si « es un

numero real constructible, entonces [Q («) : Q] es una potencia de 2.

Demostracion. Si o € R es constructible el punto A = («,0) lo es también, y teniendo
en cuenta que ahora Q (P) = K es el cuerpo Q al ser P = {(0,0), (1,0)}, la aplicacion
del Lema [3:25] proporciona la torre de cuerpos anunciada, ya que con las notaciones de
la prueba de dicho Teorema, a € K,,.

El reciproco sera obtenido por induccién en m.



92 CAPITULO 3. EXTENSIONES DE CUERPOS

Para m = 0 se tiene o € Q por hipétesis, y todo niimero racional es constructible
(13.27)).

Seam > 0y supongamos que son constructibles los elementos de K,,,—1. Sea a € K,
del que se puede suponer a ¢ K,,_;. Entonces, necesariamente, se tiene K, = K,—1 («)

e Irr(a, K1) = X? + bX + ¢, en donde b, ¢ son constructibles por ser elementos de
b+ Vb2 —4c

Kp—1. Como 6 = b? — 4c € K,,,_1 es constructible, lo es también a = 5

en virtud del Teorema
La ultima afirmacion es consecuencia de que Q () C Ky, v, por lo tanto, [Q («) : Q]

divide a [F,,, : Q] que es una potencia de 2. O

Duplicacion de cubo:

Existe una leyenda segin la cual, con ocasién de una plaga en Atenas, los atenienses
recurrieron al Oraculo quien, a través de la Pitonisa, les comunicé que la soluciéon de
sus problemas pasaba por duplicar el tamano del altar de Apolo, que estaba formado
por un roca tallada en forma ctbica. Pusieron manos a la obra aquellas buenas gentes
y construyeron otro altar ciibico cuya arista era de longitud doble de la del antiguo
altar. Como la plaga persistia, indignados, reclamaron al Oraculo el cual les dijo que no
habian interpretado bien sus instrucciones, ya que aquellas consistian en construir un
altar con volumen doble del existente.

Teorema 3.29. La duplicacion del cubo es imposible utilizando solamente la regla y el

compds.

Demostracion. Si (0,0) y (1,0) son extremos de una arista del cubo inicial, se trata de
construir otro cubo cuya arista tenga por extremos (0,0) y (b,0) tal que b3 = 2 o, lo que
es equivalente, que b = /2. Ahora bien [Q (\3/5) : Q] =3 ya que Irr(v/2,Q) =X3 — 2,
y asi, por el Teorema fundamental sobre constructibilidad, /2 no es constructible pues

3 no es una potencia de 2. O

Cuadratura del circulo:

Teorema 3.30. (Lindemann) La cuadratura del circulo es imposible, es decir, es im-

posible construir con regla y compds un cuadrado cuya drea sea igual a la de un circulo

dado.
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Demostracion. Si el circulo es de radio 1 (lo cual se puede suponer con un sistema de
coordenadas apropiado), el lado I del cuadrado solucion seré tal que (> = 7. Entonces, si
[ fuese constructible lo seria m, que, en virtud del Teorema deberia ser algebraico
sobre Q. O

Triseccion del dngulo:

Teorema 3.31. La triseccion del dngulo mo es posible en general. Es decir, existen

angulos que mo son trisecables con regla y compds.

Demostracion. La prueba consistird en demostrar que el dngulo % no es trisecable o,
lo que es equivalente, que el 4ngulo g no es constructible. Ahora bien, un angulo 6 es
constructible si, y solamente si, es constructible el ntimero real cos (y por lo tanto si,
y solo si, senfl = V1 — cos2 0 es constructible).

T T
Obsérvese que como cos36 = 4cos®f — 3cosh, si § = 9 y se pone a = coOS 9

1 m
entonces = = 4a> — 3a.. Si el angulo 6 = 3 es constructible también lo seréd el ntimero
real B = 2a, pero como Irr(f3,Q) =X — 3X — 1 (pues este polinomio no tiene raices
racionales) resulta [Q () : Q] = 3, lo que establece una contradiccion con el Teorema

fundamental sobre constructibilidad, ya que 3 no es potencia de 2. O

Las recetas proporcionadas en los cursos de dibujo técnico para dibujar un poligono
regular de dieciocho lados permiten, por tanto, solamente la obtenciéon aproximada de
dicho poligono.

3.4. Ejercicios

1. Sea F': K una extension de cuerpos tal que [F : K] es primo. Pruébese que F : K
es una extension simple.

2. Sea A={V7,2+3, e+3, Y7, i+3,vV/~1+2, cos (2;> + isen <2;r>}

Determinese el polinomio irreducible sobre Q de los elementos de A que son alge-
braicos sobre Q.

3. Sea E : K una extensiéon de cuerpos y sean aq, ..., q, elementos de F.

a) Demuéstrese que para 2 < i < n,

K[Oél,.. .,Oln] = K[al,... ,Otl',l] [Ozl',OéiJrl,...,Oén]
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10.

11.

12.
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y que
K (a1, ...,0n) = K (a1, ..., 05-1) (Qy ooy )

b) Demuéstrese que si aq, ..., a, son algebraicos sobre K entonces

Klag,...,on] = K(ag,...,aq) .

. a) Demuéstrese que Q(i,v2) = Q(i + v2) y que [Q(i,v2) : Q] = 4.

b) Calctilese el polinomio minimo de i + v/2 sobre los siguientes cuerpos:

i) Q(); 1) QV2) v iif) Q(iv2).

. Pruébese que:

lo(va+a)+va—14):Q] =1y [Q(\/1+\/§+\/1—\/§) Q] #1.

Sea F': K una extension de cuerpos y o € F' un elemento algebraico sobre K tal
que Irr(a, K) tiene grado impar. Pruébese que o? es algebraico sobre K y que
K(a) = K(a?).

a) Determinese el grado de la extension Q(a) : Q en los siguientes casos:
Na=2+V3yi)a=1+ 2+ V4.
b) Calciilese el polinomio minimo de /2 4+ /4 sobre Q.

Sea F = Q(az,...,a,) con a? € Q Vi =1,...,n. Pruébese que v/2 ¢ F.
Hallese el grado de la extension Q(v/2,/5,1) : Q.

Sea F' : K una extension finita y f € K[X] un polinomio irreducible sobre K con
I(f) > 1. Demuéstrese que si med (O(f), [F : K]) = 1, entonces f no tiene ceros
en F.

Sea F' = K («,[3), siendo a y (8 elementos algebraicos sobre K de grados n y
m, respectivamente. Si m y n son coprimos, pruébese que [K (a, ) : K] = nm
y que Irr(a, K) es irreducible sobre K (). ;Cudl es el grado de la extension
K(a)NK(B): K?

Sean F : K y F : K extensiones finitas de grados n y m respectivamente, ambos
E y F subcuerpos de un cuerpo ). Demuéstrese que si n y m son primos entre si,
entonces [E'F : K| = nm.
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13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

a) Pruébese:

) V3¢ Q(Va): i) [Q(VZ.VE): Q] =4y i) @ (v, V3) = Q (VB - v2).
b) Calculese el polinomio irreducible de V3 — /2 sobre Q (\/g)
c) Sea a = v/2. Calctlese Irr(a, Q (v2,V3)).

a) Determinese una base de Q (ﬂ, \3/5) como Q-espacio.

b) Dedtizcase que v/2 € Q (\/5, \5/5) y que Q (\/i, \‘5@) es una extension simple de
Q.
c) Demuéstrese que Irr (V2 + ¥/2,Q) = X6 — 6X* —4X3 +12X? — 24X — 4.
Sea a una rafz de X3+ 2X + 2 € Q[X].

a) Exprésense los elementos ™!, (a? + a + 1)ty u = a® +2a + 203 + 6 como
Q-combinacion lineal de una Q-base de Q («) .

b) Determinese Irr (u, Q) e ITT(Oé_l, Q).

Sean F': K, f € K [X] monico e irreducible de grado 3 y «, 8,7 € F tres ceros
distintos de f. Pruébese que:

a) [K(a): K| =3.

b) 3 es raiz de un polinomio de grado 2 con coeficientes en K(«).
0) K (0, B,7) = K (o, ).

d) La extension K («, 3,7) : K es de grado 3 o 6.

Sea F' = Q(V1+V3).

a) Calctlense los polinomios irreducibles de v/1 + v/3 sobre Q y sobre Q (\/3) .
b) Calctlese [F': Q).

Sea E: K y o, € E elementos algebraicos sobre K.
a) Demuéstrese que 8 (Irr(a, K)) = 0 (Irr(a™!, K)) .
b) Si[K(«a) : K] =3y [K(B) : K] = 8, demuéstrese que Irr(co, K) = Irr(a, K(3)).

Sea f = X%—2 € Q[X] y sea 8 un cero de f en C. Expresar 3~! como combinaciéon
lineal de una Q-base de Q (3) y calcular Irr(371, Q).

a) Sabiendo que 14 es un cero del polinomio f = X*— X34+ X242 descompongase
f en producto de irreducibles en Q [X] y en C[X].

b) Demuéstrese que {v/2, /2, v/2} es un conjunto linealmente independiente sobre
Q.
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22.

23.

24.

25.

26.
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Sea f =2X3 4 10X + 4.
a) Justifiquese en cual de los anillos Z[X], Q[X], R[X], C[X] v Q(+/2)[X] el

polinomio f es irreducible.

b) Sea o € C un cero de f. Calciilese Irr(1 + «,Q) e Irr(a~!, Q).

a) Sea f = X*—2X3+5X? —4X +6 € Q[X]. Sabiendo que f(iv/2) = 0, calctlese
la descomposicion de f en producto de irreducibles en cada uno de los siguientes
anillos: Z[X], R[X] y Q(+v/3)[X].
b) Justifiquese si i € Q[a] en los siguientes casos:

) o =+/-2.

2)aeCya®+a+1=0.

Sea a € C un cero del polinomio X3 + X + 1 € Q[X].
a) Pruébese que Q(a) = Q(a?) € Q(av/2).
b) Usando el apartado anterior pruébese que Irr(a\/i, Q) = X0+4X44+4X2-8.

a) Sean F': K una extension finita y £ : K una extension arbitraria tales que £
y F' son subcuerpos de un mismo cuerpo 2. Demuéstrese que EF' : E es también
extension finita.

b) Con las mismas condiciones de a), demuéstrese que si ademas E : K es finita
también lo es la extension EF : K.

¢) Pruébese que lo enunciado en a) permanece valido si se sustituye la condiciéon
“extension finita” por “extension algebraica’”.

d) Analogamente, pruébese que si en b) se sustituye la condicion “extension finita”
por “extensién algebraica” el enunciado resultante también es valido.

Sea F': K una extension de cuerpos y u,v € F. Demuéstrese que son equivalentes
las afirmaciones:

i) u es trascendente sobre K y v es trascendente sobre K (u).

1) El conjunto {u,v} es trascendente sobre K, es decir, si f € K[X,Y], la
condicion f(u,v) = 0 solo es posible si f = 0.

Sea F': K una extension de cuerpos y {u1,...,u;} C F un conjunto trascendente
sobre K (es decir, que, para f € K [X1,...,Xy], la condicion f(ui,...,u;) =0
solo es posible si f = 0). Demuéstrese que, en este caso, K (uq,...,u) es el cuerpo

de funciones racionales en ¢ variables sobre K, es decir, el cuerpo de fracciones del
anillo de polinomios en t variables.
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27. Sea F' = K (uq,...,uy,) una extension no algebraica finitamente generada de cuer-
pos. Demuéstrese que existe un entero t € {1,...,n} tal que {ui,...,u} es tras-
cendente sobre K y tal que la extension F': K (ug,...,u;) es finita.

28. Sea A es un anillo conmutativo no finito.

29.

a) Demuéstrese que #A4 = #A[X].

b) Conclayase que si {M;}ieny es una familia de A-moédulos libres de rango 1,
entonces # (DrenM;) = #A.

¢) El mismo resultado se tiene si la familia { M} }4cn esta constituida por A-mo6dulos
libres de rango finito.

d) Si A es dominio de integridad, demuéstrese que #A = #K siendo K el cuerpo
de fracciones de A.

Sea K un cuerpo infinito. Demuéstrese que si F' es una extension algebraica de K,
entonces #F = #K. Como consecuencia de lo establecido en el ejercicio anterior,
demuéstrese que no existe un conjunto finito de nameros reales u1, ..., u, tal que
la extension R : Q (uq,...,u,) sea algebraica. En particular, para cada nimero
natural n > 0 existe un conjunto {¢y,...,t,} C R que es trascendente sobre Q.
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Capitulo 4

Extensiones separables y normales

4.1. Extension de encajes

Recuérdese que si f: A — B es un homomorfismo de anillos, Ker(f) es un ideal de
A, y que f es inyectivo si, y solo si, Ker(f) = 0. Nuestros homomorfismos son todos
propios, es decir, tales que f(1) = 1, por lo tanto, si B es un cuerpo f(1) =1 # 0. Ahora,
como en un cuerpo K solamente existen dos ideales (el 0 y K), cada homomorfismo de
cuerpos f: K — F es necesariamente inyectivo, es decir, Ker(f) = 0, pues, por lo ya
dicho, Ker(f) # K al ser 1 ¢ Ker(f).

Los homomorfismos de cuerpos seran denominados aqui encajes, e isomorfismos si
son biyectivos.

Definicién 4.1. Sean F' : K y E : L extensiones de cuerpos y 0: K — L un encaje.
Un encaje 7: F — E se dird que extiende a o si 7| = o, es decir, si es conmutativo el

diagrama

= 7
=~ = I

1a

en el que las flechas verticales indican las inclusiones. También se dird que 7 es un encaje
sobre 0. S1 K = Ly 0 = idk se dird que 7 es un encaje sobre K,y si ademas FF = FEy

T es isomorfismo se dird que 7 es un K-automorfismo de F.

99
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Observaciones 4.2.

1) Notese que si 7 es un encaje sobre o, six1,...,x, € F'ysiky,..., k, € K, entonces
T (kix1 + -+ kpxn) = o (k1) 7 (x1) + -+ + 0 (kn) T (x) (es decir, T es o-semilineal).
Notese también que en el caso de que 7 es un encaje sobre K la anterior igualdad se
simplifica un poco y aparece como 7 (k1x1 + -+ + kpxy) = k17 (21) + -+ kn7 (24) , €8
decir, 7 es una aplicacién lineal entre los K-espacios F'y F.

2) Por la propiedad universal del anillo de polinomios , sioc: K — L es un
encaje, existe un tnico homomorfismo de anillos 7: K [X] — L[X] tal que 7 (a) =
o (a), para todo a € K, y tal que 7 (X) = X. Entonces, para f = > a; X" se tiene
fo = a(f) = Y4 o(a;)X". El homomorfismo & es también inyectivo, pues (f) =
Sho(a) Xt =0« o(a;) =0, parai=0,1,...,n < a; =0, para i =0,1,...,n, por

ser o inyectivo, y por lo tanto f = > g a; X’ = 0.

Notese que

f € K[X] es monico < f7 € L[X] es monico,

y que O (f) =9 (f?). Ademés si o es isomorfismo lo es también &, y

f € K[X] esirreducible en K [X] < f7 € L[X] es irreducible en L [X].

3) Sean o y 7 como en la Definicion con la condicién adicional de que o y 7 son

isomorfismos. Entonces,
3.a) F': K es finita & E : L es finita.

Ello es consecuencia de que 7 es isomorfismo o-semilineal y, por tanto, dimg F' =

dimy, F.

3.b) Si f € K[X]y u€ F, entonces

ues un cero f < 7 (u) es un cero de f7
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Para f =) ([ ;X ‘€ K[X], ya que T es isomorfismo se verifica que:

n

ueFesuncerodef@f(u):Zaiuizo

< 7 (u) es un cero de f7.
3.c) Como consecuencia de 2), 3.a) y 3.b) de (4.2)), para u € F' se tiene que:

u es algebraico sobre K, con f = Irr(u, K)

< 7 (u) es algebraico sobre L, con f? = Irr(r (u),L).

De las observaciones anteriores resulta:

Proposicion 4.3. St F: K y7: F = F es un K-automorfismo de F, entonces:
i) Siu e F esun cero de f € K[X], también lo es T (u).

i) Siu € F es algebraico sobre K, también lo es T (u) e Irr(t (u), K) = Irr(u, K).

Demostracion. Basta fijar E = F y K = L en 3.a) y 3.b) de (4.2)), con 0 = idk. O

Teorema 4.4. (Teorema de extension de encajes para extensiones simples)

Sean, como antes, F' : K y E : L extensiones y o: K — L un isomorfismo. Sean
a € F algebraico sobre K y B € E algebraico sobre L. Entonces son equivalentes las
afirmaciones siguientes:

i) Existe un encaje 7: K(a) — L(f) sobre o tal que T (o) = .

ii) Irr(B,L) = Irr? (o, K) .

Ademds, si tal T: K(a) — L(B) existe, es un isomorfismo sobre o.

Demostracion. ii) = 1)
Sig: K[X] — L[X] es el isomorfismo inducido por o: K — L, en virtud de la
propiedad universal del anillo de polinomios, se tiene el diagrama conmutativo de ho-

momorfismos de anillos
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en el que las flechas verticales son las inclusiones naturales y 7 (X) = X.
El isomorfismo & es tal que a(Irr(a, K)) = Irr?(a, K) = Irr(B, L), por la hipotesis.
Por lo tanto, G(Ker(ypo)) = a({rr(a, K)) = (Irr(B, L)) = Ker(yg). Entonces existe un

isomorfismo 7: K [a] — L [f] tal que es conmutativo el diagrama

Ker(pa) = K [X] 2% K [o]

{ lo T
Ker (pg) = L[X] 2% L[]

en el cual las flechas horizontales de la izquierda son la inclusiones y 7(f(«)) = f7(8).
En particular para el polinomio f = X resulta 7(X(a)) = 7(a) = X(B) = 5.

Entonces se tiene el diagrama conmutativo

K = K[X] 2% Ko

1 o Ir7

L > L[X]2 L[

en el que las composiciones de los morfismos horizontales son, respectivamente, las
inclusiones K < K [a] (la superior) y L — L[f] (la inferior). Como K [a] = K (a) y
L8] = L(B) (Teorema [3.12 apartado ii)) se tiene la afirmacion i).

i) = i)

Es 3.c) de (4.2) para u = a. O

Existe una prueba alternativa de i) = i) usando que

K (o) : K]=0(Irr(a, K)) =0(Irr(8,L)) = [L(B) : L] =n,
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y que, si 0: K — L es un isomorfismo, existe un tnico isomorfismo o-semilineal
7: K (a) — L(B) tal que 7 (ai) = B parai = 0,1,...,n — 1, es decir, que trans-
forma la K-base {l,a, . .,a"fl} de K (a) en la L-base {1 B, .. B"il} de L (pB). Por

n—1

tanto, si z € K (a) es de la forma z = > a;a’ = h(a), con h = > 1, ' 4; X", entonces

n—1

7 (z) = Za@ )= o(a;)s" =h7(B).

1=0

La prueba finalizara demostrando que ademaéas 7 es homomorfismo de anillos.

Si f=Irr(a,K),sean x,y € K (a) y h,g € K [X] tales que d(h), 9(g) < n—1 con
z="h(a)ey=g(a).Sihg=Fkf+1cond(l) <I(f) (algoritmo de Euclides en K [X]),
se tiene (hg — 1) (o) = 0, es decir, hg—1 € (f) y I (o) = h (a) g (o) = zy. Entoncesf? =
Irr(B, L), por hipotesis, y (hg — 1) = h7¢g? — 17 € (f?) (ya que 7: K [X] — L[X] es
homomorfismo de anillos).

Por tanto, (hg —1)° (8) = (hg” —1°)(8) = h* (B)g°(8) —1(B) = 0, es dec,
T(zy) =7 (I(a)) =17 (B) = h7 (B)g ( )=7(x)7(y)-

4.2. Cuerpos de escisiéon

Uno de los objetivos de este capitulo es probar que todo cuerpo K posee una exten-
sién algebraica K tal que todo polinomio no constante f € K [X] escinde en factores
lineales en K [X] o, equivalentemente, que cada polinomio no constante con coeficien-
tes en K tiene al menos un cero en K. Este objetivo se lograra de forma paulatina.
En primer lugar se probara que para un polinomio no constante f € K [X] existe una
extension simple K («) : K tal que f(a) = 0. Después se demostrara que existe una
extension finita F' : K tal que f escinde en factores lineales en F'[X]. En la secciéon
siguiente se procedera a la prueba de la existencia de K.

Para nuestras argumentaciones necesitaremos un Lema de caracter técnico.

Lema 4.5. Sea o0: K — F’ un encaje de cuerpos. Entonces existe una extension F : K

y un isomorfismo 7: F — F' que extiende a o (T es un encaje sobre o).

Demostracion. o (K) es un subcuerpo de F’. Se considera la unién disjunta conjuntista

F:=K||[F'\ o (K)]y se define la aplicacion 7: F — F’ mediante
7(a):=asia€ F'\o(K) y7(a)=0c(a) sia€K.

La comprobacién de que 7 es biyectiva es inmediata y es un ejercicio para el lector.

También es obvio que 7|k = 0. Definiendo, para a,b € F

al\b =771 (a) + 7 ()]
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axb:=71"1[r(a)7(b)]

se tiene 7 (aAb) := 7 (a) +7(b) y 7 (a*b) := 7 (a) 7 (b) con lo cual, si (F,A,x) es un
cuerpo, la aplicaciéon 7 es un isomorfismo sobre o. En ese caso, ademés, para z,y € K

resultard que

sy =7 ")+ =7"o@+o@l=7"olx+yl=2+y

y andlogamente z*y = zy. Entonces si I’ es un cuerpo, sus operaciones son compatibles
con las de K, es decir, F' es una extension de K. Por lo tanto el Lema quedaré probado si
se demuestra que con las operaciones A\, * el conjunto F' es cuerpo. Ahora, por ejemplo,

para la operacion A se tiene asegurada la asociatividad en virtud de las igualdades

al(bAe) = altH(rb)+7(e)=7"[r(a)+7 (7 () +7(c)])]

= 7 (@ + (1) +7 ()] =77 (7 (a) + 7 (b)) +7(c)] = (alb)Ac,

que son consecuencia de la definicién de la operacién A aplicada varias veces y de la
asociatividad de + en F’. De forma anéloga se prueba la asociatividad de x y que
(F, A\) es grupo abeliano. También se prueba de modo analogo que (F'\ {0}, *) es grupo

abeliano. La distributividad de * respecto A se establece mediante las igualdades

ax (bAc) =77 (a) T (bAC) =771 [1 (a) [7 (b) + 7 (¢)]]

=7 Yr(a) ) +7(@) () =7 r(axb)+7(axc) = (axb)A(axc),

que resultan de las definiciones de las nuevas operaciones y de la distributividad en

F'. O
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Observaciones 4.6.
1) Bajo las hipotesis del Lema anterior, si ag,a,...,a, € Ky a € F es tal que

7 () = o' € F', se tiene

o(an) (&) +-+0o(a)a +o(ag) =0
N (a(an) (a’)n+~-+a(a0)) =a,a” + - +aja+ag=0.

1 son isomorfismos de

Lo anterior es inmediata consecuencia de que tanto 7 como 7~
cuerpos y de que 7|g = o (y también de que Tfl\J(K) =o b

2) Notese que la observacion anterior establece implicitamente que si o: K — F’
es un encaje tal que para el polinomio f = a, X" + -+ 4+ a1 X + ap € K [X] existe un
o € F' con f7(d) =o0(ay) (/)" + -+ 0(a1)d + 0 (ap) = 0, entonces existe un
a € F con f(a) =ap,a™+---+aja+ag = 0. Es decir, si se puede encontrar un encaje
(como o) de K en otro cuerpo (como F’) en el cual un polinomio f7 € o (K) [X] tiene

un cero (en nuestro caso '), se habra encontrado una extension F de K en la cual el

polinomio f € K [X] tiene un cero (el elemento o = 77! (a)).

Proposicion 4.7. Si f € K [X] es irreducible eziste una extension simple K (o) : K

con f(a) =0y ademds [K () : K| = 9(f).

Demostracion. Recuérdese que en un dominio de ideales principales un elemento es irre-
ducible si, y solo si, genera un ideal maximal (2.26)). El ideal (f) es maximal en K [X]y
F':= K [X]/(f) es un cuerpo. Si7: K [X] — K [X]/(f) es el homomorfismo de anillos

canonico, se considera la composiciéon o de los homomorfismos

K < K[X] " K[X]/(f) = F'

a — a — a+(f)=a=o(a).

Entonces o: K — F’ es un encaje. Ademas, poniendo o’ := 7 (X), la sobreyectividad

de 7 proporciona F' = ¢ (K) (o). Ahora, si f = X"+ a, 1 X" '+ 4+ a1 X + ag, de
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la definicién de 7 resulta que

0 = 7(f)=a(X"+a, 1 X" 4+ + a1 X +ag)
= 7(X)"+ 7 (an_1) 7 (X)" 4 47 (a) 7 (X) + 7 (ao)

= ()" 40 (an1) (@) o (@) 40 (ag),

es decir, que f? (o) = 0. La aplicacion del Lema y de la observacién anteriores
proporciona ahora una extension F' : K y un isomorfismo 7: F — F’ sobre o de tal modo
que f () =0, en donde o € F es tal que 7 (o) = . Del isomorfismo 771: F/ — F se
obtiene ademas que F' = K («) . Ahora, como ya se sabe, [K (a) : K] = 0(Irr(a, K)) =

d(f), ya que, por hipotesis, f es irreducible en K [X]. O
Se puede enunciar ahora el

Teorema 4.8. (Teorema de Kronecker)
Si K es un cuerpo y g € K [X], con 9(g) = 1, entonces existe una extension F de

K con [F : K] < 0(g), en la que g tiene un cero.

Demostracion. Es consecuencia casi inmediata de la Proposicién anterior. Sea f un
factor irreducible de g en K [X] (K [X] es un DFU), es decir g = fh, donde h € K [X]
es el producto los restantes factores irreducibles de dicha factorizacion. Aplicando la
Proposicion anterior al polinomio f se obtiene un cuerpo F, extension de K, y un
elemento o € F tal que F' = K («a), con f(a) = 0. Como f es irreducible en K [X] se
tiene [K (o) : K] = 0(Irr(a), K) =0(f) < 0(g9) y ademas g (o) = f (a) h (o) =0. O

Definiciéon 4.9. Sea K un cuerpo, f € K [X] con 9(f) =n > 1y E una extension de
K.

1.- Se dird que f escinde (en factores lineales) en E si existen aq,...q, € E, no

necesariamente distintos, tales que
f=cX —a1) (X —ap)

en donde, obviamente, ¢ € K es el coeficiente principal de f. Dicho de otro modo, los

tnicos factores irreducibles de f, como elemento del DFU E [X], son lineales.
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2.- Se dird que E es un cuerpo de escision de f sobre K si ademés se tiene
E= K(al,...,an).

Observaciones 4.10.

1) Obsérvese que, segtn lo establecido, para un mismo polinomio f € K [X] se
podran encontrar diferentes cuerpos de escisiéon sobre K. No obstante probaremos que
todos son isomorfos sobre K.

2) Notese que si el polinomio f € K [X] escinde en la extension E de K (como en
1) de ({.9)), entonces el cuerpo E' = K(az,...,a,) C E es un cuerpo de escisién de f
sobre K.

3) Notese también que si f escinde en la extension E de K, entonces los elementos
ai,...,a, € FE son los tnicos ceros que f tiene en cualquier extension F' de E. En
efecto, si I : E es una tal extension y € Fesuncerode f € K [X| C F[X]| C F[X],
resulta 0 = f(8) = c(B—a1) -+ (8 — an) vy, por tanto, alguno de las factores 5 — «;
debe ser nulo o, equivalentemente, § = «; para algin 1.

4) Obviamente, si el polinomio f € K [X] es lineal, entonces f escinde en K y K es
cuerpo de escision de f sobre K, pues para f = cX + b basta tomar a = —bc~! € K
para que se tenga f = ¢(X — «a). Ademas K = K («), ya que « € K.

5) Si E es un cuerpo de escision sobre K del polinomio f € K [X]ysi K C F C E,
entonces F es también un cuerpo de escisién de f sobre F, pues las condiciones de la
definicién anterior se cumplen para F' en lugar de K, con los mismos a7, ...,a, € E.

6) Finalmente, la condicion 2) de la Definicion es obviamente equivalente a:

2) No existe ningtn cuerpo intermedio F' entre F'y K tal que f escinda en F.

Ejemplos 4.11.

1.- Para el polinomio f = X2 + 1 € R[X], que es irreducible en R [X], un cuerpo
de escisién de f sobre R es el cuerpo C = R(i) de los niimeros complejos, pues i? = —1
proporciona la factorizacion f = (X — i) (X +1).

2.- El mismo polinomio f = X2 +1 € C[X] tiene a C como cuerpo de escisién sobre
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3.- Q (i) es cuerpo de escision de f = X2 +1 € Q[X] sobre Q.
4-8i f=X2-5¢€Q[X], Q(+5) es cuerpo de escision de f sobre Q.

El siguiente Teorema establece la existencia de cuerpos de escision.

Teorema 4.12. Sea K un cuerpo y f € K [X] con O(f) =n > 1. Existe una extension
E : K tal que E es cuerpo de escision de f sobre K y [E : K] < n!

Demostracion. La prueba se hara por induccién en n.

Para n =1 es trivial, ya que se puede tomar F = K.

Supongamos ahora que n > 1y que el resultado es cierto para cualquier polinomio de
grado menor que n con coeficientes en cualquier cuerpo. Por el Teorema de Kronecker,
existe una extension K (aq) : K tal que f(a1) =0y [K (a1) : K] < n. Ahora, X — a3
divide a f en K (o) [X], es decir, existe h € K (aq) [X] tal f = (X — a;1)h. El grado
de h es n —1 < n, y, por hipétesis de induccion, existe F O K (a1) que es cuerpo de
escision de h sobre K (o). Asi E = K (aq) (g, ..., ay), con h = c(X —ag) - (X —ay),
donde c es el coeficiente principal de h, que es el mismo que coeficiente principal de f,
y ademés [E : K (a1)] < (n —1)!

Tenemos ahora f = ¢(X —ag)--- (X —ap), E = K(aq,...,a,), y el Teorema del
grado proporciona [E: K] =[E: K ()] [K (a1) : K] < (n—1)! n=n! O

Estableceremos ahora la “unicidad” del cuerpo de escisién de un polinomio sobre un
cuerpo que contenga a sus coeficientes.

Teorema 4.13. (Teorema de extension de encajes para cuerpos de escision)
Sea 0: K — F un isomorfismo de cuerpos y f € K [X] con 9(f) > 1. Sean E un
cuerpo de escision de f sobre K y L un cuerpo de escision de f7 € F[X] sobre F.

Entonces existe un isomorfismo 7: E — L sobre o.

Demostracion. Se probara también por induccion en m = [E : K.

Sim=1, FE =K, f escinde en K, y si

f=cX —a1)- (X —an)
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con aq,...a, € K, entonces
fo=0()(X —o(m)) (X —o(an))

con lo cual f? escinde en F'y, por tanto, L = F y 7 = o es el isomorfismo buscado.

Supongamos m > 1. Entonces f no escinde en K y, por lo tanto, en la factorizacion

de f en K [X]
f=cfr[r,

con cada f; monico e irreducible, algin f; tiene grado mayor que 1 (en otro caso se
tendria f; = X — «; con oy € K, para cada i =1,...,7, y entonces f escindiria en K).
Supongamos que tal f; es el polinomio f;. Como, por hipétesis, f escinde en F, cada f;
también, ya que el conjunto de los ceros de f en F es la unién de los conjuntos de ceros
de cada uno de los f; en dicho cuerpo (consecuencia de la unicidad de la factorizacion
de f en irreducibles en F [X]). Si a € E es cualquier cero de fj y, por lo tanto, también
de f, fi = Irr(a,K) y [K (o) : K] = 0(f1) > 1. Entonces f7 = o (c) f{--- fZ con f{
monico e irreducible en F [X], que escinde en L, ya que f? escinde en L por hipotesis.
Ahora si f € L es un cero de f{ se tiene f7 = Irr(8, F'), y por el Teorema de extension
de encajes para extensiones simples, existe un tunico isomorfismo 7: K (o) — F (3)
sobre o tal que o (a) = . Ademéas FE es cuerpo de escision de f sobre K (o) y L lo
es de f7 sobre F (). Por el Teorema del grado se tiene [E : K (a)] < [E: K| = m al
ser [E: K] =[E:K(a)][K(a): K]y [K(a): K] =0(f1) > 1, como ya se ha dicho.
Es ahora cuando interviene la hipotesis de induccion, ya que [E : K («)] < m permite
suponer que existe un isomorfismo 7: E — L sobre ¢ que es isomorfismo sobre o. Asi 7

es isomorfismo sobre ¢ y el Teorema queda probado. O

Corolario 4.14. (Unicidad del cuerpo de escision)
Si E y L son cuerpos de escision de un polinomio f € K [X] sobre K, entonces E

y L son K-isomorfos.

Demostracion. Apliquese el Teorema anterior al caso K = F con o = idg. O
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Corolario 4.15. Sean E un cuerpo de escision de un polinomio f € K [X]| sobre K
y a,B € E elementos que tienen el mismo polinomio irreducible sobre K. Entonces

existe un isomorfismo 7: E — E sobre K (es decir, un K-automorfismo de E) tal que

T () = B.

Demostracion. Ya que Irr(a, K) = Itr(f5, K) existe un isomorfismo o: K (o) — K (3)
sobre K tal que o () = f3, en virtud del Teorema de extension de encajes para extensio-
nes simples. Se aplica ahora el Teorema anterior haciendo jugar a K («) el papel de K,
a K (5) el papel de F'y a E los papeles de E y de L en el enunciado de dicho Teorema.
Ello es licito, ya que si E es cuerpo de escision de f sobre K, lo es también sobre K («),
notando ademas que E es cuerpo de escision de f sobre K y sobre K (§), ya que f

tiene sus coeficientes en K y por tanto f7 = f, pues o|x = id. O

4.3. Clausura algebraica de un cuerpo

En la seccién anterior hemos visto que existe la posibilidad de encontrar extensiones
finitas de un cuerpo K en las que un polinomio dado f € K [X] escinda en facto-
res lineales (4.12)) y, por lo tanto, que existen cuerpos de escision que, ademaés, estan
determinados de modo esencialmente tinico como extensién de K .

Se trata de obtener ahora una extension K de un cuerpo dado K que contenga los
ceros de todos los polinomios con coeficientes en K y de modo que K : K sea algebraica.

Lema 4.16. Para un cuerpo E son equivalentes las afirmaciones:
i) Todo elemento irreducible en E [X] es un polinomio lineal.
i1) Todo f € E[X] con O(f) > 1 escinde en E.
iii) Todo f € E[X] con O(f) =1 tiene un cero en E.
iv) El cuerpo E no tiene extensiones finitas propias.

v) El cuerpo E no tiene extensiones algebraicas propias.

Demostracion. v) = iv) Es obvio ya que toda extension finita es algebraica.
iv) = v) Sea F' : E algebraica y a € F. El elemento « es algebraico sobre E y
entonces E(«) : E es finita por la Proposicion y, por lo tanto, E(a) = E, como

consecuencia de la hipotesis iv). Cada o € F es entonces un elemento de E'y asi E = F.
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i)=1)Sife E[X]cond(f) =1y f=cfi--- fressufactorizacion en irreducibles
en F [X] con cada f; moénico, entonces necesariamente cada f; = X — o para algin
a; € E, en virtud de la hipotesis ).

i1) = i1i) Dado un f € E[X] con O(f) > 1, cada a; € E que interviene en la
factorizacion f = c¢(X —ay) -+ (X — ay) en E[X] es un cero de f.

ii1) = v) Sean F': E una extension algebraica, o un elemento fijado arbitrariamente
en F'y f=1Irr(a,F) € E[X]. En virtud de la hipdtesis iii), existe un g € E tal que
f(B) =0y entonces f es divisible por X — § en E[X]. De la irreducibilidad de f en
E [X] resulta f = X — . Ahora f(«) = 0 proporciona o = € E. Es decir, F = E.

iv) = i) Si f € E[X] es un polinomio irreducible 9(f) > 1, por la Proposicion
existe una extension E(«a) : F tal que f(a) = 0y tal que [E(a) : E] = 0(Irr(a, E)).
La extension F(«) : E es finita y f = cIrr(a, E). Por la hipotesis iv) se verifica que
a € E = E(a) v, por lo tanto, Irr(a, E) = X — a. Asi f = ¢(X — «) es un polinomio
lineal.

Obsérvese que la equivalencia i) < i) ya ha sido probada en (2.45)). O

Definicion 4.17. Se dird que un cuerpo E es algebraicamente cerrado si E satisface
cualquiera de las condiciones equivalentes del Lema anterior. Se dird que E es una
clausura algebraica de K si E' : K es una extension algebraica y E es algebraicamente

cerrado.
Antes de probar la existencia de clausura algebraica de un cuerpo, probaremos que,

si existe, es esencialmente tnica. Explicitamente:

Proposicion 4.18. Sean K un cuerpo, F': K una extension algebraica y L un cuerpo
algebraicamente cerrado. Sio: K — L es un encaje, entonces existe un encaje 7: F — L
que extiende a o. Si, ademds, L: o (K) es algebraica y F es algebraicamente cerrado,
entonces T es un isomorfismo. En particular, dos clausuras algebraicas de un mismo

cuerpo K son K-isomorfas.

Demostracion. Sea

S={(E,7)| K CECF,7: E— L es un encaje sobre o} .



112 CAPITULO 4. EXTENSIONES SEPARABLES Y NORMALES

El conjunto & no es vacio ya que (K,0) € 3. Definimos en & una relacion de orden

mediante

(Er,m1) < (Eg,m2) & By C By y 1o|lp, =1,

con la cual el conjunto & es inductivamente ordenado.

En efecto, si -+ < (F, 7i) < (Eit1,Tit1) < - -+ es una cadena de elementos de S el
conjunto E’' := U; E; es un subcuerpo de F' que contiene a K y, si se define 7/: B/ — L
mediante 7’ (x) = 7; (x) cuando = € F;, se obtiene que 7/ es un encaje sobre o. Notese
que 7' esta bien definido, ya que si x € E; y © € E}, como necesariamente se tiene
(E;,7;) < (Ek,7%) o bien (E;, ;) > (Eg, k), resulta 7 () = 7; (z) . Entonces (E',7")
es una cota superior de dicha cadena.

Por aplicacién del Lema de Zorn, nuestro conjunto & tiene elementos maximales.
Sea (E,7) uno de ellos. Entonces, necesariamente, E = F. En efecto, supongamos que
E C F ysea«a€ F\ E, que por hipotesis es algebraico sobre K (y por lo tanto sobre
E), con f = Irr(o, E). El polinomio f7 € L[X] tendra un cero 8 € L, ya que L es
algebraicamente cerrado, y f7 es irreducible en 7 (E) [X], ya que 7: E[X] — 7 (E) [X]
es isomorfismo de anillos. Entonces f™ = Irr (5,7 (E)) y, por el Teorema de extension de
encajes a extensiones simples, existe un encaje 74 8: E (o) = 7 (E) (8) sobre 7, tal que
Ta3 (@) = 5. El encaje 7, g es también encaje sobre o (ya que extiende a 7), y, llamando
J a la inclusion 7 (E) (8) < L, se obtiene un encaje v := j o 1,3: F(a) = L que
extiende a oy (F,7) < (E («),7). La maximalidad de (E, T) proporciona E = E («a),
y asi resulta @ € E en contradiccién con la seleccién de a. Por lo tanto F = F.

Si ademés L : o (K) es algebraica y F es algebraicamente cerrado se obtiene una
torre de cuerpos o (K) C 7(F) C L en la cual todas las extensiones son algebraicas
y 7 (F) es también algebraicamente cerrado (véase observacion a continuacion de esta
prueba). Entonces, por el apartado iv) del Lema resulta 7(F) = Ly 7 es un
isomorfismo.

Si F'y L son dos clausuras algebraicas de K, se aplica lo anterior tomando como o

la inclusion de K en L, y el isomorfismo 7 es un K-isomorfismo. O

SiT: E — E' es un isomorfismo de cuerpos, entonces E es algebraicamente cerrado
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si, y solamente si, E’ lo es también. En efecto, cada ' € E'[X] es de la forma f' = f7
con f € F[X], y un elemento a € E es un cero de f si, y solamente si, 7 () € E' es
un cero de f’. Por lo tanto, cada f € F [X] no constante tiene un cero en E si, y solo
si, cada f’ € E'[X] no constante tiene un cero en E’.

La prueba de la existencia sera realizada en varios pasos siguiendo una demostracion
dada por E. Artin, y que ha sido tomada del libro Algebra de S. Lang [LAN] y utilizara la
propiedad universal del anillo de polinomios sobre un conjunto finito de indeterminadas
2-33).

Teorema 4.19. (Teorema de Steinitz)

Si K es un cuerpo existe una clausura algebraica K de K, que estd determinada

salvo K-isomorfismos.

Demostracion. En primer lugar se conseguird una extensiéon de K en la que todo po-
linomio con coeficientes en K tendra un cero. A continuacién se probarad que existe
una extension E : K tal que F es algebraicamente cerrado. Finalmente, tomando K"
se obtendrd una clausura algebraica de K. La unicidad ha sido ya establecida en la
Proposicion (.18

Procedamos a demostrar la existencia.

Sean S = {Xy| f € K[X] con O(f) > 1} y K [S] el anillo de polinomios sobre S

con coeficientes en K. En el anillo K [S] el ideal
I={f(Xy)| Xf €5}
es propio. En efecto, 1 €e I < 3fy,..., fr € Sy 3hy,..., h, € K[S] tales que
S hifi(Xp) = 1
1

Si en la expresion anterior, que involucra solo a un nimero finito ¢ de variables X, se

pone Xy, := X;, resulta que
T
1

Sea F' una extension finita de K en la que cada polinomio f; tiene un cero «; (tal
extension existe, pues basta con tomar F' como cuerpo de escision sobre K del poli-

nomio g = [[] fi). La anterior expresion (*) es una igualdad en K [Xi,...,Xy], que es
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subanillo de K [S], y la propiedad universal del anillo de polinomios nos permite obtener

un homomorfismo de anillos ¥q,, . o, K [X1,...,X¢] = F tal que ¢q,,. |k = idk,
Yar,.ar (Xi) = 0y, parai =1,...,7,y con ¥q,, . «, (X;) = o arbitrariamente prefijado
en F', para cada j =r +1,...,¢. Entonces,

r

U= Varear (1) = Yaga | 2 hilX1, o X0 fi(X0)] =
1

= D hilon, o) filaw) =0

1
lo que establece una contradiccién, pues, en cualquier cuerpo, 1 y 0 son elementos
diferentes.

Sea ahora m un ideal maximal de K [S] tal que I C m y sea 7: K [S] — K [S] /m
el epimorfismo canoénico. El anillo K [S] /m es ahora un cuerpo y obtenemos un encaje
o: K — K[S]/m definido como la composicion de la inclusion K < K [S] con el
epimorfismo 7. Cada polinomio f? con 9(f) > 1 tiene un cero en K [S]/m. En efecto,

poniendo ay := Xy +m € K [S] /m, ya que f(Xf) € m, resulta que

m(f (Xy)) = f(Xy) +m = Og[s)/m

y, como 7 (f (X5)) = fo(m (X)) = f7(ay), se tiene que ay € K [S]/m es un cero de
fe.

De este modo hemos construido un encaje o: K — F' = K [S] /m tal que, para
cada polinomio f € K [X], con 9(f) > 1, el polinomio f tiene al menos un cero en
F'. Utilizando ahora el Lema resulta que lo anterior es equivalente a probar la
existencia de una extension F; de K tal que cada polinomio f € K [X] de grado > 1
tiene al menos un cero en Fj .

Se puede construir asi, de modo inductivo, una torre de cuerpos
K=FcCckhcCckhcCc---CFCFC---

caracterizada por la propiedad de que cada polinomio no constante f € F; [X] tiene al
menos un cero en F; 1. Si E = U;F;, entonces E es un cuerpo que admite a cada F;

como subcuerpo, y si f € F[X] existe un ¢ tal que f € F; [X] (basta tomar el indice i
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suficientemente alto para que todos los coeficientes de f pertenezcan a F;), por lo que,
si 9(f) > 1, el polinomio f tiene al menos un cero en Fj;1 C E. Entonces el cuerpo F
es algebraicamente cerrado y contiene a K como subcuerpo (4.16]).

Sea ahora K = K la extension algebraica maximal de K en E (3.21)). Por cons-
truccion K : K es una extension algebraica y ademas K es algebraicamente cerrado.
En efecto, si f € K [X] es de grado > 1 el polinomio f tiene algtin cero a € E y
entonces « es algebraico sobre K en la torre K C K C K («) todas las extensiones son
algebraicas y, por tanto, « es algebraico sobre K , con lo que se tiene a € K, por

la construccion de K. O

Observacion 4.20. Si F : K es una extension algebraica y F es una clausura algebraica
de F, entonces F es también una clausura algebraica de K. También, si K es una
clausura algebraica de K la inclusion K — K se extiende a un encaje o: F — K sobre
K que sera un isomorfismo (Proposicion . Asi las clausuras algebraicas de F'y de
K son esencialmente iguales.

A partir de ahora, a menudo, consideraremos a cada cuerpo K incluido dentro de
su clausura algebraica, y si f € K [X] es un polinomio no constante nos referiremos a

sus ceros dentro de K.

4.4. Separabilidad

Esta seccion se dedica al estudio de la multiplicidad de las raices de polinomios con
coeficientes en un cuerpo, nocién que estd muy relacionada con el nimero de encajes
del cuerpo de escisiéon en una clausura algebraica de dicho cuerpo de coeficientes.

Definicién 4.21. Sea f € K [X] un polinomio no constante y sea E; un cuerpo de

escision de f sobre K. Entonces existen elementos distintos a1, ..., a, € Ey tales que
f=c(X —ap)™ (X —a,)™.

Cada m; serd denominado la multiplicidad de la raiz «; de f. Una raiz «; se dird que
es simple si m; = 1. En otro caso se dird que es multiple (doble, triple, cuadruple, etc.,

si m; = 2,3,4, etc.).
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Observaciones 4.22.

1) La multiplicidad de cada a; € Ey estd determinada por la unicidad de la facto-
rizacion de f en Ey [X].

2) Si f € K[X]y Eyy E3 son dos cuerpos de escision de f sobre K, sabemos que

existe un K-isomorfismo o: Fy — FEs (4.14). Por lo tanto, si

f=cX—ap))™ - (X —a,)™ ¥y (4.1)

f=eX =p)" - (X = B)™ (4.2)

son las factorizaciones correspondientes de dicho polinomio en Ey [X] y Es [X], respec-
tivamente, entonces r = ¢ y, salvo una permutacion de indices, se tiene 8; = o (a;) y

m; = n;, para todo i = 1,...,r. En efecto, f7 = f ya que f € K [X] y asi resulta que
fr=cX —o(a)™ (X —o(a)" = f=c(X=p)" (X =B)"

en Fy [X]. De la unicidad de la factorizacion en Fy [X] se obtiene lo anunciado.

3) Como consecuencia de lo anterior, aunque las raices de un polinomio f dependen
del cuerpo de escisién en que éstas se consideren, el namero de diferentes raices de
f v los exponentes asociados a ellas, a los que hemos llamado multiplicidades, estén

determinados por f, es decir, no dependen del cuerpo de escisiéon en que se consideren.

Definicién 4.23. 1) Se dird que un polinomio f € K [X] es separable si solamente
posee raices simples.

2) Sean F': K una extension y « € F algebraico sobre K. Se dira que « es separable
sobre K si el polinomio Irr(a, K) € K [X] es separable.

3) Si F': K es una extension algebraica, se dird que F' : K es separable si cada o € F

es separable sobre K.

Observacion 4.24. Si K C F' C E es una torre de cuerpos y o € E es separable sobre
K, entonces lo es también sobre F. Ello es inmediata consecuencia de que f = Irr(a, F)
divide a g € Irr(a, K) en F'[X] y, por tanto, también en el anillo Fy [X], para cualquier

F, cuerpo de escisiéon de g sobre F.
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Definicién 4.25. La aplicacién (—)": K [X] — K [X], definida por
() () = F =na, X" 4t

para cada f = a, X" + -+ + a1 X + ap, se denominara derivacion (o K-derivacion)

ordinaria. A f’ se le denominaré la derivada de f.

Noétese que se verifican las bien conocidas propiedades

(f+9' = f+4,
(f9) = flg+1d,

de las que resulta que si a € K entonces a’ = 0 y, por tanto, (af) = af’,Va € K, lo
cual establece que la derivaciéon es también un homomorfismo de K-espacios.
La derivada se utiliza para el estudio de la multiplicidad de las raices de polinomios.

Proposicién 4.26. Sea f € K [X] un polinomio no constante y sea Ey un cuerpo de

escision de f sobre K. Un elemento o € Ey es raiz mailtiple de f si, y solo si, a es raiz

de f yde f'.

Demostracion. Es obvio que si o € Ef es una raiz multiple de f, (X — a)? divide
a f en Ef[X], es decir, existe h € Ef[X] tal que f = (X —a)?h, y entonces f/ =
(X —a)* I +2(X — a)h, lo cual proporciona f'(a) = 0.

Reciprocamente, como « es raiz de f se tiene que f = (X — a)g en Ef[X], con lo
cual f' = (X —a)g’ +g.

Ahora, si « es rafz también de f’ resulta f’'(a) = (a — a) ¢’ (o) + g (o) = 0 y, por
tanto, X — « divide a g en E; [X]. Es decir, existe h € E¢ [X] tal que g = (X —a) h,
y entonces f = (X —a)?h. O

Proposicion 4.27. Sea f € K [X] un polinomio no constante. Entonces el polinomio

[ es separable si, y solo si, med(f, f') =1 en el DFU K [X].

Demostracion. Sea d = med(f, f') € K [X]. Si d es de grado > 1, es decir si d no es
una constante, todo cero de d (en K) es también un cero tanto de f como de f’, ya que
d es divisor (en K [X] y por tanto en K [X]) de ambos polinomios. Por la Proposicién

f tiene algtin cero miultiple y entonces no es separable.
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Reciprocamente, si d = 1, el Teorema de Bézout (2.30) afirma que en el DIP K [X]
existen elementos g, h tales que 1 = fg+ f'h. Si f no fuese separable, f y f’ tendrian
alguna raiz comin o € K (4.26)), con lo cual

1=1(e) = f(a)g(a)+ f (a) h(a) =0,
lo que constituye un absurdo. O

Corolario 4.28. Si f es un polinomio irreducible de K [X]| y si Caract(K) = 0, en-

tonces f es separable.

Demostracion. Si d = med(f, f') € K [X], d es divisor en K [X]| de ambos polinomios
[y f'y, por tanto, 9(d) < 9(f),d(f’). Ahora, como Caract(K) =0, o(f") = 9(f) — 1,
y asi 9(d) < 9(f), con lo cual el polinomio d es necesariamente una constante, pues f

es irreducible en K [X] (si d fuese un polinomio no constante seria un divisor de f y no

unidad en K [X]). O

Corolario 4.29. Si Caract(K) =0, toda extension algebraica de K es separable.

Aunque la resolubilidad por radicales, que en gran medida constituye el objetivo final
del curso, seré desarrollada para cuerpos de caracteristica 0, parece razonable mantener
la hipotesis de caracteristica arbitraria tan lejos como las complicaciones inherentes a
ello nos lo permitan.

El resto de este parrafo se dedica de modo especifico al estudio de la separabilidad
en caracteristica p # 0, hipotesis bajo la cual la teoria comienza a enriquecerse intro-
duciendo la nueva nocién de inseparabilidad. La siguiente Proposiciéon, que proporciona
ademés una prueba alternativa de los Corolarios y , es béasica para este

tratamiento.

Proposicion 4.30. Sean K un cuerpo y f un polinomio irreducible en K [X]. Entonces
todos los ceros de f tienen la misma multiplicidad m. Ademds, m = 1 si la caracteristica
de K es cero y, en ese caso, [ es separable. Si la caracteristica de K es un nimero primo

p, entonces existe un numero natural p tal que m = pt.

Demostracion. En primer lugar, nétese que si a es cualquier elemento no nulo de K,
las raices (y sus multiplicidades) de los polinomios f y af, son las mismas. Por ello se

puede suponer que nuestro polinomio irreducible f es moénico.
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Sea E un cuerpo de escision de f sobre K y sea
f=X—-—a))™ - (X —a,)™

su factorizacién en E[X], que lo es también en E[X], en donde E es la clausura
algebraica de E (y de K). Para cada a; que interviene en tal descomposicion se tiene
f =Irr(a;,K) y, para cada i = 1,...,7r, existe un o;: K (a1) = K (o) C E C E,
encaje sobre K, tal que o; (a1) = a;, en virtud del Teorema de extension de encajes
a extensiones simples. Tal encaje 0;: K (1) — E admite una extensién a un encaje
(que seguiremos denominando ;) 0;: E — E, en virtud de . Como fe K[X]y

oi|k = idg se tiene

f= (X —a)™ (X =)™

_ fm' — (X — 0 (Oél))ml .. (X — 0y (Qr))mr = (X — ai)ml .. (X — 0; (OKT))mT

y, por la unicidad de la factorizacion en E [X], se tendra, en particular, que m; = m;.
Por lo tanto, queda probada la primera parte de la Proposicion.

Si m > 1 es la multiplicidad comin de todos los ceros de f, cada raiz de f, por
ejemplo la a1, es raiz también de la derivada f’. Entonces f divide a f’ en K [X] pues
f =1Irr(ay,K), lo que conduce a un absurdo pues 9 (f') < d(f), salvo que f’ sea el
polinomio nulo, lo cual es imposible si Caract(K) = 0. Asi, en el caso de caracteristica
nula se tiene necesariamente m = 1.

Si Caract(K)=p#0ym > 1,para f = X" +a, 1 X" '+ +a1 X +ag se tiene
ff=nXx""14 (n— l)an,lX”_2+---+a1 =0

por lo ya dicho, y entonces, si a; # 0 debera ser ¢ un multiplo de p (para que ia; sea
nulo). Ya que los monomios X* que aparecen en f deben ser todos de exponente miltiplo

de p, se puede escribir

f(X)=XP 4o 4 XP% - 4 ag

= (XP)" 44 (XP) + - 4 ag = g1 (XP),
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donde g1 = X* + -+ ;X% +--- + a9 € K[X]y 9(f) = pd(g1). Nuestro polinomio
g1 es irreducible en K [X], puesto que una factorizacion g; = kh en K [X] conduciria a
f = q1(XP) = k(XP)h(XP), lo cual no es posible por la irreducibilidad de f en K [X],
salvo que alguno de los factores k o h sea una constante. Ademéas o € K es un cero
de f (en ese caso entonces f = Irr(a, K)) si, y solo si, o es un cero de g; (pues
g1 (a?) = f(a) =0)y,asi, g1 = Irr(aP, K). Repitiendo el proceso para el polinomio gy,
si sus raices son multiples, se obtendra un polinomio go € K [X], irreducible también
en K [X], tal que g1(X) = g2(XP) y del que ((aP)P) = aP” serd rafz si, y solo si,
a € K es un cero de f. Ahora f = g1(XP) = gg(sz) con A(f) = pd(g1) = p*9(go).
El método podra reiterarse, obteniendo una sucesion de polinomios f,g1,...,g:,... de
grados estrictamente decrecientes, si cada g; tiene raices multiples. Como el proceso debe
finalizar tras un ntmero finito de pasos, existe necesariamente un y tal que g, solamente
tiene raices simples. De todo el proceso reiterativo resulta que si aq, as, ..., a, son todos
los ceros de f, nuestro g, tiene a ozzl’u, 0}2’”, -+, of" por tnicos ceros (que ademas son
simples). Entonces g, (X) = (X — a2 )--- (X — o). Ahora, de la factorizacion tnica

de f en K [X], y de las igualdades

£ = g (X7) = (X7 = af) -+ (X7 — ) = (X = a0 o+ (X = o)

=X-a)" (X =)™,
se obtiene m = p*. ]

Observacion 4.31. Se ha utilizado que en un anillo conmutativo A de caracteristica p,
si a,b € A, se tiene que (ab)? = aPbP (lo que resulta de la conmutatividad de A) y

que (a + b)? = Y5 (P)aP~"b" = aP + bP puesto que los coeficientes (?) de la tltima

p

p) = 1. También se ha usado que

expresion son miultiplos de p para r # 0,1 y (8) = (

e Y0 . .,
(—a)” = —a”" lo cual es cierto también para p = 2, pues en ese caso v = —x, Vz € A.

Corolario 4.32. Para una extension F' : K con Caract(K) =p # 0, si « € F es

algebraico sobre K y f = Irr(a, K), entonces existe un entero u > 0 tal que oP" es

separable sobre K. Ademds se verifica que [K (o) : K] = pt [K (") : K].
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Demostracion. En la demostracién de la Proposicion anterior para el polinomio f =
Irr(a, K), se obtiene el polinomio g, € K[X] que es separable e irreducible en K[X]
(de una factorizacion de g, en K[X]y de la igualdad f (X) = g, (X?") resultaria una
factorizacion de f) y ademés f(a) = g, (o) = 0. Por lo tanto, g, = Irr(a?”,K) y
entonces

Of = [K (o) : K] = p"0g = p" [K(ap#):K]. O

Observacion 4.33. Si K es un cuerpo de caracteristica p # 0, lo establecido en la
observacion anterior permite definir un encaje ¢,: K — K, ¢, (a) = aP, denominado
endomorfismo de Frobenius, cuya imagen denotaremos por KP. Notese que, si se pone
b= aP € KP el elemento a € K es un cero del polinomio X?—b € K? [X], y la extension
K : KP? es algebraica. Obsérvese también que el polinomio X? — b € KP? [X] escinde en
K,yaque XP —b= (X —a)f con X —a € K[X], con lo que X? — b es un polinomio
no separable.

Con las hipétesis y notaciones de la observacién anterior, supéngase ademas que
a ¢ KP. Se tiene entonces que XP — b = Irr(a, K?). En efecto, si f = Irr(a, KP), el

polinomio f divide a X? —b= (X —a)? en K?[X], y por lo tanto
f=(X-a)?=X"—daX" ' +.. .+ (-1)%a € K? [X]

para un cierto d < p, con lo cual, en particular, da = (d-1)a € KP. Si se supone
d < p, el elemento d-1 =1+ d) +1 € KP? no es nulo, y entonces resulta que a =
(d- 1)_1 da € KP, en contra de la hipdtesis. Se tiene entonces d = p y, por tanto,
f=(X—a)P =XP—by fesun polinomio irreducible en K? [X] pero no separable.
Esto es exclusivo de los cuerpos de caracteristica no nula y la extension K : KP es

prototipo de las que llamaremos extensiones algebraicas puramente inseparables.

Se puede construir una torre de extensiones algebraicas

1 1

1 2 1 1 1 1
o CKM KM co..CKPM CKPCKCKrCKP C--CKPICKWC---

en la cual cada cuerpo esta constituido por las raices p-ésimas de los elementos del
anterior. Es muy fécil probar que si un paso de esta cadena es trivial (es decir, si es de

grado 1), entonces todos los pasos son triviales.
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Definicion 4.34. Un cuerpo K de caracteristica p # 0 se dice que es un cuerpo perfecto
si ¢p es isomorfismo, o lo que es lo mismo, si K = KP? (es decir, la anterior cadena de
extensiones es trivial).

Los cuerpos finitos son perfectos (#K = #¢p, (K) ya que ¢, es inyectivo), y lo

son también los cuerpos algebraicamente cerrados (para cualquier b € K el polinomio
XP — b € K [X] tiene al menos un cero en K, y, por lo tanto, existe un a € K tal que
b= aP).
Observacion 4.35. Volviendo sobre lo descrito en la prueba de se debe constatar
que el nimero r de diferentes encajes 7 : K(a) — K que extienden a la inclusién
K < K es precisamente el niimero r de diferentes ceros del polinomio f° € K [X],
siendo f = Irr(a, K), y es un divisor del grado de f. La separabilidad del polinomio
f tiene que ver con el valor de r, es decir, con el nimero de tales encajes. Asi, f es
separable precisamente si r = 0f.

En relacién con la separabilidad estudiaremos el nimero de encajes 7: F' — L que
extienden a un encaje dado o: K — L, siendo F' : K algebraica y L algebraicamente
cerrado, y veremos que este niimero no depende méas que de la extension F': K. Para
cada uno de tales encajes 7: F' — L se tiene que 7(F) : o(K) es algebraica, asi que
T(F) C WL (donde WL es algebraicamente cerrado, segtn se establece en
la prueba del Teorema de Steinitz (4.19)), con lo que, para este estudio sera suficiente

con considerar la situacion inicial en donde ademas L : o(K) es algebraica.

Para un encaje 0: K — L pongamos &, := {7: F — L | 7|g = o}. Se tiene
entonces
Proposicion 4.36. Sean o: K — L yo': K — L’ encajes con L , L' algebraicamente

cerrados y L : o(K), L' : o/(K) extensiones algebraicas. Si F : K es algebraica se tiene

#G6, = #G6,.

Demostracion. Poniendo A = ¢’ o 071: 0(K) — o/(K) nuestro \ se extiende a un
isomorfismo y: L — L’ (4.18)) y es facil ver que, para 7 € &, el encaje yor es elemento de
S,+. Como la aplicacion yo—: &, — &, es inyectiva al serlo v, se tiene #6, < #6,/.

1

Razonando con A~! = g o ¢'~! se obtiene de modo analogo que #6, < #6,. ]

La importancia de este hecho motiva la siguiente
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Definicion 4.37. Sea F': K una extension finita. Se denominara grado de separabilidad
de dicha extension al nimero de diferentes encajes 7: F — K sobre K, y se denotaréa con
[F': K], . Dicho nimero es también el de extensiones a F' de un encaje dado o: K — L,
en donde L es un cuerpo algebraicamente cerrado cualquiera.

De modo informal se puede decir que el grado de separabilidad de la extensién
algebraica F : K designa el ntimero de posibilidades de mover F dentro de K dejando
los elementos de K fijos (siempre se puede suponer F' dentro de K, a la luz de )

Obsérvese que segin lo establecido hasta ahora, si « es algebraico y separable sobre
K (por ejemplo si K es de caracteristica nula), entonces

[K(a) : K]s = #{ceros de Irr(a, K)} = 0 (Irr(a, K)) = [K(«a) : K].

Observacion 4.38. Recuérdese una vez méas que si K C F' C E es una torre de extensio-
nes algebraicas, cada encaje v: F — K = F = E sobre un encaje dado 0: K — K se
extiende aotro7: £ — K . Ademés si {0 }ics es el conjunto de encajes de F en K
sobre 0: K — K y, si para cadai € I, {Tij; }jieji es el conjunto de encajes 7; ;,: & — K
que extienden a o5, entonces todos los 7; j, son encajes sobre o, y #.J; = #Jy cuales-
quiera que sean 4,7 € I . Ademas cualquier 7: E — K sobre ¢ es uno de los Tijis
pues su restriccion a F' es un encaje sobre o y, por tanto, o|p = o; para algtn i. Por

tanto,

Proposicion 4.39. Con las mismas notaciones que en , st Iy J; son fini-
tos se tiene #1 = [F: K|,, #J; = [E: F], para cada i € I. Ademds [E: K], =
[F: K| [E:F],.

Proposicion 4.40. Sea F' : K una extension finita. Entonces [F' : K], divide o [F : K].

F: K
El cociente T ]] recibe el nombre de grado de inseparabilidad de la extension y se
: S
designa con [F : K], .
Demostracion. Sea F' = K(ayq,...,ay) con cada a; algebraico sobre K. Se considera la
torre

K C K(a) C K(ag,a2) C--- C K(ag,...,ap) = F

de la cual, en cada paso se tiene

(K (at1,...,ai41) : K(ou, ..., 0)], = #{ceros de Irr(oit1, K(o1, ..., o))}
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que es divisor de
8([7’7’(6%4.1, K(al, ey O[Z))) = [K(al, ce ,ai+1) . K(Oél, ‘e ,Ozi)] .

De la observacion (4.38) y del Teorema del grado se obtiene que [F': K|, divide a
[F:K]. O

Notese que si F' = K(a) con a € F algebraico sobre K, entonces [F': K]J; es la
multiplicidad comitn de todos los ceros de Irr(a, K) y, por tanto, [F : K|, = p*, si K
es de caracteristica p # 0. Si Caract(K) = 0, se tiene que [F': K], = 1.

Corolario 4.41. Sea F' : K una extension finita. Entonces I : K es separable sobre K

si, y solo si, [F: K|, =[F : K].

Demostracion. Como consecuencia de (4.39) y del Teorema del grado, si [F: K|, =
[F: K] se tiene [K(a) : K] = [K(a) : K], para cada o € F. De (4.35]) se sigue que

[K () : K], = #{ceros de Irr(a,K)} =0 Irr(o, K)),

es decir, Irr(a, K) es un polinomio separable y por lo tanto a es separable sobre K.
Reciprocamente, si F' : K es separable finita, F' = K(aq,...,a,) con cada «; alge-
braico y separable sobre K (y, por lo tanto, sobre K (a1, ...,a;—1)). Como consecuencia

de lo establecido hasta ahora (4.35)) se tiene
[K(al,...,ai) . K(al,...,ai_l)] = [K(O&l,...,O&Z’) . K(al,...,ai_l)]s

paracadai = 1,...,n—1. De la multiplicatividad en torres de ambos grados ((3.3)),(4.39))
se obtiene [F': K] = [F : K].
En otras palabras, si F = K (a1,...,q,) con cada «; algebraico y separable sobre

K entonces [F': K|, = [F : K] y asf cada a € I es separable sobre K. O

Corolario 4.42. Si F : K es una extension y si a1,...,a, € F son elementos alge-

braicos separables sobre K, entonces la extension K(aq,...,ay) : K es separable.

Como consecuencia inmediata del corolario anterior, dada una extension F : K
algebraica, el conjunto

Fs(K) :={a € F | a es separable sobre K}
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es una extension algebraica separable de K. Si «, 8 € F son separables sobre K, también
lo son los elementos a — By a3t (si B # 0) pues ambos son elementos de K (a, 3) que
es extension separable de K por (4.42)).

De (4.41)) y de (4.40) se obtiene facilmente también el

Corolario 4.43. Una extension finita F : Kes separable si, y solo si, [F: K|, = 1.

En el otro extremo del espectro de divisores de [F : K] se encuentran las extensiones
puramente inseparables

Definicion 4.44. Se dice que la extensién finita ' : K es puramente inseparable si
[F: K|, = [F : K] o, equivalentemente, [F': K| = 1.

Sea K C F C E es una torre de extensiones finitas Como consecuencia de ,
y resulta que [F: K|, = [F: K|, [E : F],.
Observacion 4.45. Obsérvese que si K es de caracteristica p y el grado de una exten-
siéon finita F' : K no es divisible por p, entonces F' : K es separable, ya que el grado
de inseparabilidad (que siempre es una potencia de p y divisor de [F': K]) es ahora
necesariamente 1. El reciproco no es cierto. En efecto, para cada entero p > 0 existe
una extension F' : Z, de grado u que es el cuerpo de escision sobre Z, del polinomio
XP" — X, que es separable y asi lo es también la extension F' : Z,. Basta tomar p
un multiplo de p para obtener una extensién separable de grado divisible por p. También
es separable sobre Z, el cuerpo de escision del polinomio X? — X —1 € Z, [X] sobre Zy,
pues dicho polinomio no tiene ningin cero en Z, (por el pequenio Teorema de Fermat

(4.54) y, por tanto, es irreducible y separable (véase (5.52))).

Proposiciéon 4.46. Sea K C F C E una torre de extensiones finitas.
i) E: K es separable si, y solo si, son separables E: F y F : K.
ii) E : K es puramente inseparable si, y solo si, son puramente inseparables E : F

yF: K.

Entonces, en una extension finita F' : K puramente inseparable cada elemento o € F
genera una extension K (a) : K que es puramente inseparable.

Definicién 4.47. En una extension algebraica F': K un elemento a € F' se diré que es

puramente inseparable sobre K si K(«) : K es una extension puramente inseparable.
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Si F': K es una extension algebraica y si el elemento o« € F' es puramente inse-
parable sobre K, el Irr(a, K) tiene solamente un cero y su multiplicidad es p*, como
consecuencia de (4.30). Asi Irr(a, K) = (X — a)?" = XP" —ao?" y o?" € K, para algin
nimero natural p ( [4.32]).

Observacion 4.48. Es necesario destacar que el reciproco también es cierto. Si of” € K
para algiin ntmero natural v, sea p el menor de tales enteros. Entonces Irr(a, K) es
divisor de X?" — o en K|[X]. Por tanto, Irr(a, K) = (X — a)" con n < p*. En todo
caso n es la multiplicidad de la raiz a del polinomio Irr(«, K) y, por tanto, debe ser una
potencia de la caracteristica (4.30). Asi, n = p* con X < p (para que sea n = p* < pt).
De este modo se tiene Irr(a, K) = (X — a)” = (X — oz)pA = X — P € K [X],
y en consecuencia € K , con lo cual A = p por la minimalidad de p. Obsérvese
que se ha probado que si p es el menor nimero natural tal que o € K, entonces

Irr(a, K) = XP" — o,

Proposicion 4.49. Si F : K es una extension de cuerpos de caracteristica p # 0,
un elemento o € F es puramente inseparable sobre K si, y solo sti, existe un nimero
natural p tal que o € K. Si p es el menor de tales mimeros naturales, entonces
Irr(a, K) = XP" — oP".

Esto sugiere la siguiente definicion

Definiciéon 4.50. Se dice que una extension algebraica (no necesariamente finita) F' : K

es puramente inseparable si cada a € F' es puramente inseparable sobre K.

Ejemplos 4.51.

1.- Si K es un cuerpo de caracteristica p # 0 no perfecto, entonces K : KP? es
una extension puramente inseparable no trivial. Si a € K \ K?, entonces Irr(a, KP) =
(X — a)P. Las extensiones K?" : K vt (con t < s) son todas puramente inseparables.

2.- Si K es de caracteristica p # 0 y K no es perfecto, el cuerpo KP%" = U,U,GZKP%
es una extension algebraica no finita puramente inseparable de K y de cualquiera de

1
los cuerpos K»”.

Observacion 4.52. Para una extension algebraica F' : K de caracteristica p # 0, la

extension F' : Fy(K) es puramente inseparable (4.42). Sia € F\ Fy(K)y f = Irr(a, K)
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el polinomio f no es separable y existe un entero x> 0 tal que a?" es raiz simple de un
cierto polinomio separable g € K[X] tal que f = g(X?") ( y ) El polinomio
Irr(a””, K) es divisor en K[X] del polinomio g y por ello también es separable. Entonces
aP" € F es separable sobre K y a?" € Fy(K).

Si @, B son puramente inseparable sobre K y o”, f?" € K, entonces para cualquier
x € K(a, ) se tiene e K y, por lo tanto, una extension finitamente generada por
elementos puramente inseparables es puramente inseparable. En particular, para una

extension algebraica en caracteristica p, el conjunto
Fi(K) = {a € F | o es puramente inseparable sobre K}

es un subcuerpo de F' que contiene a K.
Se tiene asi que la extension original F' : K determina un diagrama

F(K) & F

1sep 1sep
i
K & FuK)

Obsérvese que Fs(K) N Fyi(K) =K y que F = Fs(K) U Fp;(K).

4.5. Teorema del elemento primitivo

El siguiente Lema tendra mas aplicaciones en el futuro desarrollo de la materia y
ahora posibilita la prueba del Teorema del elemento primitivo.
Lema 4.53. Si G es un subgrupo finito del grupo multiplicativo de un cuerpo K,

entonces G es ciclico.

Demostracion. Sea #G =n = p}* - - - p;* la factorizacion de n en factores primos. Si, pa-
racadai=1,...,t, H; es el inico p;-subgrupo de Sylow de G, entonces G = Hy - -+ Hy ~
Hy x --- x Hy . Ya que los 6rdenes de dichos grupos son primos entre si, bastara
entonces con demostrar que cada H; es un grupo ciclico. Se ha reducido asi el problema
al caso en que el subgrupo finito H del grupo multiplicativo del cuerpo K es un p-grupo.

Sea H un p-grupo que es subgrupo del grupo K* y sea h € H el maximo de los

periodos de los elementos de H. Dicho periodo es necesariamente una potencia de p,
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ya que divide al orden de H. Si h = p™, entonces, para cada x € H se tiene | z |= p°

pm—s m—s

con s < my, por lo tanto, zP" = (xps) =17 = 1. En consecuencia, todos los

elementos de H son ceros (en K) del polinomio
X" —1e¢ K[X]

que admite a lo sumo p"™ ceros. Por lo tanto, #H < p™ y asi #(h) = p"™ < #H < p™.

Es decir, (h) = H, ya que (h) C H y ambos son grupos finitos del mismo orden p™. [

Proposicion 4.54. (Pequenio Teorema de Fermat)
St p es un nidmero primo, Z,, es un grupo ciclico. En particular, si a es cualquier

numero entero se tiene a = a”(mad p).

Demostracion. El grupo multiplicativo Z; es ciclico, por aplicacion directa del Lema
anterior, y tiene orden p — 1. Por lo tanto, @’~! = 1 para todo @ € Z,, pues |a| es

necesariamente divisor de p — 1 = #Z;, y @’ = @ en este caso. Ademas si a = 0 es

evidente que @ = a? = a” = 0. Entonces a” = @, para todo @ € Z,. O

Nétese que en la prueba de la Proposicion anterior no es necesario conocer que Z,

es ciclico, pues es suficiente con tener a?~! = 1 para todo @ € Zyy, 1o cual es evidente

pues el periodo de @ es necesariamente divisor de p — 1 = #Z;.

Teorema 4.55. (Teorema del elemento primitivo)
Toda extension finita y separable F' de un cuerpo K es simple, es decir, existe un
a € F tal que F = K(«a). El elemento o serd denominado elemento primitivo de la

extension.

Demostracion. En primer lugar consideramos el caso en que K es un cuerpo finito. Si
F : K es finita entonces I’ también es finito pues #F = (#K)[F’K} y, por , F*
es ciclico. Si « genera el grupo F™* se tiene también que F' = K(«a) y la hipotesis de
separabilidad no es necesaria en este caso.

Se puede suponer ahora que K es un cuerpo infinito, condicién que acoge al caso de
caracteristica nula (situacion en la que la hipotesis de separabilidad seria redundante

también (4.29))). Una extension F': K es finita si, y solo si, es finitamente generada por



4.5. TEOREMA DEL ELEMENTO PRIMITIVO 129

elementos algebraicos (3.18)). Por lo tanto, existe una torre
KCK(Ozl) CK(O&l,OQ) (@R CK(Oél,OéQ,...,an) =F

en la que cada «; es algebraico y separable sobre K (aq,...,a;—1) al serlo sobre K.
Si se demuestra para n = 2 se habra terminado la prueba ya que K(aj,as,a3) =
K(on, az)(az) = K(71)(as) = K(71,03) = K (72) , para ciertos y1,72 € K(a1, a2, a3),
(que seran también separables sobre K por serlo todo elemento de F'), y recurrentemente
tendremos F' = K (), para algin v € F. Asi, la prueba quedara completa con la

demostracion del Lema siguiente. O

Lema 4.56. Sean K un cuerpo infinito y E una extension de K. Si o, 8 € E son

algebraicos y separables sobre K, entonces la extension F = K (o, B) de K es simple.

Demostracion. Por la separabilidad de « y 3, los polinomios f = Irr(a,K) y g =

Irr(B, K) se factorizan en K = F cada uno de ellos en factores lineales diferentes
s
fo= 1] -

1
s

1
donde, pongamos por caso, @« = a1y 8 = f1.
o — O
By —
ytodoj=2,...,s.S1yv=a+cf € K(a, ), entonces K C K (v) C F =K (a,) y 5 es

Como K es infinito se puede elegir ¢ € K tal que ¢ # ,paratodot=1,...,r
algebraico sobre K () al serlo sobre K. Sea g1 = Irr(8, K (7)) que escindira en factores
lineales g1 = (X — B) [[,(X — &) en F (B y las §; € F son las raices de g, también de
multiplicidad 1 ya que /3 es separable sobre K (v)). Sea h = f(y — c¢X) € K (v) [X].
Entonces h (8) = f(y—¢f) = f (o) =0,y como g € K [X] C K () [X] tiene a 8 como

raiz, el polinomio g; divide a h y a g en K () [X]. Por tanto,
{8} C {ceros de g1 en F} C {ceros de g en F} N {ceros de h en F'} .

Ahora, Vj = 2,...,s, la raiz 8; de g no es un cero de h pues, en caso contrario, se

tendria h (B;) = f (y —¢Bj) =0y v—cfj = o, paraalgin i € {1,2,...,r}, con lo cual

. a— oy . .,
a+cf —cfj = a; y, de este modo, serfa ¢ = , lo que contradice la seleccién de c.

B — B
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Por lo tanto, {ceros de g en F} N {ceros de h en F} ={p} = {ceros de g1 en f} .
Entonces g1 = X — 3, y asi f € K (), con lo que resulta « =y — ¢ € K () y se tiene
que K (a, 5) C K () y, por lo tanto, la igualdad buscada F = K (o, 8) = K (y). O

4.6. Extensiones normales. Clausura normal

El objetivo de esta seccién es analizar més detenidamente la naturaleza de los cuer-
pos de escision considerando sus posibles encajes en la clausura algebraica del cuerpo
base. Este nuevo punto de vista tendra gran importancia en el estudio de la Teoria de
Galois.

Definicion 4.57. Una extension algebraica F : K se dice que es normal si cada poli-

nomio irreducible en K [X] que tiene un cero en F escinde en E.

Ejemplos 4.58.

1.- La clausura algebraica K es una extension normal de K.

2.-Si [E: K] =2, entonces E : K es normal.

En efecto, sea f un polinomio irreducible en K [X] que tiene un cero a € E. Veamos
que f escinde en E. FEl elemento « es algebraico sobre K y, como f es irreducible
en K [X], f = clrr(a, K), donde ¢ es el coeficiente principal de f. Ahora 0(f) =
[K (o) : K] < [E : K] =2,y por tanto, o f es lineal, en cuyo caso escinde en K y, como
consecuencia, en F, 0 f = ¢(X —a)g con g € FE[X]y 9(g) = 1, con lo cual g escinde
en E. Por tanto, f escinde en E en cualquier caso.

Recuérdese que para grupos existe un resultado con formulacién semejante:

“Si H es un subgrupo del grupo Gy (G : H) = 2, entonces H es subgrupo normal
de G”.

Esto no es casual, como quedara claro a la vista del Teorema Fundamental de Teoria
de Galois.

En particular, como [C : R] = 2, la extension C : R es normal, y es normal también
la extension Q (y/n) : Q, para todo n € N.

3.- Si p > 0 es un namero primo la extensiéon [Q (\3/13) :Q] no es normal, pues

X3 —p= Irr({/p,Q), y este polinomio irreducible tiene una raiz, ¢/p, en Q (\?’/ﬁ) pero
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las otras dos raices son complejas no reales y no son elementos de Q ({/}3) .

Teorema 4.59. Sea E : K una extension finita y sea E una clausura algebraica de E
(y por lo tanto de K ). Son equivalentes las afirmaciones

i) La extension E : K es normal.

i1) E es cuerpo de escision sobre K de algin polinomio f € K [X].

iii) Todo encaje o: E — K = E sobre K es un automorfismo de E (es decir,

o(F)=E).

Demostracion. i) = i)
Como FE : K es finita, existen aq,...,q, € E tales que E = K(ay,...,ay) (3.18).
Sea f; = Irr(o;, K), parai =1,...n,ysea f =[] fi € K [X]. Yaque E : K es normal,

cada polinomio f; escinde en E pues tiene en F al menos una raiz, «;. Como toda raiz 8

de f esraiz de algin f;, el polinomio f escinde también en E = K (aq,...,ay) . Ahora
E esta generado sobre K por las raices de f (de hecho basta con a4, ..., a, pues, como
ya se ha dicho, las restantes estan en £ = K(aj,...,qy)). Entonces E es cuerpo de

escision de f sobre K.

Sea f € K [X] tal que E es cuerpo de escision de f sobre K y sea 0: E — E un
encaje sobre K. Ahora F = K(ay,...,a,) en donde las a1, ..., a;, son todas las raices
de f en E. Como 0| = idg v f € K [X] se tiene f° = f, y entonces o (f (o)) =
7 (o () = f(o(as)) = o(0) = 0; por tanto o (o;) es también un cero de f en E
para cada ¢ = 1,...,n. Asi o establece una permutacién de las raices a1,...,Q, y, en
consecuencia, o (E) C E. Como o es también homomorfismo inyectivo de K-espacios se
tiene que dimg o (FE) = dimg F, con lo cual resulta F = o (F) ya que ambos K-espacios
tienen la misma dimensién finita.

Sea f € K [X] un polinomio irreducible en K [X] que tiene un cero a en E. Se trata
de demostrar que f escinde en E. Sea § € E = K otro cero de f. Por el Teorema de
extension de encajes a extensiones simples, existe un isomorfismo 7: K (o) — K (3)

sobre K tal que 7 () = 3, pues ambos elementos tienen el mismo polinomio irreducible
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g = c ' f sobre K, donde c es el coeficiente principal de f. El isomorfismo 7 determina
un encaje 7 sobre K definido como la composicién de 7 con la inclusion K (8) — E,
es decir, v: K (a) = K (8) — E. Como E : K es algebraica y E es algebraicamente
cerrado, nuestro 7 se extiende a un o: E — E que es un encaje sobre K . En
virtud de la hipétesis iii) o (E) = E, y asi § = 0 («) es un elemento de E pues a € E.

Por lo tanto, cada raiz de f en F es elemento de E y f escinde en E. O

Este ultimo Teorema establece claramente que la condicién de normalidad para
extensiones finitas es una nueva propiedad de los cuerpos de escision.
Corolario 4.60. Si K C F' C E es una torre de cuerpos y st ¥ : K es normal finita,

entonces la extension finita E : F' es también normal.

Demostracion. E : F es finita por (3.3), v en virtud del apartado ii) del Teorema
anterior, E es cuerpo de escision de un polinomio f € K [X] sobre K vy, por ello,

también lo es sobre F. O

Veremos que en las hipotesis del Corolario [4.60] la extension F' : K no es necesaria-
mente normal. El apartado iii) del Teoremam permite establecer una condicién bajo
la cual si lo es.

Corolario 4.61. Si K C F C FE es una torre de cuerpos y E : K es normal finita,
entonces son equivalentes

i) F': K es normal.

i1) Para cada automorfismo 7: E — E sobre K se tiene que 7 (F') = F.

Demostracion. i) = i)

Si 7 es un automorfismo de E sobre K, el encaje o: F — F = E definido por
FESE—TF

es necesariamente un automorfismo de F, en virtud del Teorema ya que, por
hipotesis, F' : K es normal. Como 7 (F) = o (F) se tiene el resultado.
Como consecuencia del apartado #ii) del Teorema bastara con demostrar que

cada encaje 7: F — F = E = K sobre K es un automorfismo de F. Para un tal
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encaje existe una extensiéon o: E — F ya que E : F es algebraica (por ser finita)
y F es algebraicamente cerrado (4.18). Como E : K es normal finita, o (E) = E
por el mencionado apartado del Teorema [£.59] y, en virtud de la hipotesis, se tiene

o(F)=F=r1(F). O

Ejemplos 4.62.

+1

1 3
\Qf. € C, entonces Q (\3/5, f) es cuerpo de

1-5i ¢ = COS% +isen2§ =5
escision de X3 — 2 sobre Q.

En efecto, los elementos /2, £4/2, £€2¢/2 € C son las raices de dicho polinomio y
todas estan en la extensién Q (\3/5, f) de Q. Por lo tanto, Q (\3/2 5) : Q es una extension
finita (estd4 generada por un namero finito de elementos algebraicos sobre Q) y también
normal . Sin embargo la extension intermedia Q (\3@) : Q no es normal ya que el
polinomio X3 — 2 = I'rr(v/2,Q) tiene un cero en Q (v/2) pero no los restantes (en caso

contrario se tendria que £ = (\3@)_1 EY2€Q (\3/5) C R, lo cual es absurdo).

Es importante senalar también que si en una torre K C F C FE de extensiones
finitas se tiene que F': K y E : F' son extensiones normales, en general no es normal la
extension F : K, como se ve en el siguiente ejemplo

2.- Sean v/2, v/2 € R. Las extensiones Q (\/5) QyQ (\4@) :Q (\/5) son normales
y finitas y, sin embargo, la extension finita Q (\4@) : Q no es normal.

En efecto, como Irr(v/2,Q (\/5)) = X2 —V2e Irr(v2,Q) =X? — 2, se verifica
que [Q ({4/5) :Q (\/5)] =2= [Q (\@) : Q], y asi ambas extensiones son normales. La
extension Q (\4/5) : Q no es normal ya que el polinomio X4 —2 = I'rr(+/2, Q) no escinde
en Q ({l@) , que es un subcuerpo de R, y no todos los ceros de X% — 2 son reales (los
tinicos ceros reales de dicho polinomio son ++v/2).

Recuérdese que si L C H C G es una torre de grupos y si L es normal en GG, entonces
L es normal en H, pero H puede no ser normal en G. También, aunque L sea normal
en H y H sea normal en G no se tiene en general que L sea normal en G.

Estos resultados de grupos son los correspondientes anélogos a los referidos en los
dos anteriores ejemplos de extensiones normales de cuerpos.

Teorema 4.63. Si L : K es una extension finita, existe una extension F : L que verifica

i) F': K es normal finita.
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it) Si F' : K es otra extension normal tal que K C L C F' C F, entonces F = F’.
Si ademds si L : K es separable también lo es F' : K. En cualquier caso, el cuerpo

F estd determinado salvo isomorfismos sobre L y serd denominado “clausura normal de

L sobre K.

Demostracion. Por ser finita la extension L : K, existen aq, ..., € L que son algebrai-
cos sobre K, tales que L = K (aq,...,ap). Paracadat=1,...,n,sea f; = Irr (a;, K)
y sea f =[] fi- Si F C L es cuerpo de escisién de f sobre K, la extension F : K es
finita (esta generada por un namero finito de elementos algebraicos sobre K, las raices
en L del polinomio f) y F : K es normal, por el Teorema Como los elementos «;
son ceros de f en L, se tiene L = K (aq,...,ay) C F' y se cumple la condicion 7).

Sea ahora F’ : K normal y F D F' D L D K. Entonces, como L = K (a1,...,q,),
cada cero de f; = Irr(a;, K) en F = L es elemento de F’ ya que, por hipotesis, F' : K
es normal. Asi, todos los ceros de f = [[}' fi estan en F’ y, como tales ceros son los
generadores de F sobre K, se tiene F' C F’ y, por tanto, la igualdad F = F”.

Supongase ahora que L : K separable y finita. En ese caso L = K(«) para algin
a € L separable sobre K . El cuerpo F' esta ahora generado por todos los ceros
en L del Irr(a, K) que es un polinomio separable. Entonces la extension F : K es
separable al ser separables sobre K todos los generadores de F' pues todos ellos tienen
el mismo polinomio irreducible sobre K que « .

Para probar la tltima afirmaciéon sea, como antes, F C L cuerpo de escisiéon de
f = TIi fi sobre K, y sea E la clausura normal de L construida dentro de otra
clausura algebraica I' de L. Por la Proposicién sabemos que existe un isomor-
fismo o : L — L sobre L. Entonces o (F) esta generado sobre K por el conjunto
{a (B) | 8 es un cero de f en f} . Los a1,...,a, € L, que son elementos de dicho con-
junto, son también elementos de E y, por tanto, o (8) € E, ya que E : K es normal
y cada o () es cero de algtn f; = Irr(a;, K). En consecuencia, o (F) C E, y como
ademas o (F') : K es normal (es cuerpo de escision, dentro de L', de fo = f sobre K),

resulta o (F') = E por la minimalidad de la clausura normal E. O

Si F =K (ai,...,a,) con cada «; algebraico sobre K, entonces solamente hay un
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numero finito de encajes o: FF — K = F. En efecto, cada uno de tales encajes o esta
determinado por los elementos o(«;) que han de ser necesariamente raices de Irr(o;, K),
y asi son posibles solamente un nimero finito de tales encajes.

Proposicion 4.64. Si F' : K es una extension finita y o1 = idp,03,...,0¢ son los
diferentes encajes de F en K = F sobre K, entonces la clausura normal de F sobre K

es el cuerpo N =01 (F) o (F) - o1 (F).

Demostracion. La extension N : K es finita al serlo las o; (F) : K, para i = 1,...,t.
Para probar la normalidad de la extensién, sea 7: N — K = F = N un encaje sobre
K. La composicion de la restriccion de 7 a o; (F') con o; es, necesariamente, uno de los

encajes 0j, ;= F % 0; (F) = N 5 K = F = N. Por lo tanto,
T(N) =7 (01 (F) - 00 (F)) = 7 (01 (F)) -7 (04 (F)) = 0, (F) --- 05, (F) = N,

pues la composiciéon con 7 establece una permutaciéon de o1, ..., 0, segin se ha dicho.
Por lo tanto, la extensiéon N : K es normal y F' C N. Sea ahora F : K normal con
F C E C N. Entonces E contiene a cada uno de los cuerpos o; (F) y E = N. En efecto,
cada encaje 0;: F — K = F = N = E sobre K se extiende a un encaje o}: E — E

para el cual se tiene o (E) = E, en virtud de (4.59), y 0; (F') C 0} (E) C E. O

4.7. Ejercicios

1.- Sea « la raiz séptima real de 3 y & una raiz séptima de 1, £ # 1. Pruébese que
Q (&, a) es cuerpo de escision para X — 3 sobre Q.

2.- Encuéntrese un cuerpo de escision sobre Q para cada uno de los polinomios
siguientes:

X4 45X246,X7-1, X3 -3X24+3X -2, X*-3, X6 -8 X641, (X2-3)(X2-7),
X5 -2y (X3-2)(X%2-7).

Determinense los grados de las correspondientes extensiones.

3.- Sea f = (X2 — 16)(X? — 3) € Q[X]. Demuéstrese que E = Q (V/2,V/3,4) es un
cuerpo de escision para f sobre Q y calcilese [E : Q).

4.- Si Ey denota un cuerpo de escision sobre Q de f € Q[X], encuéntrese un elemento
primitivo para la extension Ef : Q en cada uno de los siguientes casos:

a) f=X*+1.

b) f=X*+4.
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5.- Obténgase el grupo de Galois de cada uno de los siguientes polinomios sobre los
cuerpos especificados:

a) X3 — X — 1€ Q[X] sobre Q.
b) X3 — 10 € Q[X] sobre Q, sobre Q (\/§) y sobre Q (1\/5) )
c) X° — X — 1€ Q[X] sobre Q(v/—23).

d)X4—5€Q[ }Sobre(@,sobre@(\f) Sobre(@(r)ysobre@()

6.- Sean F : F': K extensiones finitas de cuerpos.

a) Pruébese que si E : K es normal, entonces E : F es normal.

b)Si K =Q, F=Q(V2) y E=Q(¥/2,¢), siendo ¢ una raiz primitiva sexta de la
unidad, pruébese que F : K es normal y que F': K no es normal.

7.- Se consideran cuerpos de escision Ey y E,; sobre Q de los polinomios f = X 6_
y g = X3 — 2, respectivamente.

a) Pruébese que Eg C Ey y calctlese [Ey : Q.

b) Sea B un cero de f en C. Expresar 3~! como combinacién lineal de una Q-base

de Q(B) y calctlese Irr(5~1, Q).

8.- Sean f = (X?-3)(X*+1),9=(X?-2X—-2)(X*+1) € Q[X]. Pruébese
que Q (\/g, z) es cuerpo de escision sobre Q tanto de f como de g.

9.- Justifiquense las siguientes afirmaciones

a) El polinomio X® — 9X?3 + 15X + 6 € Q [X] tiene al menos un cero real.
b) X5 —9X? + 15X + 6 es irreducible en Q (v/2) [X].

c¢) La extension Q (\‘75, z) : Q es de grado 6 y no es normal.

10.- Sea « la raiz quinta real de 3 y £ una raiz quinta de 1, £ # 1. Pruébese que
Q(a, &) es un cuerpo de escision de X° — 3 sobre Q y calciilese [Q(a, &) : Q).

11.- Pruébese que si f € K[X] es irreducible de grado n y E es un cuerpo de escision
para f sobre K, entonces n divide a [E : K|. Plantéese un ejemplo que muestre que esto
no es necesariamente cierto si f no es irreducible.

12.- Sea f = X* 4+ X2 + 1 € Q[X]. Demuséstrese que un cuerpo de escisién para f
~1+14V/3
—

13.- Sea E un cuerpo de escision de (X3 — 2)(X2 — 5) sobre Q(v/—3). Calctilese
[E:Q(v=3)].

14.- Sean Ly = Q(v/3) y Ly = Q(+/v/3 + 1). Demuéstrese que Ly : Q y Lo : Ly son
normales y que Ly : Q no lo es.

15-Sea f= X5 — X* - X3 - X2 - X —2¢€Q[X].

a) Factoricese f en irreducibles en Q[X]. Calctlese un cuerpo de escision Ey para f
sobre Q y el grado de la extensiéon Ey : Q.

b) Demuéstrese que si a € Z, f no tiene ningin cero en comun con el polinomio
X3 —3aX +3.

sobre Q es Q(«), siendo o =
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16.- Sea o = (1 +4) v/5. Pruébese que Q (a) : Q (iv/5) es normal. Demuéstrese que
Q (a) : Q no es normal y encuéntrese una clausura normal de Q («) sobre Q.

17.- Pruébese que Q (\@) y Q (7) son isomorfos como Q-espacios vectoriales pero no
COmMO Cuerpos.

18.- Calctlese el ntimero de Q-isomorfismos entre Q (o) y Q(3) en los siguientes
casos
a) a=ivV2y B =1iV3.

b)a:e%ﬂiyﬁ:ag.
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Capitulo 5

Teoria de Galois

5.1. Extensiones de Galois. Teorema fundamental de la teo-

ria de Galois

Esta seccién esta dedicada a la demostracion del Teorema fundamental de la teoria
de Galois para extensiones de cuerpos. Para una tal extensién F' : K se considera
el grupo de automorfismos de F' que dejan fijos los elementos de K, y el resultado
fundamental establece que, bajo ciertas condiciones, existe una biyeccién, que invierte
las inclusiones, entre el reticulo de subgrupos de dicho grupo y el de cuerpos intermedios
de la extension.

Si F' es un cuerpo, el conjunto Aut(F') de todos los automorfismos de F' es un grupo
con la operacién definida por la composiciéon de aplicaciones.

Definiciéon 5.1. Sean F' un cuerpo y G un subgrupo del grupo Aut(F'). Se define el

cuerpo fijo por G como
F¢.={zecF|o(x)=xYoecG}.

Si F: K es una extension de cuerpos se define el grupo de Galois de la extension F : K

CcOo1mo

Gal(F/K) :={o € Aut(F) | o|x = idk} .

Observaciones 5.2.
1) F G es efectivamente un subcuerpo de F, ya que para z,y € F¢ y para cualquier

elemento o € G, se tiene o(z +y) =0 (z) +0(y) =x+y, o(zxy) = o (z) o (y) = vy,

139
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o(—z)=—-0c(@)=-zysi c#0,0(x )= (o (z))"' = z~. Entonces z —y € FC
y,siy#0, zy~ ! € FC,

También es inmediato comprobar que Gal(F'/K) es un subgrupo del grupo Aut(F),
pues si 0,7 € Gal(F/K), entonces Va € K se tiene (o7) (z) =0 (7 (x)) =0 (z) =z y
también o () =z < ol (o (x)) =07 (2) @z =0""(2).

2) Sean F': Ky F' : K’ extensiones de cuerpos y o € F un elemento algebraico sobre
K.Sit: K — K'yo: F — F’' son encajes tales que 0| = 7 (es decir, si o es un encaje
sobre 7), entonces o|x(q): K () = F' esta determinado por el elemento o (o) € F".
En efecto, cada z € K () admite una tinica expresion & = ag + a1 + - - - + ap_1a" 1,
con ap,a,...,an—1 € K, si el polinomio Irr(a, K) es de grado n, ya que en este
caso {1, Q... ,a"_l} constituye una base de K () como K-espacio . Entonces
o(z) =7 (ao)+7(a1) o (a)+---+7 (an_1) o (a)" . En particular, poniendo K = K’y
F = F' = K (a), resulta que cada automorfismo o € Gal(K («) /K) esta determinado
por o (a) € K ().

3) Ademas o () es un cero del polinomio (Irr(«, K))" € K' [X], puessi Irr(a, K) =
X" 4+ by X"+ 4+ 51X + by, entonces a” + by 10" P+ -+ bia+by =0 =
o (0" +bp1a™ 44 bo) = o (@) + 7 (bp1) o (@) 4+ 7 (bo) = 0 (0) = 0.
En particular, se obtiene que o («) es necesariamente un cero de Irr(a, K), para cada
o€ Gal(K (a) /K).

4) Notese que, en virtud del Teorema de extension de encajes a extensiones simples
, para cada rafz § € K (a) del Irr(a, K) existe un encaje 04 5: K (o) = K () tal
que 048 (o) = (. Tal encaje debe ser un automorfismo de K («), ya que 0,3 es, en

particular, un homomorfismo inyectivo entre K-espacios de la misma dimensién finita.

Como consecuencia de las anteriores observaciones se obtiene directamente la si-
guiente

Proposicion 5.3. Si F': K es una extension de cuerpos y si a € F' es algebraico sobre
K, entonces #(Gal(K (o) /K)) <0 (Irr(a,K)) = [K (a) : K] < [F: K].

La desigualdad #(Gal(K (o) /K)) < [K (a) : K] es estricta en general. Por ejem-
plo, para la extension Q (\:75) : Q se tiene que [Q (\:75) :Q] = o(Irr (\3/5, Q)) =
8(X 3 2) = 3, mientras que es 1 el orden del grupo de Galois de dicha exten-
sibn. La ultima afirmacion es consecuencia de que si o € Gal(Q (\3/5) /Q), entonces
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o (\3/5) eQ (\3/5) C R ha de ser necesariamente un cero real de X3 — 2 1’ y por
tanto o (\?ﬁ) = /2, con lo que ¢ = idQ(%) 1} El tanico cero real de X3 — 2 es v/2;

, i ™ T
los restantes ceros son v/2¢ y v/2¢2, en donde & = cos 3 —|—z’sen? = eZT, y ambos son

nimeros complejos no reales.

Proposicion 5.4. Sea F' : K una extension normal finita.

1) Si a, B € F se tiene
Irr(o, K) = Irr(B,K) < Jo € Gal (F/K) tal que o () = 3.
2) Si ademds F : K es separable se tiene
#Gal (F/K) = [F : K].

Demostracion. La afirmacion 1) resulta del Teorema de extension de encajes a exten-

siones simples (4.4)) y de la aplicaciéon combinada de la Proposicion y del Corolario

[4:61] En efecto,

Irr(a, K) = Irr(B,K) < o8 K (o) = K () K-isomorfismo tal que o4 5 (o) = .

Oa.B

Ahora, para K (o) = K (8) — F — F existe una extension o: F — F (por
que es un automorfismo de F' sobre K , tal que o (o) = B. Reciprocamente, si
o € Gal (F/K) es tal que o (a) = 3, la Proposicién proporciona que Irr(a, K) =
Irr(B, K).

Para la demostracion de 2) considérese un elemento primitivo o € F' de la extension
F : K, que existe al ser F' : K separable ([1.55). Asi, F = K (a) y f = Irr(a, K) es
separable y [F': K| = O(f) = n. Como la extension F' : K es normal el polinomio f
escinde en F'y, por tanto, F' es cuerpo de escisiéon de f sobre K. Si a = aq, a9, ..., an,
son los diferentes ceros de f en F, se tiene que f = Irr(a;, K) para cada i =1,...,n,
y, en virtud del apartado 1), para cada «; existe un o; € Gal (F/K) tal que 0; () = o.
Se obtienen asi n automorfismos de F' sobre K diferentes, con lo cual resulta que n =
[F': K] < #Gal (F/K) . De la Proposicion se deduce directamente que [F': K| >
#Gal (F/K), y de ahi el resultado. O
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Ejemplos 5.5.
1.- Gal(C/R) ~ Zs.
2.- Gal(Q (V2) /Q) es el grupo de un solo elemento.

Consideramos ahora a cada subgrupo H del grupo Gal (E/K) actuando sobre el
cuerpo F/ mediante la accién

HxE — E
(o,a) — o(a).

Recuérdese que si o € FE, la H-orbita de « es el conjunto Oy (o) := Ha =
{o(a) =0a|o € H} ([140), y que si Hy, := {0 € H |0 (a) =a} denota el subgru-
po de isotropia de «, entonces # Oy () = (H : Hy,) que es un divisor de #H si este
grupo es finito (|1.41]).

El siguiente Lema serd muy usado en lo sucesivo.

Lema 5.6. Sea E : K wuna extension finita y H un subgrupo de G = Gal(E/K).
Entonces si o € E, o es algebraico sobre EH y ademds
Irr(a, BH) = H (X —o(a)).
o(e)eD (o)

Por lo tanto,

[E’H () : EH] =#Opy (o) = (H : Hy)
es divisor de #H.

Demostracion. La extension E : EH es finita (al ser £ un cuerpo intermedio entre
E y K) vy, por ello, es algebraica. Sea a € E y sea f = Irr (a,EH), cada o (a) es
necesariamente un cero de f en E si 0 € H C Gal(E/E™) y, por lo tanto, el polinomio
9= llo(a)eoy () (X —0 (a)) € E[X] es un divisor de f en el anillo E[X]. Por otra parte,
si 7 € H se tiene TH = H y entonces Op (o) = {o (o) |c € H} = {70 (a) |0 € H},
con lo cual resulta que
7= Il K-ro@)= ] K-o(@)=9
o(a)€DH (a) o(@)€D (a)

Es decir, los coeficientes del polinomio g € F [X] quedan fijos por cada 7 € H, lo que

significa que g € E* [X]. Ahora, como a es un cero de g y como f = Irr (a,EH) ,
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resulta que f divide a g en E [X] y, por lo tanto, también en E[X]. Como ambos
polinomios son moénicos, se tiene que f = g.

La segunda afirmacién es consecuencia inmediata de lo ya demostrado. O

Proposicion 5.7. Si E : K es finita y separable, para cada subgrupo H del grupo
Gal(E/K) se tiene
[E:E"| =#H y H=Gal(E/E™).

Demostracion. Como E : K es finita y separable, también lo es F : EH | al ser Ef un
cuerpo intermedio entre E y K, y, por el Teorema del elemento primitivo , existe
un « € E tal que E = E¥ (a).

Por el Lema se puede afirmar que [E¥ (a): EY] = #9p (o) = (H: H,).
Como E = Ef (a) resulta H, = {c € H| o (a) =a} = {idEH(a)} = {idp}, pues
o|lga = idgu Yo € H. Se tiene asi que (H : H,) = #H y la primera afirmacion queda
probada.

Ahora, como #Gal(E/E™) < [E: Ef] = #H (por la Proposicion y por lo
demostrado hasta ahora), y como H es subgrupo del grupo finito Gal(E/E™), se obtiene
H = Gal(E/EY). O

Definicion 5.8. Una extension E : K se dird que es una extensidn de Galois si es
algebraica, normal y separable.

En lo sucesivo nos ocuparemos exclusivamente de las extensiones de Galois finitas.
El estudio de las extensiones de Galois no finitas puede ser abordado utilizando la to-
pologia de Krull en el grupo G de automorfismos, en la cual el reticulo de subgrupos
correspondientes a subextensiones de Galois finitas constituye un sistema fundamental
de entornos de la identidad, y respecto de la cual el grupo topolégico G resulta cuasicom-
pacto y totalmente disconexo. El analisis de estas extensiones rebasaria ampliamente
los objetivos del curso y no se tratara aqui.

Proposicion 5.9. Sea E : K una extension finita y separable. Entonces son equivalentes
las afirmaciones

i) E: K es de Galois.

ii) [E: K| = #Gal(E/K).

iii) K = EGAUB/K)
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Demostracion. i) = i)
Directamente de la Proposicion en su apartado 2).

(E/K) C E pro_

La extension E : K es algebraica al ser finita y la torre K ¢ E¢®
porciona [E : K] = [E : EG‘”(E/K)] [EGal(E/K) : K] , como consecuencia del Teorema
del grado. Por la Proposicion se tiene [E : EG‘LZ(E/K)] = #Gal(E/K), poniendo alli
H = Gal(E/K). Como, por hipétesis [E : K| = #Gal(E/K), se tiene forzosamente que
[EG“l(E/K) : K] =1, es decir, ECU(E/K) = K

iii) = 1)

Probaremos que E : K es normal. Sea £ = K («) (4.55)), y sea H = Gal(E/K). Por
hipétesis se tiene que EY = K, y asi E = E (a). Por el Lema se puede afirmar

que

f=1Irr(a, ) = Irr(a, K) = H (X —o(a)).
o()€m (a)

Como consecuencia se obtiene que E es cuerpo de escision de f sobre E¥ = K. En
efecto, para cada 0 € H = Gal(E/K) = Gal(K (a) /K) el elemento o (o) pertenece a
E =K(a),y{o(a)|o € H} esel conjunto de los ceros de f, ala vista de la anterior fac-
torizacion de dicho polinomio. Entonces f escindeen E = K(«a) = K ({0 (a) | 0 € H}),

con lo que queda probado que E : K es una extensién normal. ]

Corolario 5.10. Si E : K es de Galois finita y K C F C E es una torre de cuerpos,

entonces F = EGAU(E/F)

Demostracion. De los resultados anélogos para extensiones finitas (3.3), para exten-
siones normales (4.60) y para extensiones separables (4.24)), resulta que E : F' es de
Galois finita. El resultado se obtiene aplicando a esta extension el apartado #ii) de la

Proposicion anterior. ]

Aunque el siguiente resultado formara parte del enunciado del Teorema Fundamental
de Teoria de Galois interesa que quede explicito para su uso futuro

Lema 5.11. Si K C F C E es una torre de extensiones normales tal que E : K es

también normal, entonces Gal(E/F) es subgrupo normal de Gal(E/K) y se tiene un
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isomorfismo:

Gal(F/K) ~ Gal(E/K)/Gal(E/F).

Demostracion. Para cada automorfismo o de E sobre K resulta o (F) = F por el
Corolario , y entonces o|r es un automorfismo de F. De este modo se obtiene
que la aplicacion rp: Gal(E/K) — Gal(F/K), rp(o) = o|p, esta bien definida y es
inmediato comprobar que es un homomorfismo de grupos. Ademés rg es sobreyectivo
ya que si 7: F — F C K es un automorfismo de F sobre K, el encaje 7: F — K se
extiende a otro 0: E — K, (por ser E : F algebraica y K algebraicamente cerrado,
segiin establece la Proposiciéon , que es necesariamente un automorfismo de F al
ser E : K normal, y asi 0 € Gal(E/K), con lo cual rg (0) = o|p = 7. Por otra parte,
Ker (rp) = {0 € Gal(E/K) | o|p = idr} = Gal(E/F), y entonces dicho grupo es un
subgrupo normal de Gal(E/K).

Obsérvese que ademés se ha probado la ultima afirmacion, pues la existencia del

homomorfismo sobreyectivo rp: Gal(E/K) — Gal(F/K) proporciona que
Gal(F/K) ~ Gal(E/K)/Ker (rr) = Gal(E/K)/Gal(E/F). O

Teorema 5.12. (Teorema fundamental de la teoria de Galois)

Sea E : K una extension finita de Galois y G = Gal(E/K).

SiF ={F | F es cuerpo intermedio entre K y E} yS = {H | H es subgrupo de G},
entonces existe una biyeccion, que invierte las inclusiones, V: F — S, definida por
U(F) = Gal(E/F), cuya inversa es la aplicacion ®: S — F, definida mediante ®(H) =
Ef.

Para cada F' € F la extension E : F es de Galois finita, y son equivalentes las
afirmaciones

i) F: K es de Galois finita.

1) El grupo ¥ (F) = Gal(E/F) es un subgrupo normal de G.

Ademds, si F': K es de Galois se tiene

Gal(F/K) ~ Gal(E/K)/Gal(E/F).
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Demostracion. Es evidente que las aplicaciones W y ® estan bien definidas. Ademés,
para F' € F el Corolario afirma que E : F' es una extension de Galois, y entonces
F = ECEE/E) — pY(F) — & (¥ (F)). Por otra parte, si H € S la Proposicion
establece que H = Gal(E/E") = Gal(E/® (H)) = ¥ (® (H)). Por lo tanto, dichas
aplicaciones ® y ¥ son inversas.

Si Hy C Hj son subgrupos de Gy x € E2, para cada 0 € Hj se tiene o (v) = z,
ya que tal o es elemento de Hs y, por lo tanto, € B,

De forma anéloga, si F} C Fb son cuerpos intermedios de la extension F : K,
entonces cada o € Gal(E/Fy) es tal que o (z) = x para todo = € Fy, ya que x es
también elemento de Fy, y asi Gal (E/F1) D Gal(E/F3). De este modo queda probado
que ® y W invierten las inclusiones.

Veamos ahora que las condiciones i) y ii) del enunciado son equivalentes.

Sea H = Gal(E/F) un subgrupo normal de G = Gal(E/K), es decir, tal que
ocHo~' = H para todo o € G. Para probar que F : K es de Galois veremos que esta
extension es normal , y para ello se demostrara que si 0: £ — E automorfismo de
E sobre K entonces o (F') = F' lo cual es suficiente en virtud del corolario Por la
biyeccion ya probada bastara demostrar que para y € F se tiene que o (y) € B = F.
Sea entonces y € F y sea z = o (y). Para cada p € H = Gal(E/F) = cHo~! existe
un 7 € H tal que p = o070~ ! y entonces p(x) = oro 1 (z) = ot (o (v)) = o7(y) =
o(y) =z, yaque T € Gal(E/F). Asi x = o (y) € E = F. Por lo tanto, F : K es de
Galois.

i) = i)

Es el Lema anterior. O

5.2. El Teorema fundamental del Algebra

Esta seccion esté dedicada a la prueba del Teorema que establece que el cuerpo C
de los nameros complejos es algebraicamente cerrado.

El siguiente resultado serd admitido aqui sin prueba pues ésta es de indole no al-
gebraica y puede ser consultada en cualquier texto de Anélisis real, al ser una de las
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aplicaciones clasicas del Teorema de Bolzano.

Lema 5.13. Si f € R[X] es un polinomio de grado impar, entonces f admite un cero

real.

Lema 5.14. Sia € C existe § € C tal que 5% = a.

a+va®+b?

Demostracion. Para o = a + bi se consideran los ntimeros reales a’ = 5

—a+va? +b?
2
2 =d,y d>=10. Un calculo sencillo proporciona que el ntimero complejo 8 = ¢ + di

yb = , ambos no negativos y, por lo tanto, existen c,d € R tales que

es tal que % = a. O

Lema 5.15. Cada polinomio f = aX? + BX +~ € C[X] escinde en factores lineales

en C[X]. En particular C no admite extensiones de grado 2.

Demostracion. La primera afirmacién es consecuencia directa del Lema anterior ya que
el discriminante de f, § = 8% — 4y, es un cuadrado en C y entonces

== ) (x - L)
es la factorizaciéon anunciada.

La segunda afirmacién es consecuencia de la primera. En efecto, sea L : C una
extension de grado 2 y sea a € L\ C, entonces L = C (), por el Teorema del grado.

Como [L: C] = 0(Irr(a,C)) = 2, dicho polinomio irreducible escindira en C, lo que

constituye una contradiccion. O

Teorema 5.16. (Teorema Fundamental del Algebra)

El cuerpo C de los nimeros complejos es algebraicamente cerrado.

Demostracion. Como se sabe, bastard con demostrar que C no tiene extensiones finitas
propias . Si F': C es una tal extension, entonces la clausura normal N de F
sobre R es también una extension finita de R. Se obtiene asi una torre de cuerpos
RcCC CF C N y, para probar que F' = C seré suficiente con demostrar que N = C.

La extension N : R es de Galois finita normal finita en caracteristica 0), y entonces,

como por el apartado ii) de la Proposicion (5.9) se tiene que #Gal(N/R) =[N : R] =
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[N : C][C: R], resulta que #Gal(N/R) es par. Pongamos G = Gal(N/R) y sea H un
2-subgrupo de Sylow de G. Si E = N es el cuerpo fijo de H, la extension N : E
es de Galois y H = Gal (N/E), en virtud del Teorema Como [N:E] = #H y
[N : R] = #G, del Teorema del grado se deduce que [E : R] es necesariamente un nimero
impar. Sea a € FE un elemento primitivo de la tltima extension, es decir, £ = R («) .
El polinomio f = Irr(a,R) es de grado impar y, por lo tanto, necesariamente de grado
1, pues en caso contrario f no seria irreducible en R[X] al tener un cero real segtn
se establece en el Lema Entonces F = Ry H = Gal(N/N") = Gal(N/E) =
Gal(N/R) = G es un 2-grupo. Sea ahora Gi = Gal (N/C) C Gal (N/R) = G, si el 2-
grupo G es distinto del grupo trivial {idx} (0, lo que es equivalente al ser la extension
N : C de Galois, si N # C), G admitira un subgrupo Gs de indice 2 segtun establece
un conocido resultado de la teoria de Sylow . Sea ahora Fy = N% y entonces,
C C Ey C N con lo que G2 = Gal(N/E3), ya que N : Ey es de Galois . Ademas,
como (Go es normal en (G la extension Es : C es también de Galois con grupo isomorfo a
G1/Ga, vy, por lo tanto, de orden 2. Se llega asi a que la extension Es : C es de grado 2, lo
que contradice la tesis del Lema Por lo tanto, necesariamente #Gp =1 =[N : C],
es decir, N = C. O

5.3. Cuerpos finitos. Raices de la unidad

Esta secciéon se inicia con algunas precisiones sobre la estructura de los cuerpos fi-
nitos que se deducen, de forma casi inmediata, del resultado ya probado que establece
que todo subgrupo finito del grupo multiplicativo de un cuerpo es ciclico . Mas
concretamente, se obtiene que los cuerpos finitos son los cuerpos de escisiéon de poli-
nomios de la forma X9~' — 1, donde ¢ es potencia de la caracteristica, y se analiza el
reticulo de subcuerpos. El resto de la secciéon se dedica al estudio de las ecuaciones de
la forma X™ — a = 0 con coeficientes en un cuerpo que, a menudo, serd considerado
de caracteristica cero. Los cuerpos de escision de dichos polinomios jugaran un papel
esencial en el estudio de la resolubilidad por radicales.

Si F' es un cuerpo finito con ¢ elementos, F' es necesariamente de caracteristica un
ndamero primo p (si Caract(F) = 0, entonces F' contiene un subcuerpo, el subcuerpo
primo, que es isomorfo al cuerpo Q de los nimeros racionales). Como ya es bien conocido,
el subcuerpo primo#F), de F' es isomorfo al de las clases de restos de enteros médulo p,
F, ~ 7Z/pZ. Desde ahora designaremos con una igualdad este isomorfismo, al no haber

P
ninguna razon algebraica para establecer distinciones.
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Sea r = [F : F}] = dimp, F. Entonces F es isomorfo como Fp-espacio vectorial a
F) y #F = q = p". En virtud del Lema el grupo multiplicativo F* = F'\ {0}
tiene orden ¢ — 1, y, por lo tanto, a4~! = 1, para cada a € F*. Esto significa que los
elementos no nulos de F son los ceros (en F) del polinomio X971 —1 € F, [X], o, lo que
es equivalente, F' es el conjunto de ceros del polinomio X% — X y es cuerpo de escision
sobre F,, del polinomio X%t —1 € F,[X].

Para cada entero » > 0 existe un cuerpo de p" elementos que estd constituido por
los ceros (en F,) del polinomio X?" — X € F,[X]. En efecto, sea F dicho conjunto de

ceros y , B € F, entonces, ya que Caract(F,) = p (4.31),

r

p r
(a—By =>" (pz. >aﬁ =~ =a - p.

0

Ademas i i .

(™))" =a?" (87)" =a” (57) " =ap ™' si B £0,
y asi F' es un subcuerpo de ?p (y, por ello, de caracteristica p). Ademas F' tiene p"
elementos, pues el polinomio X?" — X € F, [X] es separable lb al no tener ceros en
comun con su derivada p" XP ~! —1 = —1 que al ser una constante no nula no tiene

ceros. Obsérvese, de paso, que la extension F': F), es separable ya que para cada o € F'
el Irr(a, F,) es divisor de XP" — X.

Proposicion 5.17. El nimero de elementos de un cuerpo finito es una potencia de su
caracteristica. Para cada nimero primo p y cada entero r > 0 existe un cuerpo, Fyr, con

p" elementos que es extension de Galois de su cuerpo primo F,. Siq = p"

, cada cuerpo
con q elementos es cuerpo de escision del polinomio X971 — 1 sobre F,. Se verifica que

[Fpr = Fp] = r y, ademds, para enteros r,s > 0, Fpr C Fps si, y solo si, r es divisor de s.

Demostracion. Solo serd necesario probar la tltima afirmacion.

Para s =1t , si a € Fyr, lo que equivale a aP” = q, se tiene
o =¥ = (@ VY0 = (@) ) ==

y, por lo tanto, o € Fjs. Reciprocamente, si Z/pZ = F),, C F,r C Fps, de las considera-
ciones previas se obtiene s = [Fys : F}p| = [Fps : Fyr] [Fpr 1 Fp] = [Fps @ Fpr] 7, en virtud

del Teorema del grado. O

Proposicion 5.18. Todo cuerpo finito es perfecto y el grupo de sus automorfismos es

ciclico generado por el endomorfismo de Frobenius.



150 CAPITULO 5. TEORIA DE GALOIS

Demostracion. Si F' = Zj, el endomorfismo de Frobenius en F' es la identidad como
consecuencia del pequefio Teorema de Fermat (4.54). Si F' = Fj» es el cuerpo de p”
elementos y ¢: F' — F es el endomorfismo de Frobenius de F, se tiene " (z) = 2P" =

" = idp. Por lo tanto, el

x,Vx € F, como consecuencia de la Proposicion y asi ¢
periodo de ¢ es un divisor de n. Si |p| = s con s < n tiene ¢° (r) = 27" = x, para cada
x € F, de lo que se deduce F,» C Fps. La Proposicién antes citada permite afirmar
n < s, de donde resulta la igualdad s = n. Ademés cada automorfismo de F' deja fijos
los elementos del cuerpo primo Fj, y, por lo tanto, el grupo de todos los automorfismos
de F' es el grupo de Galois de la extension F' : F}, cuyo grado es igual al orden de
dicho grupo (5.9). Se tiene asi que n = [F : )] = #Gal(F/F,) = #Aut(F) y que
Aut(F) = (p). O
El resto de la seccién se dedicaré al estudio de las raices de la unidad, es decir, las
raices de polinomios de la forma X™ — 1.
Proposicién 5.19. Si K es un cuerpo, entonces el conjunto U, de las raices en K de

la ecuacion X™ —1 =0 es un grupo ciclico respecto de la multiplicacion. Si ademds K

es de caracteristica nula o un primo no divisor de n, dicho grupo es de orden n.

Demostracion. En cualquier caso si «, 8 € Uy, se tiene que (af)" = " = 1. También
(ofl)n = (04”)_1 =1y, como 1l € U,, el Lema m proporciona directamente el
resultado.

Bajo ambas hipétesis acerca de la caracteristica de K, el polinomio X™ — 1 es
separable ya que su derivada nX" ! no es nula y solamente admite al 0 como raiz. Por

lo tanto, el grupo U, es de orden n. O

Definiciéon 5.20. Cada generador del grupo ciclico Uy, se llamara raiz primitiva n-ésima

de 1.

Observacion 5.21. Notese que, en virtud de la Proposicion [5.19] si la caracteristica de K
es nula o un nimero primo no divisor de n, entonces el orden de U,, es n. En cualquiera

de ambos casos el nimero de posibles generadores de U, es el indicador de Fuler

@(n):#{T€N|1<r<n,(r,n):1},
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yva que dado un generador £ de U, resulta que £ es también generador si, y solamente

si, 7 y n son primos entre si.

Proposicién 5.22. Sean K un cuerpo y & € K una raiz primitiva n-ésima de 1.
1) K(§) : K es una extension normal y, si K es de caracteristica nula o un primo
no diwisor de n, dicha extension es de Galois.

2) En cualquier caso Gal(K () /K) es abeliano y resoluble.

Demostracion. 1) K (§) es cuerpo de escision sobre K del polinomio X™ — 1. En efecto,
tal cuerpo de escision debe estar generado sobre K por los ceros de dicho polinomio, es
decir, por los elementos de U,,. Ahora, cada elemento de U, pertenece a K (§) ya que
(€) = Up, y ast U, C K (§). Es decir, K (§) = K (1,§,...,§" 1) y K(§) : K es, por
tanto, una extensiéon normal. La separabilidad de & sobre K es consecuencia de que el
polinomio Irr (¢, K) es divisor (en K [X]) del polinomio X™ — 1 que es separable en
virtud de la hipétesis sobre la caracteristica, ya que la derivada (X" —1)" = nX""! solo
admite al cero como raiz en ese caso. De resulta la separabilidad de K () : K.
2) Para probar que Gal(K (§) /K) es abeliano bastara con demostrar que dados
o,7 € Gal(K (§) /K) entonces (cdo7)(&) = (To0)(£), pues en ese caso se tendria
(coT)(z) = (to0)(x), Vo € K (). Ahora, si v € Gal(K (&) /K), se tiene v (§) = £"
= \f |
Es decir, v () es también raiz primitiva n-ésima de 1. Entoncessio (§) ="y 7 (§) =
resulta. que (70 7)(§) = o (7(§) = o (&) = (0(§) = (€)' = ¢y (r00) <£> =
(0 (&) =7(€") = (1(€)" = ((&)")" = ¢, de lo que se deduce o o7 =T 0 0. O

para algin < n, pues € = 1 & (") = [v(£)]" = 7 (1) = 1y, por tanto, | (&

Proposicién 5.23. Sea & € Q una raiz primitiva n-ésima de 1. Entonces
1)
O, :=Irr(6,Q = [ xX-¢m

m<n,(m,n)=1
es la factorizacion de Irr(&£,Q) en Q[X]. A ®, se le denomina n-ésimo polinomio

ciclotomico y a la extension Q (§) : Q extension ciclotomica.

2) [Q(&) : Q] = a(Irr(§,Q)) = ¢(n).
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Demostracion. 1) Para la prueba de este resultado demostraremos en primer lugar que
cada raiz primitiva n-ésima de 1 es una raiz de f = Irr(£, Q). Para ello sera suficiente
con demostrar que £P es un cero de f cada vez que p < n sea un primo no divisor de
n. En efecto, cada raiz primitiva n-ésima es de la forma &" con 1 <r <ny (r,n) = 1.
Ahora, cada primo p divisor de 7 no es divisor de n y entonces £" = (fp)t, con 7 = pt,
en donde, de nuevo 1 < ¢t < n, (t,n) = 1; por lo tanto, si P es raiz de f, se tiene que
f = Irr(€P,Q), y de nuevo se tendra que ()7 = £P7 es raiz de f para cada divisor
primo ¢ de t. Por este método se agotaran todos los factores primos (no necesariamente
distintos) de r y, por recurrencia, resultara que £" es un cero de f cadavezque 1 <r <n
y (r,n) =1.

Sea g € Q[X] tal que X™ —1 = fg. Tal polinomio g existe ya que £ es un cero de
X"—-1€Q[X]y f=1Irr(&Q). Ademéas, como consecuencia del Lema se puede
suponer que g, f € Z[X].

Consideremos g = X" + a,_ 1 X" '+ .-+ +ag € Z[X], y sea ahora p un ntimero
primo no divisor de n. Como &P € U, es también un cero de X™ — 1 entonces &P es
necesariamente un cero de f o de g. En el primer caso la prueba terminaria aqui, por
lo que se puede suponer que g (¢P) = 0, o, lo que es lo mismo, que £ es un cero del
polinomio g(X?) € Z[X]. Pero g(X?) = [g]” (méd p), ya que cada coeficiente a; € Z
del polinomio g satisface a; = af (méd p) en virtud del pequefio Teorema de Fermat

(4.54), y entonces el homomorfismo de anillos (=) : Z[X] — Z,[X], definido por

(bSXS + b1 X574 bo) = b X®+bs_1 XL+ ... 4 by, proporciona que

g(XP) = (Xpr_|_aT71Xp(7‘fl)+..._|_a0) — Xxpr +mXp(T_l)+--~+(TO

= XPr4 ai’_lXp(T_l) 4+t 678 = XPr 4 ar,lep(T_l) + - 4a?

= X" +@maX et @) = @ = (9)

(4.31)) al ser p la caracteristica de Z, [X]. Resulta asf :
a) g(XP) = fh, para un cierto h € Z[X] al ser £ un cero de g(XP) y de f = Irr(£,Q)
(notese que se puede suponer h con coeficientes enteros como consecuencia del algoritmo

de Euclides en Z [X], pues f y g(XP) son elementos de Z [X] y el coeficiente principal
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de fesl1).

b) Entonces (g)? = g(XP) = fh, lo que significa que f y g tienen algin factor coman
en Z, [X] al ser este ultimo anillo un dominio de factorizacion tnica. Ello significa que
ambos polinomios tienen algtin cero comin en Zj,, lo cual esta en contradiccion con el
hecho de que el polinomio X” —1 = X” —1 = fg no tiene ceros miltiples pues su
derivada (nT) Xn"=1 =£ () solamente admite a 0 como raiz.

En consecuencia &P es necesariamente un cero de f, y por lo tanto, como ya fue
indicado, todas las raices primitivas n-ésimas de 1 son ceros de f.

Veamos ahora que tales raices primitivas son los tinicos ceros de f, con lo que quedara
probado 2). Tenemos que f es divisor en Q[X] del polinomio X™ — 1, y asi todo cero
de f es una raiz n-ésima de 1. Sea o € U, un cero de f y supongamos que a” = 1, con
r | myr <mn,es decir, que o es una raiz n-ésima de 1, pero no primitiva. Entonces
f = Irr(a,Q) al serf monico e irreducible en Q [X] y, como « es un cero de X" — 1,
resultard que f divide a X" — 1 en Q[X]. Ahora todo cero de f lo sera también de
X" — 1y, en particular, se tendra que £" = 1, siendo £ cualquier raiz primitiva n-ésima,
pues todas ellas son ceros de f, como ya ha sido probado. Ello no es posible ya que tales
& son de perfodo n > r.

2) Es consecuencia inmediata de 1). Como 9(f) es el numero de raices primitivas

n-ésimas de 1, se tiene [Q (§) : Q] = d(Irr(§,Q)) = p(n). O

Corolario 5.24. Sea n > 1 un numero natural. Entonces

Xt—1=]]®s(X).
din

Demostracion. En primer lugar obsérvese que Uy es subgrupo de U, para cada d | n.

En la factorizacion

xr—1= ] x-w

acUy,

reagrupense los factores correspondientes a aquellas a € U,, que tienen el mismo periodo.
Para un periodo d, necesariamente divisor de n, &4 = H|§|:d (X — &) (por el apartado

2 de la Proposiciéon anterior), y el resultado se sigue de forma inmediata. O



154 CAPITULO 5. TEORIA DE GALOIS

Proposicion 5.25. Si K es un cuerpo de caracteristica nula o un primo p no divisor
den. Si & € K es una raiz primitiva n-ésima de 1, y o € K es tal que a = o™ € K,
entonces K (&, ) es cuerpo de escision del polinomio X" — a sobre K y K (§,a) : K
es una extension de Galois. Ademds si & € K, dicha extension es abeliana, es decir, el

grupo Gal(K (a) /K) es abeliano.

Demostracion. (aé’i)n =a" ({”)i = a, para cualquier %, y los elementos o, €, . .., €™
de K son ceros del polinomio X" —a; o, o, . .., a&" ! son diferentes ya que de a¢’ = aé&’
(con 1 <i < j < n) resultaria &% =1 con j — i < n, lo cual es absurdo pues por ser

Caract(K) no divisor de n el grupo U, es de orden n (5.19). Es inmediato entonces que
K& a)=K (a,ozf, ... ,af"fl)

es cuerpo de escision de X™ —a sobre K. Los polinomios Irr(aé’, K) (i =0,1,...,n—1)
son todos separables por ser divisores del X™ — a que tiene n ceros diferentes. Entonces
K (¢, ) : K es separable por (4.42)).

Para probar la segunda afirmacion obsérvese que si £ € K se verifica que K (£, ) =
K (o), y cada o € Gal (K (a) /K) esta determinado por su valor o («), como ya se ha
dicho en diversas ocasiones. Ademas o («) es necesariamente un cero de X" — a .
Sean entonces 0,7 € Gal (K (o)) /K) y o () = a&", 7 () = a&®. Se tiene (o7) (o) =
o (7(a) = 7 (ag®) = 0 () (€)° = '€ = A&’ ya que o (¢) = £ € K; de modo

analogo se obtiene (7o) (a) = a&**", con lo cual resulta o1 = 70. O

Observaciones 5.26.
1) ¢y =X —1.
2) &y = X + 1, pues X2 — 1 = &1 P.

3) Si p es un nimero primo, X? — 1 = Hd|p O, =09,y

O, =XP 1L XP2 4 X 1

Xt 1=3,8,8, = &y = X% + 1.
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5)

X0 1 =0,0,8395 =

X6 -1 X6 -1

D 0y®; (X — 1)(X + 1)(X2+ X +1)

g

De modo alternativo: los ceros de ®g son las dos raices primitivas sextas de 1 (a saber:

2r . 2w 5 10w . 107
& =cos— +isen— y £° = cos — + isen

5 5 5 e & =¢71), y entonces

@GZ(X—g)(X—Z):X2—(5+E)X+§E:X2—2cos%”x+1:XQ—X+1.
6)

X2 —1= 01,030,612 = (X0 — 1) PyPyp =

X121 X641

= =X*—-X?+1.
(X6-1)(X2+1) X241 +

Do =

Observacion 5.27. Si £ es una raiz primitiva n-ésima de 1, entonces o (§) es también
raiz primitiva n-ésima de 1, para cada o € Gal(Q (¢) /Q). De hecho §" =1 < 0 (§)" =

1. Ademés, segun lo establecido en el Teorema de extension de encajes a extensiones

simples [1.4] y a la luz de las proposiciones y [5.4] se tiene:

« es raiz primitiva n-ésima de 1 < Irr(€,Q) =Irr(a,Q) = "

& Jo e Gal(Q(€) : Q) tal que o (&) =

Ejercicio 5.28. Sea ¢ una raiz primitiva duodécima de 1 € Q. Como ¢ (12) = 4
el nimero de raices primitivas duodécimas de 1 es 4, y tales raices son &,&° €7, &1,
Por la Proposicion la extension Q (§) : Q es de Galois y por tanto [Q (&) : Q] =
#Gal (Q(€) /Q) = 4.

El ejercicio consiste en determinar la estructura del grupo Gal (Q (§) /Q) , su reticulo
de subgrupos y los cuerpos intermedios de la extension Q (£) : Q.

Solucion: Sea {og = idg),01,02,03} = Gal (Q(£)/Q) = G, con 01 (&) = &°,
o2 (&) = €7, 03 (€) = €' (recuérdese que la imagen de & mediante cualquier automorfis-

mo de Q (§) sobre Q debe ser una raiz primitiva duodécima de 1 ((5.27)).
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Para cada i = 0,1,2,3, sea H; = (0;). Es facil comprobar que Hy = {idQ(g)}, y
que Hi,Hs y Hj son subgrupos diferentes de G de orden 2 (por ejemplo, o3 (§) =
01 (01 () = 01 (&%) = (01 (8))° = (¢3)° = €2 = ((¢12))* ¢ = &, y entonces 0 = 7 =
idQ(g)), por lo cual se puede afirmar que G' no es un grupo ciclico (si G fuese ciclico
solamente admitiria un tnico subgrupo de orden 2). Por lo tanto, G ~ Zgs x Zs, y los
H;,i=0,...,3, son los Gnicos subgrupos propios de G.

Por el Teorema Fundamental de Teorfa de Galois, para la determinacién de los
cuerpos intermedios bastard con obtener los cuerpos fijos de dichos subgrupos. Para
ello considérese la Q-base {1,5,{2,53} de Q (&), respecto de la cual cada elemento
r € Q(¢) admite una tnica expresion x = a + b€ + &2 + d€3 con a, b, ¢, d ntimeros
racionales. Considérese también que &2 =1y que Irr(£,Q) =P = X* — X2 + 1.

Obtencion de Q (&)7:

Siz =a+b{+c*+d&* € Q(&), o1 (z) = a+boy (&) +cor (&%) +do (§%) = a+bE°+
c€19 4+ d¢l® | y como, por el algoritmo de Euclides en Q [X], dX'® 4 cX'0 + bX5 4 a =
(XA=X24+1)(dX 1 +aX?+eX0—dXP+c Xt —d3+ X —c)+ (b+d) X3 —cX?2—bX +c+a,
resulta o1 () = (a + ¢) — b€ — c&% + (b +d) £3.

Entonces,

teQ)M s z=0(z)
Sa+bE+c+de3 = (a+c)—bE—c + (b+d) &3
Sa+c=a, b=—-b —c=c, b+d=d

Sb=c=0%&2=a+de.

Por lo tanto, o1 (z) =2 = =z € Q (53), es decir, Q(E)H1 cQ (53). Como, por otra
parte 01 (¢%) = £1° = €%, se tiene Q (6%) Q™ , y ast Q ()™ = Q (¢%).
(La expresion de o1 () se puede obtener de forma alternativa a partir de la igualdad
o1 (z) = a+b€® + c£10 + d¢™S haciendo uso de que £1° = €3,y € = €2 — 1, pues entonces
F=-tye0= () = (6 -6 =242 = -2 -2( - 1)+&? = —+1).
De forma similar se prueba que Q (€)™ = Q (¢2) y que Q (§)™* = Q (-2¢ +¢?),

que, junto con Q (& )H1 =Q (53) , constituyen los tinicos cuerpos estrictamente interme-
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dios de la extension Q (&) : Q.

5.4. Resolubilidad por radicales

Definicion 5.29. Sea K un cuerpo de caracteristica 0. Una extension F : K es radical

si existe una torre de cuerpos (en lo sucesivo torre radical)
K=KycK,C---CK,1CK;,C---CK,=F

donde, para cada ¢ = 1,2,...,r, K; = K;_1(a;), con o € K; tal que a; = o € K;_q

para ciertos enteros positivos n;.

Observaciones 5.30.

1) Si F': K es una extension radical entonces F' = K (a1, ..., a;) y, por tanto, F : K
es finita ya que cada «; es algebraico sobre K(aq,...,a;—1) = K;_1.

2) Si K es de caracteristica 0 y F' : K es radical, como {l,al, ... ,0/1“_1} es un

sistema de generadores de K (o) como K-espacio, resulta

oy = ng/@: n</60+01 ”%/a+"'+0n171 ”i/a?l—l (*)

con a; = aj',¢; € K para j = 0,1,...,n1 — 1. De forma recurrente el elemento
ag = m/az con az € K(aq)(az) y, por tanto, ag serd una expresion del tipo (*) con as
en lugar de aj, con ny en lugar de ny, con ng en lugar de ng, y con los ¢; € K(aq) que
seran a su vez expresiones del tipo ¢; = gj(a) con g; € K [X]. Iterativamente, cualquier
elemento de K(ayq,...,ay) serd una expresion algebraica de expresiones radicales de

expresiones algebraicas de elementos de K y de los generadores de la extension.

En el caso de caracteristica positiva, en la extension finita F' : K pueden aparecer
elementos puramente inseparables y es por esto que, para ampliar la validez del gran
Teorema de Galois, la definicién de extension radical debera ser modificada, admitiendo
extensiones intermedias con grado divisible por la caracteristica.

Definicion 5.31. Si K es de caracteristica p # 0, una extensiéon F : K se dice que es

radical si existe una torre (en lo sucesivo torre radical)

K=KycKyc---CcK,1CK,Cc---CK,=F
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tal que cada paso K;_1 C K; es de uno de los siguientes tipos:

1) K; = K;-1(&;) con & una raiz n;-ésima primitiva de 1, para algin entero positivo
;.

2) K; = Ki—1(a;) con a; = o' € K; 1 para algin entero positivo n; no divisible
por p.

3) K; = K;_1(«;) donde «; es un cero de algtin polinomio X? — X —a; con a; € K;_1.

4) K; = K;_1(53;) donde f3; es un cero de algtin polinomio X" — b; con b; € K; 1

Vv W; un entero positivo.

Observacion 5.32. Es preciso hacer notar que si K es de caracteristica p # 0 el polinomio
XP— X —a € K [X] es separable pues su derivada (X? — X —a)’ = —1. Para ver esto de
otro modo obsérvese que si « es un cero de f = XP — X — qa, los p elementos diferentes

a,a+1,...,a+ p—1 son todos los ceros de f.

Observacion 5.33. Sea K de caracteristica p y F' = K (a) con o™ € K para un entero
n > 0. Si F': K es separable el entero n que satisface la anterior propiedad se puede
seleccionar primo con p. En efecto, si n = p"m con p t m entonces " = (a™)P e K v,
por tanto, o es puramente inseparable sobre K, con lo cual se tiene o™ € K en virtud
de la separabilidad supuesta .

Por lo tanto si K es de caracteristica p, una extensién separable es radical si, y
solo si, existe una torre como en tal que cada paso K;_1 C K; es de uno de los
siguientes tipos:

1) K; = K;—1(0) con o € K,;_1 para algin entero positivo n;.

2) K; = K;_1(a;) donde «; es un cero de algtin polinomio X? — X —a; con a; € K;_1.

Por lo dicho, la condiciéon p { n; puede ser suprimida con lo cual las condiciones 1)
y 2) de quedan englobadas en una, y la 4) es obviamente superflua. Si ademas el
cuerpo K es extension algebraica de Z,, la anterior condicién 2) queda asumida en la
1), pues si K; = K;_1(a;) donde «; es un cero de algin polinomio X? — X — a; con
a; € K;_1 -ahora extension algebraica de Z,- resulta que «; es también algebraico sobre
Zy y por tanto Zy (o) : Zy es finita, con lo que Z, (o;) = Fpm: para algin entero m;.

De este modo se obtiene que o es un cero del polinomio X?™"~1 —1 ¢ Zy [ X] 1' y
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la extension K; : K;_1 es de las de tipo 1).

La condicién de que K : Z, sea extension algebraica es crucial en la anterior argu-
mentacion. De hecho la afirmacion no es valida si K = Z, (t), siendo ¢ trascendente
sobre Zj. Por ejemplo, si a es un cero del polinomio separable X? — X —t € Z,, (t) [X],
entonces o ¢ K, cualquiera que sea el entero m > 0. En caso contrario se podra
seleccionar, como antes, el menor m tal que o € K, y en ese caso p no divide a m,
pues si fuese m = p's, con p{ s, se tendria o = ()" € Z, (t) con lo que a® € Z, (t)
(pues o seria entonces un elemento separable y puramente inseparable sobre Z, (t)) lo

f(t)

que esta en contradiccion con la seleccion de m. Poniendo o™ = m con f,g € Zy|t]

coprimos, resulta

gl —a)a™ — f(of —a) = 0.

Ello implica que « es cero del polinomio

de lo que se deduce necesariamente F(Y') = 0, ya que « es trascendente sobre Z, (en
otro caso t = o — o serfa algebraico sobre Z,). Los polinomios f(Y? —Y )y g(Y? -Y)
son coprimos en Z,[Y] y, por lo tanto, se tiene necesariamente Y™ = f(Y? —Y)
(ademas de g(YP —Y) = cte.) por la factorizacion tnica en Zjy, [Y]. Ahora, si f(t) =

ant™ + an—1t" "t + -+ ag € Z, [t] se tiene
Y™ —a, (YP=Y)" =y (Y=Y — g =Y —a,YP "+ H(Y) =0

y entonces es nulo el polinomio Y™ — a,, YP" ya que, de no serlo, seria de grado estricta-
mente mayor que el de H(Y). Resulta entonces m = pn, lo que contradice la seleccion
de m.

Ademés tampoco es posible, en general, encontrar un 5 € K («) que satisfaga la
condicién ™ € K = Z, (t), para algin entero m > 0, con K (o) = K (), siendo o
un cero de X? — X —t¢ € K [X]. Para ver esto consideraremos el caso méas sencillo,
p = 2. Si existe, tal § € K («) se expresa como = Aa+ g con 0 # A\, u € K =7, (t)
y también es de K el elemento ™, con ' = A" = a + pA~! = o + v que cumple
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también K (a) = K (') = K(8), lo que nos permite suponer 8 = a + v, v € K. Como
0=ad’>—a—t= (,6’—7)2— (B—7)—t=p2-8- (72—7+t), resulta de modo
inmediato Irr(8,Z,(t)) = X? =X —t,donde t' =42 —y+t € K = Z,(t). Como
consecuencia, 3 es algebraico de grado 2 tanto sobre Z, (t) como sobre Zj (t') y, por
lo tanto, se tiene Zj, (t) = Z, (') = K, con lo que j se encuentra ahora en las mismas
condiciones que el a elegido inicialmente, para el cual no existia ningin entero m > 0

tal que o™ € K.

Proposicion 5.34. i) Sea K C F C E una torre de cuerpos. Entonces, si F' : K y
E : F son extensiones radicales, E : K es también radical.

1) Sean F y L subcuerpos de un mismo cuerpo E tales que F : K y L : K son
extensiones radicales. Entonces LF : K es también una extension radical.

i1i) St F : K es radical y 7: F — F' es un isomorfismo, entonces, poniendo 7(K) =
K', la extension F' : K' es radical también. En particular, si T | k= idk, entonces F' : K
es radical.

iw) Si F': K es radical finita, la clausura normal de F sobre K es también una

extension radical de K.

Demostracion. La prueba de i) es obvia. La concatenacion de las dos torres radicales,
existentes por hipotesis, proporciona una torre radical para la extension E : K.

Para demostrar i) obsérvese que la torre radical
K=KycK)yC---CK;1CK,C---CK,=F
proporciona una torre del mismo tipo
L=LKCLK,C---CLK; 1 CLK;C---CLK, =LF,

ya que LK; = LK; 1(a;) v al ser K; = K;_1(c;) (el elemento «; cumple, respecto de

LK;_; una condicion idéntica a la que cumple respecto de K;_1). Por tanto, LF : L es

radical y, por aplicacion de i), resulta que LF : K es radical al serlo también L : K.
i) ST K =KyC K1 C---CK;—1 CK; C--C K, =F es una torre radical,

y si K; = K;—1(q;), con a; € K; tales que a;“ € K,;_1 para ciertos enteros positivos
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n;, poniendo 7(K;) = K| resulta que K’ C K| C --- C K| = F’ es también una torre
radical, pues K/ = K| | (tai) v [7(a;)]™ = 7(e;™) € K[_;, o bien Ta; es un cero del
polinomio X? — X — 7a € F'[X], segin proceda.

iv) Es consecuencia inmediata de la Proposicion y de las afirmaciones ii) y iii)

ya demostradas. O

Definicién 5.35. Si P es el cuerpo primo de K, y si f = ap, X" + -+ + a9 € K[X],
llamaremos aqui cuerpo de coeficientes de f al menor subcuerpo de K que contiene
dichos coeficientes, es decir al cuerpo Ky = P(ao, ..., an). El cuerpo de coeficientes de
fes, Ky =Q(ao,...,an) en caso de caracteristica 0, o Ky = Fp(ao,...,a,) en caso de

caracteristica p # 0.

Definicién 5.36. Un polinomio f € K [X] se dice que es resoluble por radicales sobre
K (o que la ecuacion algebraica f = 0 es resoluble por radicales sobre K) si un cuerpo
de escision de f sobre K estd contenido en una extension radical de K. La expresion
“f es resoluble por radicales” seré sinénima de “f es resoluble por radicales sobre su

cuerpo de coeficientes”.

Ejemplo 5.37. Q(v/2, ¥/2) : Q es una extension radical. La torre
Qo =QCQ =Q(v2) C Q2 = Qu(V2) =Q(V2,V2)

es una torre radical.

Notese que si el cuerpo de escision sobre Q del polinomio f € Q[X] esta contenido
en £ = Q(\?’/i, ﬂ) entonces los ceros de f son combinacién lineal, con coeficientes en
Q, de los elementos 1, v/2, ¥/2, v2v/2, v2(3/2)? vy (V/2)2. Es decir, los ceros de f seran
una expresion algebraica de ciertos radicales.

Supéngase ahora f = a, X" + -+ 4+ ap € R[X] y que un cuerpo de escision de f
sobre Ky es £ = K f(\g’/i, v/2). En ese caso los ceros de f apareceran como combinacion
lineal con coeficientes en Ky de los mismos 1, V2,392,232, \/5(\3/5)2 y (\3/5)2 Ahora,
los coeficientes de dicha expresion lineal son, a su vez, expresiones algebraicas en las

que intervienen solamente los coeficientes de f y ntimeros racionales. Este es el genuino
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significado de la expresion: la ecuacion algebraica f = 0 es resoluble por radicales. En lo
sucesivo no se hara uso explicito del cuerpo de coeficientes de un polinomio, pero sera
muy ilustrativo su uso en la interpretaciéon de los resultados sobre resolubilidad.

En general, si f € K [X] es tal que su cuerpo de escision sobre K esté contenido en
una extension radical F' de K, entonces los ceros de f son una expresion algebraica del
tipo de las obtenidas en [5.30}

Notese que, como consecuencia de que la condicién de extension radical es invariante
para isomorfismos, apartado iii) de la Proposicion , de que cuerpos de escision del
mismo polinomio f € K [X] sobre K son K-isomorfos (, y de resulta que la
condicion de resolubilidad sobre K para un polinomio f € K [X] no depende del cuerpo
de escision de f sobre K que se considere. Notese también que, en ese caso, los ceros de

f pueden ser obtenidos mediante expresiones como las establecidas en |5.30

Definicion 5.38. Si E es un cuerpo de escision sobre K del polinomio f € K [X],
al grupo Gal(E/K) se le denomina grupo de Galois de f sobre K y se denotard por
Galg(f). En la linea de lo establecido en (5.36) con Gal(f) se indicara el grupo de

Galois de f sobre su cuerpo de coeficientes y se denominara grupo de Galois de f.

Observacion 5.39. Este grupo esta determinado salvo isomorfismos. Es decir, si £y F'
son cuerpos de escision del mismo polinomio f € K [X] sobre K, es sabido que existe

un isomorfismo t: E — F sobre K (4.14]) y la aplicacion

Gal(E/K) — Gal(F/K)

o poooy

es un isomorfismo de grupos.

Para la prueba del Teoremal[5.42] que constituye el resultado principal de esta seccion
-y de estas notas-, necesitaremos los dos Lemas siguientes.

Lema 5.40. Sea F : K una extension finita de Galois con grupo de Galois ciclico
de orden primo Caract(K) # p, tal que K contiene una raiz primitiva p-ésima de 1.

Entonces existe un o € F, tal que F = K(«a) y of € K.
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Demostracion. Sea € € K raiz primitiva p-ésima de 1. Las potencias &', con i =
1,2,...,p — 1, son precisamente todas las raices primitivas p-ésimas de 1, ya que
Caract(K) # p y asi U, es de orden p (notese que si fuese Caract(K) = p
resultaria XP —1 = (X —1)P, y que, como F' : K es de Galois, se tendria #Gal(F/K) =
[F: K] =1 (5.9] apartado ii)). Sean Gal(F/K) = (o) y 8 € F\ K, si para cada

1=0,1,...,p — 1 consideramos la resolvente de Lagrange definida por

;= B+ Eo(B) +E0%(B) + -+ PV (p),

entonces

p—1 p—1
Sai=pB+ Y (1+& +E7 o+ €05 (5) = pp,
0 =1

ya que las & son todas ceros del polinomio XP~! 4+ ... 4+ X 4+ 1 € K [X] (son ceros de
X? -1 ymnolosonde X —1). Por lo tanto, Zg_l a; = pB ¢ K pues, en caso contrario,
se tendria 8 € K al ser pf = (pl)3, y pl € K* (Caract(K) # p), en contra de la
hipotesis 5 ¢ K. En particular, algin «o; ¢ K.

Ahora, para un tal a; se tiene

(i) = o(B+E0(B) + %0 (B) + -+ + £ VigP1())
=0 (B)+&*(B) + & (B) + -+ PVB = (&) ay,

y, por lo tanto, o(a?) = ((€")7tay;)? = ((¢')P)"*a? = of. Entonces of € K ya que dicho
elemento es fijo para cualquier automorfismo de F sobre K y K = oaf € FGaF/K) 4] ger
la extension F' : K de Galois. Por otra parte, como «; € F'\ K, se tiene [K(a;) : K| # 1

y, como consecuencia del Teorema del grado, F' = K(«;) ya que [F : K] = p primo. [

Lema 5.41. Sea K un cuerpo de caracteristica 0 o un primo p no divisor del nimero
natural m, y sea F : K una extension finita de Galois de grado n que es maltiplo de
m. Entonces, si £ € F es una raiz primitiva m-ésima de 1 la extension F(€) : K(€) es
de Galois finita y [F(§) : K(§)] es divisor de n. Ademds, Gal(F(§)/K(§)) es isomorfo
a un subgrupo de Gal(F/K).
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Demostracion. Si f € K [X] es tal que F' es cuerpo de escision de f sobre K, entonces
F (&) es cuerpo de escision de f(X™ — 1) € K [X] sobre K, y también sobre K (§).
Ademéas F' = K(ay,...,qas), donde a,...as son los diferentes ceros de f, con lo que
F) = K(ai,...,as¢), v asi resulta que F(§) : K es separable pues los elementos
ai,...,as, & son todos separables sobre K (el elemento & es separable sobre K
por la hipotesis sobre la caracteristica). Por lo tanto, F'(§) : K (£) es también de Galois
finita. La aplicacion ¢: Gal(F(€)/K) — Gal(F/K), con ¢(c) := o |, esta bien definida
va que o|p(F) = F al ser F : K de Galois ([4.61). Ademas 1 es un homomorfismo de
grupos: (coT)|p =0o|poT|p.

Ahora, si 0 € Gal(F(£)/K(€)) C Gal(F(§)/K) y ¢ (o) = o|p = idp, se sigue que
o =idp(g), ya que o (§) = &.

Por tanto, el homomorfismo ¥|ga(r(e)/k(¢)): Gal(F(§)/K(§)) — Gal(F/K) es in-
yectivo y Y (Gal(F(€)/K(§)) es un subgrupo de Gal(F/K) isomorfo a Gal(F(§)/K(£))
cuyo orden divide a #Gal(F/K), por el Teorema de Lagrange. Siendo de Galois las
extensiones F' : Ky F(§) : K(&) sus grados coinciden con los érdenes de sus grupos

respectivos, y de ahi se sigue el resultado. O

Teorema 5.42. (Gran Teorema de Galois en caracteristica 0)

Sea K un cuerpo de caracteristica 0 y sea f € K [X] tal que 9(f) > 0. La ecuacion
algebraica f = 0 es resoluble por radicales sobre K si, y solo si, el grupo Galk(f) es

resoluble.

Demostracion. Sea f resoluble por radicales sobre K. Por hip6tesis, existe una extension
radical F' : K tal que un cuerpo Ey, de escision de f sobre K, estd contenido en
F. Pondremos K C Ef C F' C K=F= Ff Ademas, se puede suponer que F : K
es una extension normal (es decir, de Galois al ser K de caracteristica 0), pues en otro
caso, la clausura normal N de F sobre K (tomada dentro de K) estaria en la misma
situacion, es decir, K C By C N C K=F= E7f y, por la Proposicién N : K seria

radical, finita y de Galois.
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Sea entonces F' : K radical de Galois finita, y sea la torre de cuerpos
K=K¢ycKyCc---CK,=F

donde, para cadai =1,...,r, K; = K;_1(a;) con los a; € K; tales que a;“ € K;_1 para
ciertos enteros positivos n;. Sean = [[,n; y sea § € K una raiz primitiva n-ésima de 1.

Entonces, poniendo F; = K;(§), se obtiene una torre radical
K=KyCFCF C---CF =K.(&=F(¢),

va que F; = K;(§) = Ki—1(,§) = Fio1(a), o' € K;i_1 C Fiuy = K;—1(§), para
todo i =1,2,...,7,y Fop = K(§) con " =1 € K. Notese que ¢/"i ¢ Fy es una rafz
primitiva n;-ésima de 1, para cada ¢ = 1,...,r. Por lo tanto, cada extensiéon F; : F;_; es
una extension finita de Galois de grupo abeliano (pues Gal(F;/F;_1) es abeliano por la
Proposicion , y también lo es la extension Fy = K (§) : Ko = K (proposicion
apartado 2). Ademas, F'(§) : K es finita de Galois ya que F' es cuerpo de escisiéon sobre
K de algin polinomio g € K [X] al ser F': K normal, y por lo tanto F(£) es cuerpo de
escision sobre K del polinomio g(X"—1) € K [X].Si G = Gal(F(€)/K), entonces, como
consecuencia del Teorema fundamental de teoria de Galois, cada H; = Gal(F(§)/F;) es
un subgrupo normal de H;_1 = Gal(F(£)/F;—1), y ademés Gal(F;/F;—1) ~ H;_1/H; es
un grupo abeliano. El grupo G = Gal(F(£)/K) es asi resoluble y también lo es el grupo
Galg(f) = Gal(E;/K) ya que, como Ey : K es de Galois, Gal(F(§)/Ey) es subgrupo
normal de Gy G/Gal(F(§)/Ey) ~ Galk(f) es resoluble al ser isomorfo a un cociente
de un grupo resoluble .

Reciprocamente, supongamos que Galg(f) = Gal(E/K) es grupo resoluble donde
E es un cuerpo de escisiéon de f sobre K. El Teorema quedaré probado si se encuentra
una extension radical de K que contiene a E. Sea n = [E: K| = #Gal(E/K) (la
tltima igualdad se sigue de que E : K es de Galois finita), y sea £ una raiz primitiva
n-ésima de 1. Por el Lema [5.41]sabemos que [E(€) : K(€)] es divisor de n y que el grupo
G = Gal(E(£)/K(€)) es resoluble al ser isomorfo a un subgrupo de G := Gal(E/K),

que es resoluble por hipotesis. Existe entonces una torre normal

{idE(g)}IHmCHmflC"'CH1CH0:é
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en la que cada grupo cociente H;/H; 11 es de orden primo p; 1D divisor de #é =
[E(€) : K(€)] que es, a su vez, divisor de n, y asi cada p; divide a n. Sea F; = E(&)Hi,
para cada i = 0,1,...,m — 1. Por el Teorema fundamental de teoria de Galois resulta

entonces una torre de cuerpos
K)=FRCFC---CFCFy1C--CF,=E(®),

y como E(¢) : E(&)Hi+1 y E(€) : E(€)Mi son extensiones de Galois, siendo H; 1 subgrupo
normal de H;, resulta que Fjy1 : F; es una extensiéon de Galois con grupo isomorfo a
H;/H;;1. Notese que, para cada ¢ = 0,1,...,m — 1, p; = #(H;/H;4+1) es divisor de n
y, como & es raiz primitiva n-ésima de 1, F; = E(¢ )Hl contiene a 5”/ Pi que es una raiz
primitiva p;-ésima de 1. Como [E(£)P+1 1 E(§)i] = p; es primo y E(£)"i contiene una
raiz primitiva p;-ésima de 1, la aplicacién del Lema proporciona la existencia de

un «; € Fiqq tal que Fip1 = Fi(a;) y tal que of" € F;. Entonces la torre
KcK¢=FcFcC---CF,CFy,C---CF,=E¢)

es una torre radical con E C E(§). Por tanto, f es resoluble por radicales sobre K. [

La resolubilidad por radicales (segtn lo establecido en ) de la ecuacion f =0
(f € R[X]) es bien conocida para polinomios f de grados 2, 3 y 4. La de grado 2
era esencialmente conocida ya por la civilizacion babilénica (1700 a. C.), y para los
grados 3 y 4 las soluciones fueron dadas por Cardano (1545) y Tartaglia (1539). Durante
mucho tiempo han sido infructuosos los intentos de encontrar procedimientos algebraicos
analogos para la ecuacion algebraica de grado 5. El primero en resolver el problema ha
sido el matemaéatico noruego N. Abel quien prueba, en 1829,) que la ecuacion algebraica
general de grado n > 5 no es resoluble por radicales.

El objetivo del resto de la seccién es la prueba de este Teorema. Necesitaremos
algunos resultados previos.

Proposicion 5.43. Si f € K [X] es un polinomio con m ceros diferentes, el grupo

Galk (f) es isomorfo a un subgrupo del grupo Sy, de las permutaciones de m elementos.

Demostracion. Sea E = K(aq,...,q,) C K cuerpo de escision de f sobre K y sea
f=c(X —a1)™ (X — )™ su factorizacion en E [X].
Para o € Galg(f), se tiene f = f7 = ¢(X —oay)™ - (X — oap)™ vy, por

la unicidad de la factorizacion en irreducibles en E [X], se verifica que {aq,...,an}
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= {oai,...,can}, es decir, o establece una permutacion del conjunto {ai,...,am}.
Ademas si 0, T € Gal(E/K) establecen la misma permutacion necesariamente se tiene
o = T, pues el valor de cada isomorfismo en un x € E estd determinado por su valor
en los generadores de la extension. Sea ¢ € Sy, definida por 7 (i) = j & o () = «.
Entonces la aplicacion Galg (f) — Sy, definida por o — &, es un homomorfismo in-
yectivo de grupos que establece un isomorfismo entre Galg (f) y el grupo imagen, que

es un subgrupo de S,. O

Esta Proposiciéon tiene un corolario inmediato.

Corolario 5.44. Si K es de caracteristica 0 y f € K [X] es de grado menor o igual

que 4, f es resoluble por radicales sobre K.

Demostracion. Sir < 4 es el nimero de raices diferentes de f entonces, en virtud de la
Proposicion anterior, Galg (f) es isomorfo a un subgrupo del grupo S, que es resoluble
. Del gran Teorema de Galois se sigue que el polinomio f es resoluble por radicales
sobre K. O

Obsérvese que sin haber hecho mencioén explicita del procedimiento de obtencion de
las raices de un polinomio de grado < 4 con coeficientes racionales mediante expresiones
algebraicas con radicales, como se indicaba en el corolario afirma que tal
procedimiento existe.

Lema 5.45. Si f € Q[X] es un polinomio irreducible en Q[X] de grado primo p y con

ezactamente dos raices complejas no reales, entonces Galg(f) =~ Sp.

Demostracion. El polinomio irreducible f es separable ya que Caract(Q) = 0y, por
tanto, f = c[[{(X — i), con ai,...,q, elementos de C diferentes. Sean ay,as €
C\R, az,...ap € Rysea Ef = Q(ai,as,...,ap) el cuerpo de escision, en C, de f
sobre Q. Por la Proposicion se sabe que Galg(f) es isomorfo a un subgrupo H
del grupo Sy,. Ademaés, la torre de cuerpos Q C Q (o) C Ef proporciona [Ey : Q] =
[Er:Q(a1)][Q (o) : Q] = [Ef : Q)] p, ya que f = clrr (a1,Q) (c es el coeficiente
principal de f), y entonces p es divisor del orden de H, pues [Ey : Q] = #Galg(f) = #H
al ser de Galois la extension Ey : Q. Por el Teorema de Cauchy sabemos que existe
un elemento g € H de periodo p que es un p-ciclo de S,. Ademas, necesariamente
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se tiene oy = @3 ya que los coeficientes de f son ntmeros reales, y asi la conjugaciéon

(=) : C — C se restringe a un Q-automorfismo
7: Q (o, a0,...,0p) = Q(ar,00,...,0p),

va que Q (a1, az,...,ap) : Q es normal y 7(Q (a1, az,...,a,)) C Q C C. El automor-
fismo 7 € Galg(f) esta definido por las condiciones 7 (1) = a1 = oo, 7 (a2) =0 = a3
y 7 () = a4, para i = 3,...,p. En consecuencia, utilizando las notaciones de la prueba
de , resulta que la trasposicion 7 y el p-ciclo ¢ son elementos de H. El sub-

grupo H de S, satisface entonces las hipétesis de la Proposicion @ y se sigue que

Galg(f) ~ H = S,. 0

Teorema 5.46. (Teorema de Abel)
Para cada n > 5 existe una ecuacion algebraica f = 0 con coeficientes racionales y

de grado n que no es resoluble por radicales sobre Q.

Demostracion. Bastara con encontrar un f € Q [X] de grado 5 que no sea resoluble por
radicales sobre Q, ya que para n > 5, el polinomio g = X" °f es de grado n y tiene el
mismo cuerpo de escision que f sobre Q y, por lo tanto, el mismo grupo de Galois cuya
no resolubilidad establecera el resultado.

Sea f = 2X° — 10X + 5 € Q[X]. Por el criterio de Eisenstein (para el primo 5) f
es irreducible sobre Q (por lo tanto, separable sobre Q) y tiene exactamente dos raices
complejas no reales. En efecto, la funcién continua f: R — R es creciente en el intervalo
(—o0, —1), tiene un maximo en x = —1, es decreciente en el intervalo (—1,1), tiene un
minimo en z = 1, y es creciente en el intervalo (1,00). Ademas f(—2) < 0 < f(-1),
f(1) <0 < f(2). Asi, como consecuencia del Teorema de Bolzano, f = 0 tiene tres raices
reales oy € [—2,—1], ag € [-1,1] y a3 € [1,2]. En virtud del Teorema de Rolle se puede
afirmar que éstas son las tinicas raices reales de f. Las otras dos «, 8 son elementos de
la clausura algébrica de Q que estd contenida en C. Entonces el polinomio f satisface
las hipo6tesis del Lemay por ello Galg(f) ~ S5, que es un grupo no resoluble, como
yva ha sido probado en teorfa de grupos . El gran Teorema de Galois proporciona

el resultado. O



5.4. RESOLUBILIDAD POR RADICALES 169

Para el estudio de la resolubilidad por radicales en caracteristica p necesitaremos
estudiar por separado las extensiones con grupo ciclico, tanto de orden p como de orden
primo con p. Las versiones aditiva y multiplicativa del Teorema 90 de Hilbert - que a su
vez necesitan de ciertas consideraciones acerca de la norma y la traza de una extensiéon
finita - abrirdn el camino a la Proposicion y al Teorema de Artin-Schreier
que caracterizan dichas extensiones.

Si S es un conjunto y K un cuerpo, el conjunto MM(S, K) de aplicaciones p: S — K
es un K-espacio vectorial con las operaciones (¢ + ¢)(z) = ¢(z) + ¢¥(z) y (ap) (z) =
ap(x), para todos x € S'y a € K. Si ahora G es un grupo, nos fijaremos en aquellos
¢ € M(G, K) tales que establecen homomorfismos de G en K*. Tales aplicaciones se
denominaréan caracteres de G en K.

Lema 5.47. (Lema de Dedekind)

Sea G un grupo. Si o1,...,0n: G — K* son n caracteres diferentes de G en K,

entonces son elementos linealmente independientes del K -espacio vectorial M(G, K).

Demostracion. Es licito suponer que n > 1, pues un caracter es obviamente indepen-

diente al ser un elemento no nulo de M(G, K). De entre las hipotéticas relaciones de

dependencia lineal iaiai = 0 seleccionamos una de menor nimero de sumandos con
1

constante a; no nula. Podemos suponer que tras una renumeraciéon tal relacion de de-

pendencia minimal es

aro1 + -+ aror =0, (%)
con todos los a; # 0 (y » > 2). Siendo diferentes los caracteres, existe un g € G tal
T T
que 01(g9) # 02(g), v dado cualquier h € G se tiene Y a;0; (gh) = Y a;0i(g)oi(h) =
1 1

(Z aiai(g)cn) (h) =0, es decir, Y a;o;(g)o; = 0. Como o1 (g) # 0 se tiene la relacion
1 1

-1

ar01 + azoz(g)o1(g) toa + -+ apor(g)o1(g) to, =0

que restandole (%) proporciona
[agag(g)al ()7t — aﬂ o+ -+ [ara,n(g)crl(g)_1 - ar} o, =0

que es una relacién de dependencia lineal con menor niimero de sumandos no triviales

que la (x), lo que contradice la minimalidad de dicha relacion. O

Si ahora E es un cuerpo, diferentes encajes o1,...,0,: E — K pueden ser conside-
rados como caracteres de E* en K*.
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Definicién 5.48. Sea E : K una extension finita y sea [E : K|, = r ( que coincide con
[E : K] si K es de caracteristica 0) y [E : K|, = p* (como se sabe esta tultima igualdad
solo tiene sentido si Caract(K) = p). Sean o1, ...,0, los diferentes encajes, sobre K,
de E en la clausura algébrica K de K. Para un elemento o € E se define su norma

respecto de la extension E : K mediante la expresion

NE(CM) _ ﬁo_iapu _ (ﬁ(h’&) [EK]z
1 1

Se define también la traza de « respecto de la extension F : K como
T
TrE(a) = [E: K]iZJia,
i

que es obviamente nula en el caso de que la extension F : K no sea separable. Si F : K

T T
es separable se tiene NE(a) = [[oa y TrE(a) =3 05a.
1 i

Para un elemento o € E algebraico sobre K el conjunto de raices distintas en K
del polinomio Irr(a, K) es, precisamente, el conjunto {01 («),...,0, (@)}, en donde
o1,...,0p son todos los encajes de K(a) en K sobre K. Por tanto, se tiene

Irr(a, K) = X" = Trk (@) X" - 4 (=1)"Ni ™ (a),

en donde n = r si « es separable sobre K, y Trg(a)(a) = 0 en otro caso. Obsérvese que
Ng(a)(a) y Trg(a) () son, por lo tanto, elementos de K.

En nuestro estudio, la utilidad de la norma y la traza estara restringida a la obtenciéon
del Teorema 90 de Hilbert en sus formas aditiva y multiplicativa, y que sera utilizado
para la caracterizacion de extensiones ciclicas. Recuérdese que una extension ciclica es

una extension de Galois con grupo de Galois ciclico.

Teorema 5.49. (Teorema 90 de Hilbert. Forma multiplicativa)

Sean E : K una extension ciclica de grado n, G = (o) su grupo de Galois y € E.

Entonces NE(B) =1 si, y solo si, existe un o € E* tal que 8 = @)
o (a

Demostracion. Cada 7 € G sera considerado como un encaje de E en K = E sobre K
y, por lo tanto, como un elemento del K- espacio (y, por ello, E-espacio) M (G, K).

Para 7,77 € G denotaremos con 7 x 7 € 9M(G,K) la aplicacién definida por
(tx7")(x) = 7(x) 7' (z), y usaremos la notacién exponencial ™ = 7(x), por lo que
2™ = 2727 . Como consecuencia del Lema de Dedekind la aplicacién

2 n—2

idg + Bo + BB g2 4 ... 4 gldproxoteo

oV E S K
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no es idénticamente nula (los caracteres idg,o,02,...,0" 1 son diferentes), es decir,

existe un elemento v € E tal que no es nulo el siguiente elemento:

2 n—2

o= (idE + Bo + pidE*o g2 4 ...y gldproroteexo O_n—l) ()

n—2 n—1

=7+ ﬁry(f + BidE*o,ycﬂ N ﬁ'idE*O’*O’Q*-u*g /70

2*...*0.n72*0.n71

Ahora, si 1 = NE(B) = pideroro se tiene

n—2,0"—1

Zxexg 2y + lB’idE*U*U

2 n—1

¥ =q.

Ko kO

,BO'(O[) _ /B,YU + IBidE*U,yUQ NS 6’L'dE*O'*O'
o

Reciprocamente, si existe o € E tal que § = — resulta
o

(0% E (%
NE) = NE( ) = s =1

va que NEZ es evidentemente multiplicativa y ademas NEZ(o (o)) = NE(a), pues las
expresiones para ambos miembros dadas por solo se diferencian en una permutacion

del orden de sus factores. O

Teorema 5.50. (Teorema 90 de Hilbert. Forma aditiva)
Sean E : K una extension ciclica de grado n con grupo G = (o). Entonces f € E

es tal que Trf;(ﬁ) =0 si, y solo si, existe un o € E tal que f = a — o ().

Demostracion. Si existe tal elemento « se tiene TrE(8) = TrE(a — o (a)) = 0 ya que
TrE es evidentemente aditiva y TrE (a) = TrE (0 (a)) pues ambos miembros solo se
diferencian en el orden de los sumandos.

Reciprocamente, si T?“[E;(ﬁ ) = 0, utilizando la misma notaciéon exponencial que antes,
podemos afirmar que existe un v € E tal que T’ T‘IE{ (7) # 0, como consecuencia del Lema

de Dedekind [5.47] Entonces, poniendo

n72) o.n72

1 g g ag g
o AR R SR G

resulta

a—o(a)= TT}%W)[M+(B+B”W”+-~+(6+6“+---+B”"2

n—2

0=
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—[B77 + (BT + BTN (BT BT+ 8T T ] =

1 |: n—1
= [y 8+ 87T =5
Tri(7)
Para los anteriores calculos se ha tenido en cuenta que TTIE(<7) € K (pues es evidente
que o (TrE (7)) = TrE(7)) v la hipotesis TrE(8) = 0. -

Las dos versiones del Teorema 90 permitiran caracterizar las extensiones ciclicas de
grado p y las de grado primo con p, siendo p la caracteristica de K.

Proposicion 5.51. Sea p un primo no divisor de n > 0 y sea K un cuerpo de carac-
teristica p que contiene una raiz primitiva n-ésima de 1. Entonces, si E : K es una
extension ciclica de grado n, existe un a € E tal que E = K () y tal que a = o™ € K,
es decir, a es un cero del polinomio X™ — a € K [X]. Reciprocamente, si « € K es un
cero de X" —a € K [X], entonces la extension K(a) : K es ciclica, de grado d, que es

divisor de n, y ademds a® € K.

Demostracion. Sea § € K raiz primitiva n-ésima de 1 y sea G = Gal(E/K) = (o) . Sien-
do separable la extension E : K,y como o (5*1) = ¢ 1 resulta NE(¢71) = ]_n[ai(ffl) =
(f_l)n = 1, con lo cual, por el Teorema 90 de Hilbert en su forma mlllltiplicativa
, podemos afirmar que existe un a € F tal que o(a) = {a. Como £ € K resulta
0% (a) = o (éa) = €2a y también o' (a) = &'a, para i = 1,...,n. Por ello, el polino-
mio irreducible de a sobre K tiene al menos n ceros diferentes (los o (o) = &'ar) y asi
n=[FE:K] > [K(a): K] =0Irr(a, K) > n. Resultando asi £ = K («), y ademas
o(a™) = (o0 ()" = (€a)™ = £"a™ = ™, con lo que se tiene o™ € B¢ = K.

Sia € Kesuncerode f = X" —a € K [X], todos los ceros de f son los n elementos
diferentes &'a € K(a), para i = 1,...,n, y asi K(a) es cuerpo de escisién de f sobre
K. La extension K («) : K es separable al serlo el polinomio f y, por tanto, también
el Irr(a, K) divisor de f. Asi K(«) : K es de Galois finita. Si G = Gal(K(a)/K) y
o € G, entonces o (a) es también un cero de X" —a y, por lo tanto, o (o) = v,«, siendo
v, una raiz de la unidad (es decir una potencia de &). Se establece asi un homomorfismo
G — U,, 0 — 74, obviamente inyectivo, de G en el grupo de las raices n-ésimas de

1 € K que es de orden n, al ser n primo con p (5.21)). Entonces G es ciclico y su orden
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d es divisor de n. Si se pone G = (7)), resulta o (a?) = (o (a)? = (Yo0)? = ylad = o

pues 7, es una raiz d-ésima (primitiva) de 1. En consecuencia, a? € K(a)¢ = K. O

Proposicion 5.52. (Artin-Schreier)

Sea K un cuerpo de caracteristica p. Si E : K es ciclica de grado p, entonces E =
K (a) donde o € E es un cero de algin polinomio XP — X —a € K [X]. Reciprocamente,
si un polinomio f = XP — X —a € K [X] no escinde en K es irreducible en K [X] y,

en este caso, la extension K(a) : K es ciclica de grado p, siendo o cualquier cero de f.

Demostracion. Sea G = (o) = Gal(E/K) de orden p. La extension E : K es separable
y TrE(z) = Y} 0%(z) para z € E. Ahora, TrE(-1) = Y o'(~1) = p(—1) = 0y, por
el Teorema 90 de Hilbert en su forma aditiva se puede asegurar la existencia de
un a € E tal que 1 = o (a) — a. Por lo tanto, o® (o) = a+i,4=1,...,p, son ceros del
Irr(a, K), y al ser diferentes proporcionan p = [E : K] > [K(«) : K] = 0Irr(a, K) > p.
Porello, E = K(a) yo(a? —a) = o (a)l —o(a) = (a+ 1) — (a+1) = o? — q,
con lo cual se tiene que a = o —a € EY = K; es decir, a es cero del polinomio
XP — X —a € K [X] que es moénico de grado p, y por esto XP — X —a = Irr(a, K).
Reciprocamente, si o € K es cualquier cero de f = XP — X —a € K [X], el conjunto
de las raices de f es {a,a+1,...,a+p—1}. Por lo tanto, f es separable y [K(«) : K]
es de Galois finita (la extension trivial si f escinde en K'). Supongamos que f no escinde
en K y probemos que entonces f es irreducible en K[X], con lo cual la extension sera
ciclica de grado p. Para ello sea f = gh una factorizacion de f en K[X]; entonces, si g

no es constante sera un producto de algunos de los factores (X —a—i),i € {1,2,...,p},

puesto que la factorizacion de f en K[X] es

si el grado de g es d, el coeficiente del término de grado d — 1 serd una suma de d
sumandos de la forma —(a + i) y, por ello, igual —da + j para un cierto entero j. Asi,
si d < p se tiene a € K ya que da = (dlg)a y dlg # 0, en ese caso. Ello contradice
la hipotesis de que f no escinde en K, y se concluye que f es irreducible en K[X]. La

extension [K(«) : K] es de Galois de grado p y, en consecuencia, ciclica. O
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Observacion 5.53.

Es necesario destacar que si K es de caracteristica p y si F' : K es un extension finita,
entonces Gal(F/Fs(K)) = {idp}, siendo F(K) la subextension maximal separable de
K en F definida en . En efecto, si § € F, el elemento S es el tnico cero del
polinomio Irr (B, Fs(K)) = XP" —b = (X —B)P" y, por lo tanto, para cada encaje
0: F - K =F = F,(K) sobre K (y en particular para cada o € Gal(F/Fs(K))) se

tiene necesariamente o (5) = 8. Ademas, si a € F5(K) y 0 € Gal(F/K) entonces o («)
es un cero del polinomio separable Irr(a, K) y asi Irr(a, K) = Irr(o(a), K), de lo
que resulta que o () es un elemento de F' también separable sobre K. Es decir, para
cada 0 € Gal(F/K), su restriccion a Fy(K) establece un encaje F5(K) — Fg(K) que
es un automorfismo de F(K) al ser una extension finita de K. Ahora el homomorfismo
de grupos Gal(F/K) — Gal(Fs (K) /K), definido por o + o |p, k), tiene por niicleo
el grupo Gal(F/F(K)) = {idr} y entonces la restriccion establece un isomorfismo de
Gal(F/K) con un subgrupo de Gal(Fs (K) /K). Si ademés F' : K es normal, el anterior

homomorfismo restriccién es un isomorfismo. En efecto, cada o € Gal(Fs (K) /K) se

extiende a un encaje 7: F — K = F = F,(K) sobre K que ahora es necesariamente un
automorfismo de F'.

Obsérvese también que si F' : K es una extension normal, entonces F(K): K es una
extension de Galois. En efecto, si f es un polinomio irreducible en K[X] que tiene un
cero a en Fy(K), los restantes ceros de f (como elementos de F' = K), que estan en
F, al ser F': K normal, son también separables sobre K pues todos tienen el mismo
polinomio irreducible sobre K, y asi f escinde en Fy(K).

Se puede enunciar ahora:

Proposicion 5.54. Si Caract(K) = p # 0 y F : K es una extension normal finita,
entonces la subextension maximal separable Fs(K) de K en F es una extension finita

de Galois de K y los grupos Gal(F/K) y Gal(Fs (K) /K) son isomorfos.

Observacion 5.55. Conviene destacar que, como consecuencia de lo anterior, en una

extension normal F': K el orden del grupo de Galois es divisor del grado de la extension,
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pues
4Gal(F/K) = #Gal(F, (K) /K) = [F, (K) : K] | [F : K].

Observacion 5.56. Siuna extension F' : E es puramente inseparable finita, ' = E(B1, ..., B¢)

para ciertos 1, ..., f; puramente inseparables sobre F'y existen enteros p; (i = 1,...,t)

tales que B! € E. Es entonces evidente que la extension F : E es radical; la torre

ECE(B)C---CE(B,...,Bt) es una torre radical (5.31).

El siguiente Teorema establece la resolubilidad por radicales en caracteristica posi-
tiva.

Teorema 5.57. Sea K un cuerpo de caracteristica p # 0 y f € K[X] un polinomio no
constante. Entonces son equivalentes las afirmaciones
i) El polinomio f es resoluble por radicales sobre K.

1) Galg (f) es un grupo resoluble.

Demostracion. ii) = 1)

Sea F' cuerpo de escision de f sobre K y sea E la subextension maximal separable de
F sobre K. Por la extension E : K es de Galois y los grupos Galg (f) = Gal(F/K)
y Gal(E/K) son isomorfos. Por tanto, Gal(E/K) es un grupo resoluble en virtud de
la hipotesis. Sea n = [E: K| = #Gal(E/K) = p"m, con p no divisor de m, y sea
¢ € K = E = F unaraiz primitiva m-ésimade 1 € K. Si F = E(B1,..., ) con 8" € E,
para cada i = 1,...,t, la extension F (§) : E(€) es radical pues F (§) = E(&)(B1, ..., Bt)
y se aplica . Por otra parte, la extension E(§) : K(£) es de Galois con grupo de
G = Gal(E(£)/K (¢) isomorfo a un subgrupo del grupo Gal(E/K) y por ello resoluble
de orden un divisor de n = [E : K] = #Gal(E/K) (5.41). Resulta de este modo una
torre

K CK(€) CE(€)CF(&)

de la que el primero y tercer pasos son extensiones radicales ((5.34) y (5.56))) con lo

que i) quedara probado si se demuestra que F(§) : K(§) es radical pues asi el cuerpo F'
resultara contenido en la extension radical F'(§) de K. Por la resolubilidad del grupo

Gal(E(€)/K(£)) existe una torre normal

{idpg} =H- CH 1 C---CHICHy=G
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en la que cada grupo cociente H;/H; 1 es de orden primo ¢; 1) divisor de #é =
[E(&) : K(£)] que es, a su vez, divisor de n, y asi cada ¢; divide a n. Sea F; = F(£)Hi,
para cada i =0,1,...,r— 1, por el Teorema fundamental de teoria de Galois se obtiene

una torre de cuerpos
K= CcFhC---CFCFy1C---CF =E®¢),

y como E(§) : E(&)Hi+1 y B(€) : E(€)H son extensiones de Galois, siendo H, 1 subgrupo
normal de Hj;, resulta que Fjy; : F; es una extension de Galois con grupo isomorfo a
H;/H;;1. Notese que, cada q; = #(H;/H;+1) # p es divisor de m al ser divisor de n y
primo con p, por la seleccién que se ha hecho del entero m. Como [E(é)Hi+1 : E(f)Hl} =
¢ # p es primo y, como & es rafz primitiva m-ésima de 1, resulta que F; = E(¢£)i
contiene a £™/% que es una rafz primitiva g;-ésima de 1. La aplicacion de la Proposicion
5.51 (o , alternativamente, el Lema proporciona la existencia de un «; € Fjiq
tal que Fi11 = Fj(a;) y tal que aff € F;. En el caso de un ¢; = #(H,;/Hj11) =p la
extension Fj 1 : Fj es ciclica de grado p y se aplica el Lema de Artin-Schreier , con
lo cual Fjy1 = Fj (o) siendo « un cero de un polinomio del tipo X? — X —a € Fj; [ X].

Entonces la torre

es una torre radical.

Sea F' C K cuerpo de escision del polinomio f sobre K y sea L una extension radical
de K que contiene a F. Supondremos ademas que la extension L : K es normal finita
pues en otro caso puede ser sustituida por otra de este tipo tomando la clausura normal
de L (contenida en K) sobre K . Sean E y M las subextensiones maximales
separables de K en F'y en L, respectivamente, que son extensiones finitas de Galois de
K y ademas Gal(F/K) ~ Gal(E/K) y Gal(L/K) ~ Gal(M/K) (5.54). Obviamente se
tiene E C M. Sean=[L: K| =p'mconptmyr>0,yseaf € K una raiz primitiva
m-ésima de 1 € K. Si

K=K¢yCcKyC---CK,=1L
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es una torre radical con pasos de los tipos especificados en (5.31]), la torre obtenida de

ésta por &-levantamiento

Ko(§) CKi(§) T+ C K ()

tiene los correspondientes pasos de los mismos tipos que la anterior, pero ahora cada
cuerpo contiene raices primitivas de la unidad suficientes como para poder afirmar, a la
luz de , que todas aquellas extensiones K;1(§) : K;(&), tales que [K;11 : K;] es
primo con p, tienen grupo de Galois ciclico de orden primo con p (isomorfo por a
un subgrupo del grupo de Galois de la extension de Galois K;41 : K; cuyo grado es
divisor de n y primo con p). Las extensiones de grado una potencia de p tienen grupos
de Galois de orden también potencias de p y, por tanto, grupos resolubles .
Resulta asi que el grupo Gal(L (§) /K (€)) ~ Gal(M (§) /K (§)) es resoluble y entonces
lo es también el grupo Gal(M (&) /K) pues

Gal(K (§) /K) ~ Gal(M(£)/K)/Gal(M(§)/ K (€)),

ya que K (§) : K es normal de grupo de Galois resoluble, en virtud de la seleccion del
entero m ([5.22)), y se aplica ((1.65)). Ahora
Gal(F/K) ~ Gal(E/K) ~ Gal(M (§) /K)/Gal(M () /E),

por la misma Proposicion (1.65)), y por lo tanto F': E es resoluble. O

Conviene hacer un comentario acerca de la forma en que el gran Teorema de Galois
en caracteristica p aparece en la literatura. No existe uniformidad en el modo de abordar
la nocién de extension radical, aunque en la mayor parte de los manuales se restringe
al caso de extensiones separables (por ejemplo [LAN]), e incluso de extensiones alge-
braicas del cuerpo primo Z, (confréntese la nocion de extension radical dada en [DFX]
con la de este manual, a la luz de los comentarios de . La prueba del Teorema
estard mediatizada entonces por estas convenciones. Hemos presentado aqui una nocién
de extensién radical no necesariamente separable - siguiendo una sugerencia de Lang
[LAN]- y ello ha permitido acceder a la demostracion del gran Teorema de Galois sin
grandes complicaciones.

5.5. La ecuacién general de grado n

Esta seccion ilustra la teoria desarrollada hasta ahora obteniendo, para cada n, una
ecuacion algebraica de grado n cuyo grupo de Galois (5.38) es el grupo simétrico S,.
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A partir de ahora K es un cuerpoy {t1,...,%,} es un conjunto trascendente sobre K
cuyos elementos supondremos en una extensiéon F' de K. Ello significa, esencialmente,
que K [t1,...,t,] es el anillo de polinomios en n variables sobre K y que la subextension
K (t1,...,t,) de F es el cuerpo de funciones racionales en n variables sobre K (véase
ejercicio 26 del capitulo 3).

Cada o € S, define una biyeccion o: {t1,...,t,} — {t1,...,t,} y también, por la
propiedad universal del anillo de polinomios, un isomorfismo de K-algebras

o: K[tl,...,tn] —)K[tl,...,tn]
f(tla”'utn) = f(to(l)v"'vto(n))a

cuyo inverso es o1, definido de similar modo a partir de o~! € S,,. Notese que la
existencia de & solamente esta garantizada si {t1,...,t,} es un conjunto trascendente
sobre K, es decir, si K [t1,...,t,] es un anillo de polinomios. El isomorfismo & se
extiende a un automorfismo de K (t1,...,t,) sobre K que seguiremos denotando con o.

Definiciéon 5.58. Un elemento s € K [t1,...,t,] se dird que es un polinomio simétrico

(en las variables t1,...,t,) si para cada permutacion o € S,, se tiene

s(t1, - stn) = 8(te(1) -+ s ta(n))-

Los polinomios homogéneos (|2.34))

s1=t1+ - -+tp, ... ;8 = E tig o tin, -o. ,8p =11ty
1<i1 <--<ipen

reciben el nombre de polinomios simétricos elementales.
Definicién 5.59. El polinomio
Fop= (X —11)(X —t2) - (X = tn)
=X"— s X" e (D) s X e (1) s € K (B b)) [X]
tiene sus coeficientes en el subcuerpo K(si,...,sy), y la ecuacion
F,(X)=0

recibe el nombre de ecuacion algebraica general de grado n (sobre K).
Obsérvese que si se sustituye ¢, = 0 en la expresion para F,, dada en ([5.59) resulta
(Fp)g=X—t1)(X —t2) - (X —tp_1)X
= X" = (51)o X" A (FD) () X4+ (21T (snm1)p X
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(aqui, con (s;), se indica el resultado de sustituir ¢,, = 0 en la expresion de s;). Los (s;),
son precisamente los polinomios simétricos elementales en las variables t1,...,t,—1, ¥
ademés (F},), = X Fj—1.

Observacion 5.60. Nétese también que si o, ..., a, € K, el homomorfismo evaluacién
¢: K [t1,t2,...,t,] — K, definido por ¢ (t;) = a; (i = 1,...,n), induce el homomorfis-
mo de K-élgebras ¢ [X]: K [t1,...,t,] [X] — K [X] definido por

o [X]ar(tr, ... ) X"+ +aop(ty,...,th)] = ar(a1,...,00) X"+ +ap(ag,...,an).

En particular, si f = X" +ap 1 X" 1+ +ay € K[X]CK[X]yai,...,an € K
son los ceros de f, entonces

@ [X](Fn) = f.

Cualquier polinomio moénico f de grado n es una especializacion del polinomio general
F,.
Sio €S, yo esel automorfismo de K (t1,...,t,) sobre K definido antes, sabemos

que ¢ induce un isomorfismo
G: K (ty,...,tn) [X] = K (t1,...,t,) [X]

mediante

7O rX) =Y F(r)X,

i i
en donde las r; denotan funciones racionales en las trascendentes t1, ..., t,.

El polinomio F,, = X™ — 51 X" ! 4+ --- + (=1)"s,, es tal que o(F,) = Fy, ya que
F,=(X—t1) - (X —t,) y la aplicacion o consiste solamente en la alteracion del orden
de los factores. Por tanto, los coeficientes de F), no se modifican con la aplicacion de &,
cualquiera que sea o € S),, es decir, son simétricos.

Como K (t1,...,tn) = K(s1,...,8n)(t1,...,tn), resulta que K (t1,...,t,) es el cuer-
po de escision de F,,(X) sobre K(si,...,s,), es decir, que es normal la extension

K (t1,...,tn) : K(s1,...,Sn). Tenemos asi

GalK(sl,‘..,sn)(Fn) = Gal(K (t1,...,tn) /K(S1,-..,8n)).
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Ademas, se tiene un homomorfismo de grupos

Sp = Gal(K (t1,...,tn) /K(s1,...,8n))

o0

que la siguiente Proposicién permitirda probar que es un isomorfismo.

Para la demostracién de dicha Proposiciéon utilizaremos la nociéon de peso de un
polinomio.

Definicion 5.61. Se define el peso del monomio
M(Xy,Xo,...,X,) = X" X% X

como el entero
w(M) :==v1 4+ 2vy + -+ + nup.
Para un polinomio f = Y a@) M) (X1, Xa,..., Xn) € K[X1,...,X,] el peso w(f)
(v)

queda definido como el méximo de los pesos de sus monomios, es decir,

w(f) = max w(My,)).

a(v)7é0
Proposicion 5.62. Si A es un anillo conmutativo y f(t1,...,tn) € Alt1,...,tn] es
simétrico de grado d, entonces existe un polinomio g (Xy,...,X,) € A[Xq,...,X,] de

peso < d tal que f (t1,...,tn) = g(s1,...,5n).
En particular, si f (t1,...,tn) € Alt1,...,tn] es un polinomio simétrico, entonces
fti,... tn) € Als1,...,sn], es decir, A[s1,...,ss] es el anillo de los polinomios si-

métricos con coeficientes en A.

Demostracion. La prueba seré por induccién en n. La tesis es obvia en el caso n = 1.
Supondremos el resultado cierto para polinomios en n — 1 variables y para polinomios
en n variables procederemos a razonar por induccién en el grado d.

Es evidente que el enunciado es valido (en cualquier namero de variables) si d = 0.
Sea d > 0 y supongamos entonces que el resultado es cierto para polinomios en n
variables de grado menor que d. Tomemos f (¢, ...,t,) simétrico de grado d > 0, para

el cual se tiene necesariamente que Of (t1,...,tp—1,0) < Of (t1,...,t,) = d, en virtud
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de la simetria de f, y entonces, por hipdtesis de induccién en n, existe un polinomio

g1 (X1,...,X,—1) con peso w(gy (X1,...,Xpn-1)) < Of (t1,t2,...,tn—1,0) < d tal que

f(tl,. . .,tnfl,O) = ag1 ((51)0 geeey (Snfl)o) .

Como w(gy (X1,...,Xn-1)) =091 ((51)g+---»(8n=1)y) < d, el polinomio simétrico

fl(tl, . .,tn) = f(tl, e ,tn) — g1 ((51)0 geeey (Snfl)o)

tiene grado d (en las t1,...,t,). Ademas

fl(tlv cee atnflao) = f(tb cee 7tn7170) — g1 ((81)0 P (Snfl)()) =0,

es decir, t,, es divisor de fi(t1,...,t,) en A[ty,...,t,], y por la simetria de f;, debera
ser cada s; divisor de f1 (en la expresion f = Z(V) apytyt -+ -ty se tiene v; > 1, para

todo 7, en cada monomio). Resulta entonces que

Jilte, ..o t) = spfo(ty, ... tn),

para un cierto fo(t1,...,t,) € Alt1,...,t,], necesariamente simétrico, cuyo grado es
d—mn < d. Por lo tanto, fo(t1,...,tn) = g2 (s1,-..,8,) para un cierto gs (X1, ..., X,) de

peso < dfy < d , en virtud de la hipétesis de induccién en d. Se tienen asi las igualdades

flt,tn) = filty, .o tn) 91 (8155 8n—1)
=aq (517' . ~a5n71) +Snf2(t17"' 7tn)

=g1(81,-+58n-1) + Sng2 (1, -, 8n),
la altima de las cuales culmina la demostraciéon pues el polinomio
g(Xl, . ,Xn) =0 (Xl, . aXn—l) + Xngg (Xl, e Xn)

tiene peso < d.
Notese que el polinomio g tiene ahora peso d ya que dicho peso es el grado de f en

el conjunto de trascendentes {t1,...,t,}. O
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Observacion 5.63. Notese que un polinomio simétrico en n variables f(t1,...,t,) €
Als1,...,Sp] se puede interpretar como un polinomio simétrico en r variables si r > n,
teniendo en cuenta que A[sy,...,s,] C Al[s1,...,8:] (el j-ésimo polinomio simétrico
elemental en n variables s;(t1,...,t,) se puede considerar como un polinomio simétrico

en r variables en el cual no intervienen ¢, 1, ..., t,). Ademés, el homomorfismo canénico
©: A[tl,...,tr] —)A[tl,...,tn]
definido por

ola=ida, e(t;)=t;isii=1,....,n, yp(ty) =0, sik=n+1,...,r,

es tal que @ (A[s1,...,s:]) = A[s1,...,8n] y ademas @[a(s, . 5] = idAfs,,....50]-
El j-ésimo polinomio simétrico elemental s;(t1,...,t,) en las n variables t1, ..., t, se
puede obtener a partir del j-ésimo polinomio simétrico elemental s;(t1,. .., t,) mediante

la sustitucion s;(t1,...,t,) = s;(t1,...,t5,0,...,0) = @[s; (t1,...,t)].
Corolario 5.64. Con las mismas notaciones que hasta ahora se tiene
Gal(K (t1,...,tn) /K(S1,...,5n)) =~ Sp.

Demostracion. Si T es un automorfismo de K (t1,...,t,) que deja fijos los elementos de

K(s1,...,8n), T deja fijos los polinomios simétricos elementales y entonces

E :=X" —7(s1) x4 (=1)"7 (sn)
=(X =7 (1) (X = 7(tn))
=X" -5 X" (1),

=(X —t1)(X —t2) - (X —t) = Fy.

De la factorizacion tnica en K (t1,...,t,)[X] se obtiene que 7 determina, necesaria-
mente, una permutacion del conjunto {¢1,...,t,}. Es muy facil probar que la aplicacion
resultante

Gal(K (ty,...,tn) /K(S1,...,8n)) — Sy

~

THT
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definida por 7(i) = j :& 7(t;) = t;, es inversa del homomorfismo
Sp = Gal(K (t1,...,tn) /K(s1,...,5n))
o0
definido més arriba. O

Como consecuencia de todo lo anterior resulta,

Teorema 5.65. La ecuacion general de grado n sobre un cuerpo K es resoluble por

radicales si, y solo si, n < 4.

Demostracion. Sea P el cuerpo primo de K.
El polinomio F,, = X™ —s; X" ! 4+... 4 (=1)"s, tiene coeficientes en P(sy,...,5,).
La resolubilidad por radicales aqui debe ser entendida sobre P(si,...,s,) segin lo

establecido en [5.36] El Teorema [5.57]y el Corolario anterior proporcionan el resultado.

O
Definicién 5.66. Siendo tq,...,t, como antes, se pone
o= -t
1<i<j<n

y se define el discriminante de F;, como

con ¢ [X] definido en (5.60)).

De la propia definiciéon y de (1.57)) es muy facil obtener que si
o € Gal(K (t1,ta, ..., tn) /K(s1,52,...,5n)) =~ Sn,

entonces o (0,) = € (0) Oy, siendo o € S, la permutacion de subindices correspondiente
a ¢ en la prueba del isomorfismo que se establece en (5.64). Por lo tanto, es evidente
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que ¢ (D,,) = D,, para todo ¢ € Gal(K (t1,...,tn) /K(s1,...,5n)), con lo que resulta
que D, € K(s1,...,8,) vy es un polinomio simétrico en ty,...,%,.

Por ejemplo, para n = 2,

Doy = (t1 —t3)? = t% + t% —2t1ty = (t1 + t2)2 —4tqty = s% — 455, y para el polinomio
f=X%2+bX +c, se tiene D(f) = b? — 4c.

Para n = 3, D3 = —4sis3 + sis3 + 18518983 — 4s3 — 27s3, y para el polinomio
f=X3—a1X?+ aX — a3 se tiene D(f) = —4ajaz + a?a3 + 1863a2a3 — 4a3 — 27a§.

Mediante el cambio (Tschirnhausen) de variable X — X + - (se supone que la

caracteristica de K es diferente de 3) el anterior polinomio ciubico se transforma en
f = X34+ pX + ¢, con lo que el discriminante adopta la forma D(f) = —4p3 — 27¢>.
Para n = 4, suponiendo que K no es de caracteristica 2, el polinomio, de grado
4, f = X* — a1 X3 4+ a9 X? — a3 X + a4 se transforma en f = X* 4+ pX2 +¢X +r
mediante el cambio (Tschirnhausen) X +— X + %, y se puede probar que D(f) =

16p*r — 4p>q® — 128p*r? + 144pg°r — 27¢"* + 2567°.

LAS ECUACIONES DE GRADOS 3 Y 4

Utilizando la teoria de Galois daremos ahora las indicaciones necesarias para la
obtenciéon de los métodos clasicos de resoluciéon de la cibica y la cuartica sobre un
cuerpo K que supondremos de caracteristica diferente de 2 y de 3. La resolucion de las
correspondientes ecuaciones generales de grados 3 y 4 proporcionaré las de cualquier
ciibica o cuéartica por conveniente especializaciéon .

LA CUBICA

Supondremos que K contiene las raices ciibicas de la unidad. Esta tltima suposicién
no constituye ninguna restriccién pues en otro caso se procederad sustituyendo K por
K (¢), siendo & una raiz primitiva ctbica de 1.

La ecuacién general de grado 3 es F3 = X3 — 51X? + 59X — s3. Para abreviar
pondremos F = K(s1,82,83) v L = K(t1,to,t3). La extension L : F es de Galois
y su grupo serd identificado con S3 (5.64). Sabemos que D = D3 = (3)% € F, y que
0 = d3 ¢ F (el polinomio d3(t1, t2, t3) no es simétrico), con lo cual se tiene [F'(J) : F| = 2,
y asi L : F(J) es una extension de Galois ciclica de grado 3. Por el Teorema fundamental
de teoria de Galois la torre de cuerpos

FCcF@)CL
proporciona la de grupos
G = Gal(L/K) =53 D A3 D {1},

ya que § € L y Gal(L/F(5)) = Az es el tinico subgrupo de orden 3 de S3. Obsérvese
que ty,ta,t3 ¢ F(6) = L%, y que -en virtud de la hipotesis sobre la caracteristica-.
se puede aplicar ahora el Lema a la extension L : F(§). En la prueba de dicho
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Lema se supone dado un generador 8 de la extensiéon, y ahora se puede tomar 8 = t¢;
para cualquier i = 1,2,3, ya que, por el Teorema del grado se tiene [L : F\(§)(t;)] = 1.
Entonces, poniendo = t; las transformadas de Lagrange adoptan la forma

a; =t +Eo(tr) + 0% (1),
coni = 0,1,2 (5.40), donde (o) = Asz. Poniendo ahora ¢ = (123) resulta definitivamente

ag=1t1 +ta+t3 =51
o =ty +&ta + s (¥)
Qg =ty + &%y + Ets.

La trascendencia de {t1,t,3} sobre K proporciona que ag, a1, a9 ¢ F(6) = L4 (por
ejemplo, de o (1) = a1 se obtendria (1 + &)ty + t2 + &tz = 0). Resulta entonces L =
F(6)(on) y (c1)® € F(9). Ast

(1)) =R+ Q6

para ciertos R, Q € F = K(s1, 82, s3) -cuyo calculo es tedioso y no se realizara aqui- de

lo que resulta
[ A= \3/ R+ Q5

Poniendo 7 = (23) € S5 se tiene as = 7 (1), por lo que
(a2)° = R~ @5,
y asi,
az = {/R - Q5.
yaque R, Q € F = L%, 7(8) = —0.

Para la obtencién de las expresiones radicales de las t1, to, t3 comenzaremos sumando
miembro a miembro las ecuaciones (x), con lo que resulta

3t1+ (L + &+ ta+ (L +E+ &)ty =3t = ap + a1 + az,

yaque & #1yesun cerode X2 —1= (X —1)(X%2+ X +1). De forma analoga, a partir
de
ap =11+t + 13
fog =&t + Py + t3
Eag = +ts + &y

se obtiene 3t3 = ag + £aq + E2ae, y a partir de

ap =11+t + 13
2ay = %1 +ty + £t
Cag = &ty + 3+t
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resulta 3ty = ag + 2 + Eaa. Por lo tanto,

1
t1 = = (o + a1 + a2)
ty = = (a0 + 201 + )

ts = = (a0 + o + L)

3 (
son las expresiones buscadas para las raices de F3 que culminan la resolucién por radica-
les de la ecuacién ctibica general pues los elementos «q, a1, as son expresiones radicales

de los coeficientes del polinomio Fj.

LA CUARTICA .

Dada la cuartica general Fy = [J(X —t;) = X4 — 81X + 52X2 — 53X + 54 = 0 con
1
coeficientes en K, se trata de obtener t1,%9,t3 y t4 como expresiones radicales de los

coeficientes s1, s2, 83 y s4. Como antes, denotaremos con L = K (t1,ta,t3,t4) el cuerpo
de escision de Fy sobre F' = K(s1, s2, S3,84). Por , el grupo de Galois de F}; sobre
F es G = Galp(Fy) = Gal(L/F) = Sy. Recuérdese que la resolubilidad de G se obtiene
en la prueba de mediante la construccién de la torre

{1} cW CV cCAyCG=25;,

en la cual V = {idp, (12)(34), (13)(24), (14)(23)} es el grupo de Klein (véase el ejerci-
cio. 6 del capitulo 1) considerado como subgrupo normal de Ay, y W = ((12)(34)) es
subgrupo normal de V' pero no de A4. Por el Teorema fundamental de teoria de Galois
(5.12) se obtiene la cadena de extensiones

LoV oLV oLM=F@) D F
cuyos grados se determinan a continuaciéon.
[L: LV = #W = !(13)(24)| =2,
LV LV =(V:W) =

|
[LV LA4] (Ag: V) = 3 (véase prueba de ),
LA F] = (Ss:Ag)=2.

La extension LY : LA es ciclica de grado 3, y admite como elemento primitivo cualquier
a € LV\LA4. El elemento o = (t1+t2)(t3+t4) es tal que (123)(a) = (ta+t3)(t1+ts) # a,
y @ queda fijo por cualquier elemento de V', aAsi se tiene LY = LA4(a) = F(8, «). Ahora,
como [LY : LA44] = 3 el polinomio Irr(a, LA4) X3—a1 X2 +as X?—a3 X +ay € LM [X]
tiene por ceros todos los conjugados de a por la accion del grupo Gal(LY/LA44) =
Ay4/V que es ciclico de orden 3 generado por @ = oV, la clase modulo V' de cualquier
permutacion par o € Sy que no sea elemento de V. El elemento o = (123) satisface las
condiciones y de ello resultan las igualdades

Irr(a, L) = X2 — a1 X% + a9 X% — asX 4+ a4 = (X — )(X — 0 (a))(X — 02 ()
= (X = ((t1 +t2)(ts + 1)) (X — ((t2 +t3)(t1 +4)) (X — ((t5 + 1) (t2 + ta))
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que, tras un céalculo laborioso y las correspondientes identificaciones, nos permiten ob-
tener las a; como el valor en o, = o(a) y v = o?(a) = (t3 + t1)(t2 + t4) de
los polinomios simétricos elementales de tres variables. Por lo tanto, a, 3 y v se ob-
tienen como expresiones radicales de las aj,as,a3,as € F(0) resolviendo la cibica
X3 — a1 X34+ asX? —a3X + a4 =0.

El elemento ¢ = t; + t5 es un generador de la extension cuadratica LV : LV ya que
¢ € LW pero ((13)(24)) (¢) # ¢. Ahora, de

t1 +ta+13+ts =51
(t1 +t2) (t3 +ta) =

s1+ /87 — da 51+ /57 — da
2 2

de un signo en la raiz para el valor de t; + ¢ condiciona la seleccion del signo contrario
para la raiz que expresa el valor de t3 + 4.
De forma analoga, de

resulta t1 +1t9 = , y entonces t3+1t4 = , donde la eleccién

th+ta+t3+1ts =51
(t2+t3) (t1+t4) =p

s1+/s] — 43

mismas consideraciones acerca del signo de las raices.
Y también, de

proporciona t| + t4 = , v entonces tg + t3 = , con las

51+ /s] — 43
2

1+t +1t3 -+t =81
(t1+1t3)(ta+ta) =7

51+ /87 — 4y
2

raciones anélogas respecto de los signos de los radicales.

En cualquier caso, una vez seleccionados los valores de dos de los elementos t1 + to,
t1 +t4 y t1 + t3 la seleccion del tercero esta condicionada por el hecho de que afy = a4
y las expresiones radicales de las t1,%9,t3 v t4 se obtienen ahora de lo anterior. Asi,
por ejemplo, seleccionando signo + para el radical de las expresiones correspondientes
aty +ty y t1 + t3 se obtiene

1
tlzz(sl—i—\/s%—lla—i—\/s%—élfy:l:\/s%—élB),

en donde, la correspondiente imprecisién de signo en el ultimo radical esta sujeta a las
restricciones antes mencionadas.

se obtiene t; + t3 = , v entonces ty +t4 = , con conside-

51+ /s — 4y
2

5.6. Ejercicios

1.- Sea E = Q(v/2,v/3). Calcular el grupo de Galois de la extension E : Q y todos
los cuerpos intermedios entre Q y F.
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2.- Describase el grupo de Galois sobre Q de cada uno de los siguientes polinomios:

a) X* +4.
b) X* - 3X?2 —28.
c) X3 —2.

3.- Si E es cuerpo de escision sobre Q del polinomio X% + 1 demuéstrese que
Gal(E/Q) tiene orden 4. Justifiquese, utilizando la correspondencia de Galois, que
Gal(E/Q) no es un grupo ciclico.

4.- Sea E un cuerpo de escision de f = X — 1 sobre Q.
a) Demuéstrese que Gal(E/Q) es un grupo ciclico de orden 4.
b) Calculense los cuerpos intermedios entre Q y E.

c)Si¢= e%, calcular Irr(€2 +&3,Q) e Irr(€,Q(£2 + £3)).

5.- Sea E cuerpo de escision de X* — 2 sobre Q.
a) Pruébese que G = Gal(E/Q) es isomorfo a Dy 4.
b) Calculense los subgrupos de G de orden 4 y sus cuerpos fijos.

6.- Sea £ una raiz primitiva séptima de la unidad. Pruébese que:

a) El grado de Q(&) : Q es 6.

b) Gal(Q(¢)/Q) = (o), siendo o el Q-automorfismo de Q(¢) dado por o (&) = &3.
o) Irr(1+2(6+ & +¢4,Q) = X2+ 7.

7.- Justifiquese la veracidad o la falsedad de la siguiente afirmacion:

Si E es el cuerpo de escision de X* — 2 sobre Q en C, para demostrar que el grado
del polinomio irreducible de i 4+ v/2 sobre Q es igual al grado de E sobre Q basta con
probar que existen al menos 5 elementos distintos en la 6rbita de i + v/2 mediante la
accion del grupo Gal(E : Q).

8-a) Sea f = X1+ X2 -6 € Q[X]. ;Es f irreducible sobre Q? Determinese su
cuerpo de escision Ef sobre QQ calculando, si es posible, un elemento primitivo de E : Q.
Hallar Gal(E;/Q) y sus subgrupos. jExiste algin cuerpo intermedio F' tal que F': Q
sea una extension normal?

b) Pruébese que si g es un polinomio irreducible sobre un cuerpo K y tiene un cero
en una extension radical de K, entonces g es resoluble por radicales.

9.- Sean f = X5 -2€Q[X]y G = Galg (f).

a) Calctlese el orden de G.

b) Demuéstrese que G tiene un subgrupo normal de orden 5.

¢) Pruébese que G es resoluble.

d) Demuéstrese que G no es abeliano.

e) Pruébese que G es isomorfo a un subgrupo de S5 que no contiene trasposiciones.
)

)

0.- Sea E = Q(v/2,V/5,1).

a) Calctlese [E : Q] y pruébese que E : Q no es normal.

b) Demuéstrese que £ : Q(v/5) es normal y determinese una Q (\7/5)—base de F.
c) Pruébese que Gal(E/Q(V/5)) ~ Za x Zs.

d) ;Es —v/2 4 5i un cero de Irr(v/2 + 5i), Q(v/5))?

—_
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11.- Justifiquese la veracidad o la falsedad de las siguientes afirmaciones:
a) X%+ 1 € Q[X] es un polinomio ciclotémico.

b) X3 +aX?+bX + 2 € Q[X] no tiene ceros en R.

¢) El grupo de Galois de la extension Q(v/3, v/2,4) : Q es un grupo ciclico.

12.- Sea £ una raiz primitiva novena de la unidad.
a) Justifiquense las relaciones de inclusion existentes entre los siguientes cuerpos:

Q(¢), Q&) vy Q(&°).
b) Calctlese Irr(€2,Q (£°)).

13.- Sea p un ntmero primo. Demuéstrese que si 7 es un nimero natural entonces
— pr=1
O,r = Dp(X ).

14.- Sea K un cuerpo, n > 1 un entero impar y £ € K una raiz primitiva n-ésima
de 1. Demuéstrese que K contiene también una raiz primitiva 2n-ésima de 1.

15.- Para r € N denotamos con U, el grupo de las raices n-ésimas de 1 € Q.
Demuéstrese que si n y m son enteros positivos primos entre si, entonces se tiene que

U, NUy = {1} y que Upp, = UpUpy, = Uy, X Upy.

16.- Para r € N denotamos con &, una raiz primitiva r-ésima de 1 € Q. Demuéstrese
que si n y m son enteros positivos primos entre si, entonces se tiene que Q (§,) Q (&) =

Q (é‘nm) y que Q (é‘n) nNQ (fm) =Q.
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Capitulo 6

Complementos

6.1. Constructibilidad de poligonos regulares. Teorema de

Gauss-Wantzel

La finalidad de este apéndice es dar noticia de una interesante aplicacién de la teoria
de Galois a la Geometria Euclidea plana, completando algin aspecto del contenido de la
seccion 3.3 que se ha dedicado al estudio de los problemas geométricos clasicos. En con-
creto se trata ahora de caracterizar aquellos poligonos regulares que son constructibles
con regla y compas.

Definicién 6.1. Si m es un ntimero natural y p = 2™ + 1 es un nimero primo se dira

que p es un primo de Fermat.
Proposicién 6.2. Los primos de Fermat son todos de la forma p = 22" + 1.

Demostracion. Bastara con demostrar que si p =2" + 1 (m > 1) es un ntumero primo
entonces m solamente admite a 2 como divisor primo. Supéngase que m admite algin
divisor impar q. Entonces, de m = gr resulta:

a) X941 admite a —1 como raiz al ser ¢ impar, lo cual implica que X7+1 = (X +1)g,
donde g € Z [X].

b) Como consecuencia de a) se tiene que p =2" +1=(2")94+1= (2" +1)g(2") v,
por ser p nimero primo, resulta 2" + 1 = 2" 4+ 1. Entonces debe ser rq = r, es decir,

q=1.

191
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Resumiendo, 1 es el tnico divisor impar de m y m = 2™ para algtin entero n. O

Los primos de Fermat han sido bautizados asi por Mersenn. Fermat habia conje-
turado que todos los ntmeros de la forma 22" + 1 eran primos, pero Euler probé que
92° 11 = 4294967297 no lo es. Son primos de Fermat los niimeros 3 = 22°+1, 5 = 22" +1,
17 = 2%° +1,257 = 22° +1 y 65357 = 22! +1, y no se conoce ninguno méas. Actualmente
se sabe que 22" + 1 no es primo si 5 < n < 16.

Observacion 6.3.
1) El poligono regular de n lados (o n-agono regular) es constructible si, y solamente

i 2w ) .
si, cos — es un nimero real constructible.
n

2 2 i 2 1 -
2) Si¢ = cos - + isen"l — 627, entonces cos -~ —= 3 (£—|—§) € Q(, ya que
n n n
_ 2
€=¢"1 (al ser €] = 1). Se tiene asf a torre de cuerpos Q C Q(cos i) CQ(g).
n

3) Recuérdese que, segn establece el Teorema fundamental sobre constructibilidad

3.28], un namero real « es constructible si, y solo si, existe una torre
Q=FycFCc---CF.CR
tal que [F; : Fj_1] <2, parai=1,...,r, y tal que a € F.

Proposicion 6.4. Sea o € R algebraico sobre Q y sea E C C cuerpo de escision sobre
Q del polinomio Irr(a, Q). Si E C R y si [E: Q] es una potencia de 2, entonces o es

constructible.

Demostracion. E : Q es extension finita de Galois y, por tanto, se tiene #G = [E : Q] =
2", en donde se ha puesto G = Gal(F/Q). Asi G es un 2-grupo que admitird una

filtracién de subgrupos
{e}:H(]CH1C"'CH7«:G,

en la cual cada H; es subgrupo normal y de indice 2 en H;4q (1.48)).
Si Fj := EHi parai=0,1,...,r, son los correspondientes cuerpos fijos, se tiene una

torre de cuerpos

RoOE=FEf>Ssp=Fh5...5F=EfiS5F,,=Ef+>...5F=FE“=Q
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en la cual cada F; : F 1] es una extension de Galois cuyo grupo Gal(F;/Fiy1) es isomorfo
al grupo cociente H;11/H; (por el Teorema fundamental de teoria de Galois) y que, por

lo tanto es de grado 2. Entonces, como a € E C R, el elemento « es constructible. [

La ultima afirmacion del Teorema fundamental sobre constructibilidad (3.28)) esta-
blece que si & es un numero real constructible, entonces [Q («) : Q] es una potencia de
2.

2
Lema 6.5. Sean = -~ y & = cos@+isend una raiz primitiva n-ésima de 1. Entonces
n
1) [Q(cos®) : Q] es una potencia de 2 < [Q (&) : Q] es una potencia de 2.

2) [Q(cosf) : Q] es una potencia de 2 < cosB es un niumero real constructible.

Demostracion. Por la observacion anterior, se tiene: Q C Q(cosf) C Q(&). Asi la
“<” de 1) es obvia. Para la completa demostracion de 1) obsérvese que el polino-
mio (X — &) (X —¢§) = X?—2cos0X +1 € Q(cosf) [X] es irreducible en Q (cos 6) [X]
ya que tiene a & y € como ceros, y ninguno de ellos es elemento de Q (cosf), que es
subcuerpo de R. Por lo tanto, la extension Q (cosf) () = Q () : Q (cos ) es de grado
2, y entonces [Q (§) : Q] = 2[Q (cosf) : Q] es una potencia de 2.

2)¢ =7

Q (&) es cuerpo de escision de Irr(£,Q) sobre Q, con lo que Q (&) : Q es de Galois
con grupo abeliano , y asi resulta que Q (cosf) : Q es de Galois también y su
grupo Gal (Q (cos ) /Q) es isomorfo a un grupo cociente de Gal(Q (§) /Q) vy, por eso,
es también abeliano. Entonces Q (cos ) es cuerpo de escision sobre Q de Irr(cosf, Q)
(va que, al ser Q (cos#) : Q normal, el cuerpo Q (cos#) debe contener a todos los ceros
de dicho polinomio, y asi Q (cosf) esta generado sobre Q por dichos ceros). Como, por
hipotesis, [Q (cosf) : Q] es una potencia de 2, la aplicacion de la Proposicion al
elemento a = cos @ proporciona que cos f es un nimero real constructible.

)<=

Si cos @ es constructible [Q (cosf) : Q] es una potencia de 2 (comentario previo al

enunciado de este Lema). O

Lo obtenido permite demostrar el resultado definitivo sobre la constructibilidad de
poligonos regulares:
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Teorema 6.6. (Teorema de Gauss-Wantzel)
Sea n > 2 un numero entero. Entonces son equivalentes las afirmaciones:
i) El n-dgono regular es constructible.
i1) El indicador de Fuler ¢ (n) es una potencia de 2.
iit) n = 2™py -+ -py, con m y t nimeros naturales, y p1,...,pr primos de Fermat

diferentes.

Demostracion. i) < ii)
2m
)

< [Q(cosf) : Q] es una potencia de 2, (en virtud del Lema en su apartado 2)

En efecto, el n-agono regular es constructible < cosf es constructible (6 =

< [Q(&) : Q] = 2% siendo £ una raiz primitiva n-ésima de 1 (en virtud del mismo
Lema, apartado 1) < [Q(¢) : Q] = A(Irr(€, Q) = 8(®y) = () = 2°

Ahora, si n = pi'---p;* es la factorizacion de n en nameros primos, es conocido

que @ (n) = (p1 — )Pt (pr — 1) pi* ™!, v entonces, ¢ (n) es una potencia de dos

4 para cada p; # 2, r; = 1 y p; — 1 es una potencia de 2. Ello es equivalente a decir
que para cada p; # 2 en la anterior factorizacion de n, 7; = 1 y p; es un primo de
Fermat (Proposicion Esto establece la equivalencia ii) < iii) y el Teorema queda
probado. ]

Asi, por ejemplo, no son constructibles ni el heptagono, ni el undecagono regulares,
ni los poligonos regulares de trece o dieciocho lados. Los poligonos regulares con un
ntimero de lados primo p son constructibles si, y solo si, p es un primo de Fermat. Son
constructibles, entre otros, los poligonos regulares de 15 = 2° (220 +1) (221 —|—1)7 16 = 222,

17 =22 +1, 257 = 22" + 1y 65537 = 22" + 1 lados.

6.2. La trascendencia de 7

Recuérdese que la prueba completa de la imposibilidad de obtener la cuadratura del
circulo utilizando solamente la regla y el compas esté supeditada a la demostracion de
la trascendencia de m. Como ya se he dicho el resultado se debe a F. von Lindemann
(Uber die Zahl 7. Mathematische Annalen Vol. 20 (1882) 213-225). A continuacion
transcribimos la prueba que de este crucial resultado aparece en las paginas 170-177 de
[HAW R] y que, segin sus autores, es esencialmente la misma que puede ser consultada
en Vorlesungen tber Zahlentheorie (Hirzel, Leipzig (1927) de E. Landau, o en Irratio-
nalzahlen (de Gruyter, Berlin (1910)) de O. Perron (discipulo de Lindemann al igual
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que Hilbert). Se completa asi el contenido de estas notas en lo relativo a construcciones
geométricas.
Recordemos la definiciéon de exponencial compleja e® poniendo, para o = a + bi

e = e%e¥ = ¢%(cos b + isenb).

Comenzamos con la introducciéon del simbolo A", en donde 7 es un ntimero natural,
poniendo

RO =1y h" :=rl,sir>1.

Con esta convencion, si f =Y /" ¢, X" € C[X] es cualquier polinomio de grado m se

tiene
m m
= E crh” = g crr!,
r=0 r=0

y, poniendo F(Y) = f(X +Y), resulta f(X + h) = F(h). Ademas, es facil comprobar
(recurriendo por ejemplo a la formula de Taylor) que

FX+Y)= ifr

r=0

y, por lo tanto,

f(X+h)= Zfr => fIx).

r=0 ! r=0
Para x € C y r > 0, se define también, u,(z) y €.(x) mediante
2

T T rlx
up(z) = + toe=)

r+1 (r+1)(r+2) n>0(n+r)!

n

= el”le, (2).

Por comparaciéon con el desarrollo de Taylor de la funcion e® resulta |u,(z)| < el*!,
n 12" l 1
rlz r!

x
uesto que — > —— al ser < —, para todo r > 0. En
P e 2z n! 2onz0 (n+7)! (r+mn)! ' P

consecuencia, |e.(x)| < 1, para cualquier x € C.

Lema 6.7. Si para un polinomio ¢ =, _ c, X" € C[X] se considera la expresion

Y (z) =0 _gcrer(z)a”, definida para cualquier x € C, se tiene entonces la igualdad

¢"@(h) = p(a + h) +(x)el,

para cualquier x € C.
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Demostracion.

r—1)

(X +h) = <;>th”_j =h"+rXh 4 r{ 5 X224 X
=0

—1
:rl—i—r(r—l)!X—{—r(TQ)(r—Z)!XQ—G—---—I—XT
X? X"
—r'<1+X++ + )
2! 7!

Ahora para cualquier x € C

x? x"
r! <1 +x+ o +- 4 ‘> =rle” —u,(x)x" = e*h" — u,(z)z".
! 7!

Entonces

1" = (x4 h) +up(2)a” = (x+h) + elle, ()2

Multiplicando la ultima igualdad por ¢, y sumando se obtiene el resultado. O

Lema 6.8. Sim >2, f € Z[X] y se pone

Xm—l Xm

mf Y FQZWJ("

F =
! 1)!

entonces Fi(h) y Fa(h) son nimeros enteros y ademds Fy(h) — f(0) y Fa(h) son mail-

tiplos de m.

Demostracion. Sea f = ZZL:O a X' € Z[X]. Se tiene

L

XH—m—l
= —_—
1=0
y, por tanto,
L
(l+m-—-1)!
Fl(h) = aj
; (m—1)!
l —1)!
Como W =({l+m—1)(l+m—2)---m es multiplo de m si [ > 1, resulta
m — 1)!
que F} — ag es multiplo de m. De modo anélogo
L
Xl+m
F, = —_—
2 Wom —1)!

=0
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y entonces
L

I+ m)!

Fy(h) = aj———=

IZ:% (m—1)!

s (I +m)! L
es miultiplo de m, pues para [ = 0,..., L el entero (71)' es miltiplo de m. O
m—1)!

Lema 6.9. Sea dX™ + diX™ '+ --- +d,, € Z[X] y B1,...,Bm € C sus raices.
Entonces si f(ti,...,tm) € Z[t1,...,tm] es un polinomio simétrico, el valor numérico
f(dpB1,...,dBm) es un nimero entero. De hecho, para cada tal f existe un polinomio

g(ti,.. . tm) € Zt1,. .., tm) tal que

fldBy,...,dBm) = g(di,...,dp).

Demostracion. Es conocido que Z (s, ..., Sy] es el anillo de los polinomios simétricos
en m variables (5.62), siendo s1 (t1,...,tm) ..., Sm (t1,...,tm) los polinomios simé-
tricos elementales (cada s; es homogéneo de grado 7). Sea entonces f(ti,...,tm) =
k(s1,...,8m) con k € Z[X1,...,X], es decir, un polinomio en m variables con coefi-

cientes enteros. Ademas, como es bien conocido

%: —Sl(ﬁl,---aﬁm)?
%: (_1)i8¢(51,---7/8m)7
djm = (=1)" sm(B1,- -, Bm),

y entonces

fdB1,dBa,...,dBm) = k(s1(dB1,...,dBm) ..., Sm (dB1,...,dBm))

dyd dyd? dpd™

= k(== = (D)),

en virtud de la homogeneidad de los s;. Se tiene ahora
f(dBr,dBa, ..., dBm) = k(—di,dda, ..., (—1)"d™ *d) = g(di,da, ..., dn),

en donde se ha puesto g(X1, Xo, ..., X,) := k(= X1,dXa,...,(=1)™d"™ 1 X,,). O
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Teorema 6.10. 7w es trascendente sobre Q.

Demostracion. Supongamos que 7 es algebraico sobre Q. En ese caso Q(i,7) es exten-
si6n finita de Q y, por lo tanto, también es algebraico sobre Q el complejo im que sera

entonces un cero de algtn polinomio no nulo f = dX™ +d; X™ ! + ... +d,, € Z[X],

con m = O(f). Sean wy,...,wn € C los ceros de f, con w; = im para algtn j, y
m
k:l

(recuérdese la identidad euleriana —1 = €'™). Efectuando el producto indicado en la

anterior igualdad resulta una expresion,

2m 1

1+ E er =
=1
en donde la sucesién de ntimeros complejos
a1,02,...,09m_1
es la formada por
W1, W2, ..oy Win, W1 + W2, W1 + W3, ..y Wip—1 + Wiy - -+, W1 F W2+ 4= Wiy, (**)

de los cuales supondremos que son nulos C — 1 de ellos y que, por tanto, después de

una reordenacion, se tiene la sucesion
a1,09,...,0n,0,0,...,0

conn=2"—-—1—(C—-1)#0,ylos aj,as,...,a, no nulos. Con estas convenciones la

expresion (x) adquiere la forma
n
C+Zeai =0. (k*x).

Sea ahora p un ntumero primo tal que p > maz(d, C, |d"aq - - - a,|) y definamos
qretp—1 xp—1
(p—1)!

Xxpr-1

= pooi? [(@X — da) - (dX — da))”

_ (Xp s 1[Zsk (dau, ..., day) (dX)k]p
k=0

¢:= (X —a1) -+ (X —an)]’
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donde sy = 1 y cada sg (t1,...,t,) es el polinomio simétrico elemental de grado k.
Realizando las operaciones indicadas en el segundo miembro de la anterior igualdad y

agrupando monomios del mismo grado resulta
!
o1 E Ly (day,. .., doy) (dX)",

en donde ahora, de nuevo los g; (daq,...,day,) son expresiones polindmicas simétricas
y con coeficientes enteros. Ahora bien, por , si f es un polinomio simétrico en n
variables con coeficientes enteros, f puede ser considerado como polinomio simétrico
con coeficientes enteros en 2™ — 1 variables (no intervienen en f las restantes 2" —1—n

variables) y asi se tiene
f(don,. .. doy) = f(do,. .., doy,0,2"757™,0) = f(day, ... dagn_1).

Teniendo en cuenta la forma de las a; obtenida en (xx) resulta que f(doy, ..., dogm_1) =
g(dwi, ..., dwp), siendo de nuevo g un polinomio simétrico con coeficientes enteros. Por
aplicacion de se obtiene que f(day,...,da,) es un nimero entero. En particular,

cada dP~1g; (day, ..., day,) es un nimero entero. Sean, ahora,
o), S1=3 bl k) v S=> ()
t=1 t=1
, con cuyas convenciones la igualdad (x * %) adquiere el aspecto
So + 51+ 52 = 0.
Como consecuencia del Lema resulta que
o(h) e de (da, ... doy) d'hl = de 1 (da, . .., do,) d'1!
es un entero congruente moédulo p con el entero
dP71[(d0 — daq) - - - (dO — da,)]P = (=1)PdP~ (dey - - - da,)

que no es miltiplo de p por la selecciéon que se ha hecho de este primo. Como consecuen-

cia, Sp es un entero no divisible por p ya que p no divide a C'. Por otro lado, después
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de la correspondiente substituciéon y de reordenar se obtiene

np—1

p
dlaj+x) = ﬁ ZZ fl,jﬂﬁl
-0

en donde f;; = fi(daj;day, ... daj,. .., doy,) es una expresion polinémica con coefi-
cientes enteros que es simétrica en las day, ..., daj_1,dajiq ..., doy,. Entonces
np—1

n p
ZCb(Oéj +x) = ﬁ Z Fa,
j=1 1=0

siendo I} = Zj fij = Z?Zl fl(daj;dal,...,d/ojj,...,dan) que es ahora una expre-
sién polinémica simétrica con coeficientes enteros en las daq, das, . . ., day, vy, por tanto,
> j—1 ¢(aj+x) es un entero. Ademas, por el Lema resulta que S = > ") ¢(a;+h)
es multiplo de p.

Como consecuencia, Sg + 51 es un entero no nulo que no es multiplo de p.

Por otra parte, para cualquier x se tiene
‘ d’np-kp—l

!

(p—1)!

que define una sucesién de ntmeros reales convergente a cero segiin se incremente el

¥ ()] < [(Jz] + leal)- - (=] + |an )]

valor de p (para el cual, en todo lo dicho, solo existe restriccion sobre su valor minimo).

Por tanto, para valores de p suficientemente grandes se tiene

A7+ o o
=1 [(Jeue] +loa]) -~ (loe] + lom ) < o7
para cualquier valor t =1,2,...,n, y entonces
= 1
|Sa] = Z@Z)(at)elat‘ <3
t=1

1
Asi tenemos |Sp + S1| = 1 (ya que Sp + S es un entero no nulo) y |Sa| < 5 Ambas
afirmaciones son incompatibles con Sy 4+ S1 + So = 0.

Por lo tanto 7 es trascendente sobre Q. ]



Indicaciones para los ejercicios

Ejercicios del capitulo 1

1

2.- La aplicacion ¢, : G — G, pq(z) = axa™" (conjugacion por a es isomorfismo de

grupos.
3-x=a"tVzeG=ab=(ab)"t =b"la"! = ba.

4.- Con la notacion S~! = {s71 | s € S} se puede escribir (HK)™! = H~'K~!. El
resto es facil.

5-a) Sia=(12)(34),8=1(13)(24) y~v = (14)(23) un sencillo calculo
proporciona o =y, ay =8, fy=a y a® = 3% =~ =id.

b) V es el tnico 2-subgrupo de Sylow de A4 (véase prueba de [1.69).

c) (123)(12)(34)# (12)(34)(123)y es facil ver que V es abeliano (por ejemplo,
usando el ejercicio 3).

7~ (a,b)" = (a",b") = (eq, en) < r es multiplo de |a| y de |b|.

8.- ab=ba = (ab)" =a"b", Vr € Z.
Si |ab| = s se tiene a® = b~* € (a) N (b) = {e} = |a| y |b| son divisores de s. El resto
es facil.

9.- Un célculo elemental con matrices proporciona

(AB)" = ( (_é)n (_(122)_:” > .

10.- a) Es facil y b) se deduce de a) observando que ba = b(ab)b~!.

11.-a) (aj)r =a7 =e & rjenZ < rj=timem(n,j)), para un cierto entero t

. nj n .
SItelZ|rj= —t&sr= —t, para un cierto entero t.
(n, J) (n,7)
b)n =rs = |a*| = r = (a®) = H es de orden r; si # = a' es de periodo r,

entonces " = a"'e = rl = nt = rst para un cierto entero t = It € Z | | = st =

z=d = (a*) € H.

201
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12.- H = {a*).
13.- {(a,b)) = G x H < |(a,b)| = mem(|al, |b]) = mn (ejercicio 7) < (lal, |b]) = 1.

14.- G es finito, pues en otro caso contendria un subgrupo propio isomorfo a Z.

Ahora G = (z),Vz € G\ {e} ; r|#G = JH subgrupo de G de orden r (1.30).

15.- En primer lugar pruébese que H' = {z € G | |z| es una potencia de p} es
subgrupo de G con lo que necesariamente H es subgrupo de H'. Si la inclusion H C H'
es estricta se llega a un absurdo, pues #H' debera ser, en ese caso, divisible por un
primo p’ diferente de p, y, aplicando lo establecido en , deber4 existir en H' un
elemento de periodo p'.

16.- a" =eq = (f(a))" = f(a") =eq, y si f es inyectivo " = eq < (f(a))" = ep.

17.- Si G = {e, o, B,7} no es un grupo ciclico, se tiene |a| = |5 = |y| = 2. Ademas,
aff #e,a, B = aff =~. Anadlogamente ay = f y 7 = «a (véase ejercicio 6).

18- Zss/(5Z/35Z) ~ T, = # (5Z/35Z) =T,
19.- f(a) =a™ # ¢, Va € G.

20.- Ni (Q,+) ni (Q*,.) son ciclicos. En el primer caso porque de lo contrario existiria

P € Q (siempre se puede suponer que p y ¢ son enteros primos entre si) tal que cada
q

. p . . p .
z € Q se pondria como x = n,= con n, € Z y en particular seria 1 = n1= y asi ¢ = n1p
lo cual es absurdo salvo que ¢ = 1, pero en ese caso n; no seria entero. En el caso de

ni
(Qr,.), si g genera Q* multiplicativamente, se tiene 1 = <§) . Entonces g =+4ly

<£) tiene a lo sumo dos elementos.
q

21.- G no es ciclico pues no lo es S3 x {0} .

El grupo {id} x Zs es el anico 5-subgrupo de Sylow de G y es ciclico. s3 = 1 ya que
As X {ﬁ} es subgrupo normal de G. De forma alternativa, todo 3-subgrupo de Sylow
de G es de orden 3. Si (a,b) € G es de orden 3 necesariamente se tiene b =0y a € S3
de perfodo 3, es decir, 3-ciclo y asf ((a, b)) = Az x {0}.

22.- La parte dificil es ¢) = a), ya que hay que probar que ® es homomorfismo. Pero
para a € Ay b € B se tiene aba~'b~! € AN B = {e} por las hipétesis de c).

23.- Es facil demostrar que s5 = s13 = 1.
24.- Es facil demostrar que s7 = s5 = 1.

25.- En el grupo de orden 56, ss = 1 0 sy = 1. En el grupo de orden 132, se tiene
so =1, 0 bien s3 =1, o bien s17 = 1.
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27.- s9 =1, o bien s3 =1 o bien s5 = 1. Si, GG es resoluble. Si G es de orden 60 y
H es subgrupo normal propio de G el grupo cociente G/H es resoluble. Esto se obtiene
argumentando con los posibles érdenes de H y de G/H.

28.- 57 =8=9¢g(P) = (G: Ng(P)) = #N¢g(P) =21. Si #H = 14, H contiene un
7-subgrupo de Sylow P que es normal en H y por tanto H C Ng(P) lo que es imposible
pues #Ng(P) = 21.

29-a) (H: HNP)(HP:H)= (P: HNP)(HP:P),y teniendo en cuenta que
(HP:H)=(P:HNP),alser HP/H ~ P/H N P, resulta que (H : H N P) divide a
(G : P) y, por tanto, es primo con p. Ademas H N P es p-grupo.

b) Para #G = p™r, #H = p"l se tiene n < m y r = Is con s € Z. Por a)
#(H N P) = p" vy, por el Teorema de Lagrange, #(G/H) = p™ "s y #(HP/H) =
4(P/H O P) =y,

30.- a) Necesariamente s, = 1.
b) Tiene un subgrupo normal de orden 7 y un subgrupo de orden 3.

31.- Si P es p-subgrupo de Sylow y K es subgrupo de orden 2 entonces P es normal
y asi KP/P ~ K pues K N P = {e}, con lo que resulta #(KP) = 2p y, por lo tanto,
G = KP. Ahora K = (x), con 22 = e, y P = (y) con |y| = p. Si G no es ciclico
|zy| = 2 o bien |xy| = p. Como P es el tnico p-subgrupo de Sylow de G necesariamente
(zy)? = e= zy = (zy) ' =y~ 'z. Como G = (z,y), de lo anterior se deduce G ~ Dy,.

32.- Estudiando los posibles periodos de los elementos de G se demuestra que s3 = 1
0 s = 1, y que, por tanto, existe un subgrupo normal de orden 3 o de orden 4. El grupo
cociente es de orden 4 o de orden 3 y es resoluble. Ahora se aplica .

33.- a) G es un p-grupo si p = ¢q. Si p > ¢, s, = 1 y el Gnico p-subgrupo de Sylow P
es normal en G siendo el cociente G/P de orden primo gq.

b) Se puede suponer p < ¢ pues en caso contrario el tnico p-subgrupo de Sylow
serfa normal y G serfa resoluble. Ahora s; = 1+ kq | p?> = s, = 1 (en cuyo caso el
tnico g-subgrupo de Sylow de G es normal y G es resoluble por ) 084 = p? (pues
p < q); en este caso kg = (p—1)(p+ 1) y entonces p < q | p+ 1, por lo que ¢ = p + 1.
Necesariamente se tiene p =2 y ¢ = 3, con lo cual #G = 12 y asi G es resoluble.

34.- a) Dy 4 no es abeliano, Zg x Zg x Zg no tiene subgrupo ciclico de orden 4.
b) Ninguno ciclico; todos resolubles.
c¢) Todos.

35.- a) ¢ primo, ¢ # p, ¢ | #G = 3z € G con |z| = q.
b) Zyz % Zp X Zp.

36.- a) s5 = 1.
b) G = HK ~ G/H x G/K pues |H| = |G/K| =5y |K| = |G/H| = 2 ntmeros

primos.
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37.-a) Sip < qy H es g-subgrupo de Sylow de G, entonces H es normal en G y
G/H es ciclico de orden p. S3 no es abeliano.
b) pq | #G, p # ¢ nameros primos = 3H, K subgrupos de Gecon H ¢ Ky K ¢ H).

38.- # (Aut(Zy)) =#{meZ|0<m<mn, y(mmn)=1}.

39.- a) 1) Es (1.43); 2) Es (1.31) aplicado a Zg.
b) 1) G/({id} x Z4) ~ Ss; 2) S3 x {0} ~ S tiene un tnico subgrupo de orden 3
que es As; 3) ((1 2)) X Z4 no es normal en G.

40.- a) G Tiene un subgrupo normal H de orden 11.

b) G/H es de orden 40 y tiene un subgrupo normal de orden 5 y el Teorema de la
correspondencia proporciona un subgrupo normal K de G tal que H C K y K/H de
orden 5.

41.- (a b)(cd)=(abec)(bcd)y (a)(bec)=(abc)

42.- Para n > 3 obsérvese que si o es un 3-ciclo, entonces (o) = (0?) C st

va que 02 es un conmutador (o es par). Como consecuencia del ejercicio 41 se tiene

A, C 57(11) C A,, ya que Sy, /A, ~ Zy es grupo abeliano
Ejercicios del capitulo 2
1.- a) El homomorfismo de anillos ¢ [X] : A[X] — (A/J) [X] definido por
X (an X"+ an a1 X"+t e X +ag) =@ X"+ @G X"+ +@mX + @
es sobreyectivo y de nticleo J [X].
b) J primo de A < A/J es dominio de integridad < (A4/J) [X] ~ A[X]/J[X] es
dominio de integridad < J [X] es ideal primo de A [X].

¢) No, (A/J)[X] no es cuerpo.

2-a € Zcerode f & f= (X —a)gcon g e Z[X] = f(0) = (0— a)g(0),
f(1)=(1—a)g(l) = f(0) es par o lo es f(1).

3- X% 10X +12 = (X2 + 2) (X3 — 2X) — 6X + 12, por lo tanto, la soluciéon es
n=2,3,6.

4= Z[X]/(n, X) = (2[X]/(n)) / ((n, X)/(n)) = Zn [X] /(X) = Zp.

5.- a) f es irreducible y no lineal en Zs [X] = f(0) # 0 # f(1) = f tiene precisa-
mente un nimero impar de coeficientes no nulos.

b) X, X4+ 1, X2+ X +1, X3+ X241, X3+ X +1, X+ X3+ X2 + X +1,
XP X341y X+ X +1.
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6-a) f+J=r+Jdonde f =g(X3+2X +1)+ryd(r) < 3siesr#0. Ademas,
r+J=1r"+Jconr #7r =1 =hX3+2X + 1)+ r para un cierto h € Z3[X],
h#0=9(r') > 3.

b) X3 +2X + 1 es irreducible en Z3 [X] < F = Z3[X] /J es cuerpo ({2.39).

c) dimg, F' = 3.

T-7X*—28=7(X?-2)(X2+2)en Z[X] y en Q[X];
7X4—-28 =7(X —v2)(X +V2)(X%2+2) en R[X];
TX4 28 =7(X — V2)(X + vV2)(X —iv2)(X +iv2) en C[X];
7X* - 28 = X% en Zy [X].

8.- De una hipotética factorizaciéon en polinomios no constantes de f en Q[X] se
obtiene que f = gh, con g,h € Z[X] ycond(g) =r>0,0(h) =s>0.5i
g=bX"+---+bgy h=csX°+---+cp se tiene a,, = b.cs y ag = bgcg. De las hipotesis
se sigue que @,(f) = ap = boco = Pp(9)Pp(h) = 0(@p(g)) = (Pp(h)) = 0, y entonces
p| b,y ples, conlocual p? | a, = b.cs lo que es contrario a la hipotesis.

9- X7 —2X°+14X2 — 8X + 22 es irreducible en Q [XT;

4X3 — X? + 7 es irreducible en Q [X] (X?® 4 2X? 41 es irreducible en Zs [X]) ;

X444 = (X2 -2X +2)(X2+2X+2); Pp(X° —2X3 4+ X2 —4X +3) = X°+ X2 +1
es irreducible en Zg [X];

X4 -3X2+9=(X?+3X+3)(X%-3X +3);

3X° —6X3 —21X2 — 15X + 100 es irreducible en Q [X] (Eisenstein)*;

(X2-7NX*-1)=(X2-7NX -1DX+)(X?+ X +1)(X2 - X +1);

X3 — X +(3n+2) es irreducible en Q [X] (X3 +2X +2 es irreducible enZs [X]).

10-a) Pa(f) = XP+ X2+ X = X (X + X +1).
b) f no admite factores de grado 2 ni de grado 3 en Z [X] por no admitirlos pa(f)
en Zg [X].

11.-a) §a(f) = (X3 4+ X +1)%

b) ga(/) = (X2 + )%

c) f es irreducible en Z[X] y en Q[X] (como consecuencia de a) y b) no tiene
factores de grados 1,2 o 3).

12.-a) J={f € Z[X] | f(0) =0} = (X) por el Teorema del factor y teniendo en
cuenta que Z [X] /(X) ~ Z se sigue que J es primo y no maximal.
b) X4 +6X2 4 7 no tiene factores de grado 1 ni de grado 2.

13- a) n € Z\ {—7,—4,-1,2}.

b) 73 (X3 +mX +n) = X® + X + 1 es irreducible en Z, [X].
¢) {1,—-1,p, —p} € {ceros de f}.

14- f=(X?2-2X +2)(X?2+ X +1) en R[X];

F= (X = (D)X — (- i(x - V3

_—1—1'\/?

X - —

) en C[X].
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Ejercicios del capitulo 3

1.- Para a € F'\ K considérese la torre K C K () C F'y apliquese el Teorema del
grado.

2.- X2—7; X?—4X+1; e es trascendente sobre Q; X°—7; X2—6X+10; X*4+2X2—-1
y XA+ X3+ X2+ X + 1.

3.- a) Ambas igualdades son consecuencia inmediata de las definiciones.
b) Se puede proceder por induccién en n.

4.- a) Pruébese que v/2 € Q(i + v/2) y apliquese el Teorema del grado.
b) i) X2 —2iX — 3;ii) X2 —2v2X + 3 y iii) X% — 1 — 2iv/2.

5-Sia=+/3+4)+ /3 — 4i se obtiene a2 = 16. Si B = V1 + V3 + V1 — /3 se
obtiene % = 2 + 2iv/2.

6.- Si a ¢ K(a?) se obtiene que [F : K] es necesariamente par.

7-a)i)2yii) 3.
b) X3 —6X — 6.

8.- De la hipotesis se deduce facilmente que [F' : Q] es potencia de 2, mientras que

[@(V2):Q] =3.
9.- 8.
10.- En el caso contrario se tendria que 9(f) | [F : K].

11.- Utilizando el problema anterior a« ¢ K (8) y 8 ¢ K («), y se prueba que
OIrr (o, K (B))) = 0(Irr(e, K)) por el Teorema del grado, lo que proporciona el resul-
tado y que [K (a) N K (8) : K] =1.

12.- Pruébese, en primer lugar, que, bajo las hipotesis de finitud, se tiene la igualdad
EF =FE[F])=F[E]. Si{p1,...,0n} es una K-base de E, entonces {f31,...,0,} es un
sistema de generadores de EF como F-espacio y asi [EF : F] < n. De modo analogo se
obtiene [EF : E] < m. La aplicacion del Teorema del grado y la condicion (n,m) = 1
proporciona el resultado.

13.- a) i) En otro caso se tendria v/2 € Q. ii) Es consecuencia de i). iii) Pruébese
que V3 € Q (V3 - V).

b) X% — 23X + 1.

c) X5 —2=1Irr(a,Q) = Irr(a,Q (\/5, \/3) ) ya que 5 y 4 son primos entre si.

14.- a) Utilicese el método constructivo de la prueba del Teorema del grado y ob-
sérvese que v/4v/2 forma parte de una Q-base de la extension.
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b) Q (\(75) cQ (\/5, \5/5) y ambas extensiones tienen el mismo grado sobre Q.
c¢) También es generador de la extension anterior el elemento v/2++/2 cuyo polinomio
minimo sobre (Q ha de ser, entonces, de grado 6.

1 1 2 3

15'_ _1:_72_17:72_* — :6
a)Ol 20[ ’O£2+Oé—|—1 70[ 7Oé+7,u 1a

b) Irr (u,Q) = X*+ 72X +532, Irr(a!, Q) = X* + X* + .

16.- a) Aplicacion directa de la teoria.
b) f=(X —a)gcon g € K () [X] que tiene a 8 y vy como ceros.

c)g=(X-p8)(X~-n).

17.- a) Irr(o, Q) =X* — 2X?% — 2; Irr(a, Q (V3) ) =X? — (1 +V3).
b) [F: Q] =4.

18-a)a ' eK(a),aeK (o) = K(a)=K (o).
b) 3 y 8 son primos entre si.

1 1
19.- f es irreducible en Q[X] (Eisenstein) 8! = 555 Irr(B~4,Q) = X6 — 7

20.- a) Teniendo en cuenta que 1 —¢ € C es también un cero de f € R[X] se
tiene que [ = (X2 —2X + 2) (X2 + X + 1), ambos factores irreducibles en Q[X]; la
factorizacion en C [X] es

1 V3

f:(X[1+i])(X[1i})(X(2+2i))(X(;\fi

))-

b) De una relacién de dependencia lineal av2 + b2+ ¢v/2 = 0 con a,b,c € Q,
si fuese a # 0 se tendria Q (\/5) cQ (\3/5, \5/5) y resultaria que 15 es par. De modo
anélogo se descarta b # 0y ¢ # 0.

21-a) f = 2(X®4+5X +2), f es irreducible en Q[X] y no lo es en R [X] ni en
C[X]; f es irreducible en Q(+/2)[X] al ser de grado 3 y no tener ningin cero en Q(+v/2),
siendo 3 y 5 primos entre si (ejercicio 10).

5 1
b) Irr(14+ @,Q) = X3 —3X%2+8X —4; Irr(a™1,Q) = X3 + - X2 + ~.

2 2
22.-a) f= (X2 + 2) (X2 —2X + 3) en todos los casos.
b) 1) No. 2) No.
(av2)*
23.- a) Del ejercicio 5 resulta Q(a) = Q(a?). Ademas o? = 5 € Q(av?2), y

si fuese Q(a) = Q(a?) = Q(av/2) se tendria Q C Q (vV2) C Q(«) lo cual es imposible

por el Teorema del grado.
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3
b) Para 8 = av/2 se tiene [Q(5) : Q] =6 y de <ﬁ> —i—ﬁ—klzosesigueque

V2 V2
B8 +4p% 4452 -8 =0.

24.- a) F = K(ay,...,a,) con cada «; algebraico sobre K y EF = E(aq,...,q,).

b) Por aplicacion directa del Teorema del grado.

¢) Para x € EF existen ay,...,a, € F tales que z € F(aq,...,q,) y entonces se
aplica a).

d) La concatenacion de extensiones algebraicas es algebraica.

25.- La equivalencia se obtiene facilmente considerando que K [X,Y] = K [X][Y].

26.- La evaluacion ¢X: K [X;,...,Xs] — F para x{Xi,...,X¢} — F dada por
X (X;) =wu; (i=1,...,t) es un isomorfismo y, por tanto,

K(ul,...,ut):K(Xl,...,Xt).

27.- Por recurrencia constriyase un subconjunto {u, ..., u;} trascendente sobre K
tal que cada u; es algebraico sobre K(uy,...,u), para j=t+1,...,n.

28.- a) Cada polinomio f € A[X] puede ser identificado con un conjunto finito
y ordenado de elementos (posiblemente con repeticiones) de A. Por ello #A[X] <
> (#I )#I = #A. La desigualdad es consecuencia de encontrar un polinomio re-
IePr(A)
presentado en diferentes conjuntos finitos de elementos de A. (Por ejemplo: aX? + ¢ =
aX? 40X + cy, por lo tanto, forma parte de I = {a,c} y de J = {a,0,c}); Br (A) es
el conjunto de las partes finitas de A, cuyo cardinal es el mismo que el de A al ser éste
no finito.
b) A [X] = @teNAXt ~ BrenM;.

¢) Si, para cada t se pone My ~ A® -T-t?@A, entonces ®renM; ~ P;enAi, con 4; = A
Vi e N.

d) K = (A x(A\{0}))/ ~, en donde ~ es la relacion de equivalencia
(a,b) ~ (c,d) :& ad = be.

Por tanto, por el Axioma de Eleccion, existe una aplicacion inyectiva K — Ax (A \ {0})
y asi resulta #K < # (A x (A\ {0})) < #A).

29.- La segunda afirmacion es consecuencia de la primera y de la Hipotesis del

Continuo. Para demostrar la primera obsérvese que F' = U F donde todos los
E:K finita
FE son K-espacios de dimension finita. Como existe un homomorfismo sobreyectivo

@ E — |J E y entonces #( U E) < #( b E) = #K. La
E:K finita E:K finita E:K finita E:K finita
desigualdad es consecuencia del Axioma de Eleccion, como antes, y la igualdad por el

apartado c) del ejercicio anterior.
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Ejercicios del capitulo 4

1.- Aplicacién directa de la teoria.

[\
1

.- Los cuerpos de escision y sus grados sobre Q son, respectivamente:
(z' 2,1’\/3) : Q) =4;

(&) : Q] = 6, siendo £ una raiz primitiva séptima de 1;

coocoeceo

3- f = H,?:O (X — ¢k \3/5) (X2 — 3) con ¢ raiz primitiva duodécima de 1, teniendo
encuentaquei:%—\/gsifze% v [E:Q] =12.

d-2) B = Q((1+0)v2);
b) Ef =Q(i).

5.- a) f es irreducible en Q[X] y tiene un cero o € Ry, asi, f(X) = X3 - X — 1=
[(X?+aX +(a?-1)] (X —a). Como § = a? —4(a— 1) = —(3a* — 4) < 0, pues en
otro caso se tendria a® — o — 1 < 0, los otros ceros de f no son reales y Galg(f) ~ Ss;
b) 53;6) 83 y d) Zg.

6.- Aplicacion directa de la teoria.

2mi 27

7T-a) BEf=Q((,V2) yE;=Q(w,V2) coné=es yw=¢e3;[Ef:Q]=12.
1

b) {17ﬂ752763754755} €S una @_base de Q(B)? y 56 -2=0= 671 = §ﬂ5

8.- El resultado se tiene al conocer los ceros de f y de g en C.

9.- a) Es de grado impar.

b) Criterio de Eisenstein y 3, 5 son primos entre si.
c) Q (\3/5, z) : Q no es normal pues el polinomio X3 — 2 tiene un cero en el cuerpo

Q (\3/5, Z) pero no escinde en él.
10- [Q(a,€) : Q] = 20.
11.- La primera parte es facil. El ejemplo se puede dar con el polinomio (X2 — 2) (X —5).

12.- Resolviendo la ecuacion bicuadrada f = 0 resulta
f=X-a)(X—a ) (X+a)(X+at).
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13.- 6.

14.- [L1:Q] = 2 = [Ly : Ly]; el polinomio f = X* — 2X? — 2 es el irreducible de

a = vV3+1 sobre Q, f tiene un cero en Ly pero S = /1 — /3, que es también cero
de f, no pertenece a L.

15-a) f=(X-2)(X*"+X*+ X2+ X+1), Ef = Q&) con £ # 1y & =1,
[Ef: Q] =4.

b) X3 — 3aX + 3 es irreducible en Q[X] y si este tltimo polinomio tuviese un cero
en comin con f se tendria que 3 es divisor de 4, como consecuencia del Teorema del
grado.

16.- [@ () : Q(z\/g)] = 2; Irr(a,Q) = X* 4 20 tiene un cero en Q (a) pero
+v5(1 —i) ¢ Q(a); la clausura normal es el cuerpo de escision de X* + 20 sobre
Q, es decir, Q (\‘75, 2) .

17.- Tienen ambos dimensiéon 2 como Q-espacios; si 0: Q (i) — Q (\/i) fuese un
isomorfismo se tendria que —1 es un cuadrado en R.

18.- a) No existe ninguno.
b) Q(a) = Q(B) y la extension Q (a) : Q es cuerpo de escision del polinomio
X4+ X34+ X2+ X +1 sobre Q.

Ejercicios del capitulo 5

1- Zy X Zs, Q,Q(v/2),Q(v3) y Q(V6).

2.-a) Ef = Q(1), G = Galg(f) ~ Zs.
b) [Efi@]zll,GZZQXZQ.
c) B =Q (\3/5, 5) con & primitiva ctubica de 1, #G = 6 y G no es abeliano.

3.- X* 41 es irreducible en Q[X] y E = Q (v/2,4)) contiene dos subextensiones de
grado 2 sobre Q.

4.- a) Si € es rafz primitiva quinta de 1, Irr(§,Q) =X* + X3 + X2+ X + 1y
E =Q(¢); {1,5,62,53} es Q-base de F y el automorfismo o: E — FE definido por
o (&) = &2 genera el grupo G = Gal(E/Q).

b) o2 genera el tinico subgrupo propio de G cuyo cuerpo fijo E) =Q (52 —+ 53) es
el tinico cuerpo estrictamente intermedio entre Q y E.

o) Irr(€ +€3,Q) =X2+ X — Le Irr(€, Q2 + €3) = X2+ (1+ &+ ) X + 1.

5- E = Q(+/2,i). Si 0 es el automorfismo de E definido por o(v/2) = iv2 y
o(i) = i, entonces o genera un subgrupo de orden 4. Si 7 es el automorfismo de E dado
por 7 (v2) = —v2y 7(i) = 4, entonces H := {1,0%, 7,021} y L := {1,602, 07,037}
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son también subgrupos de GG de orden 4. Los cuerpos fijos correspondientes a estos tres

subgrupos son Q(i), Q(v2) y Q(iv2).

6.-a) Irr(€,Q) =X0 4+ X5+ ... + X + 1.

b) o tiene periodo 6.

c) La G-orbita de 14+2(§+ &%+ &Y es {1+2(6+ 2+ &%), - [1+ 26+ 2+ )]},
y se aplica .

T-E=Q(V2,i) yasi [E:Q =8 a =i+ V2 € Ey #(G — érbita de o) =
OIrr(a,Q) = [Q(a) : Q] = 5 (5.6) que no puede ser divisor de 8. El Teorema del grado
se aplica ahora.

8.-a) No. By =Q (V2,iv3) y [Ey : Q] = 4.

b) Aplicacion directa de la teoria.

9.- a) #G = 20.
b) Si £ es rafz primitiva quinta de 1 entonces { € Ef, cuerpo de escision de f sobre
Q, H = Gal(Ef,Q (£)) es de orden 5.
c) La torre G D H D {e} es abeliana.
d) Si a = V2 la extension Q («) : Q no es normal.
e) G es isomorfo a un subgrupo de S5 que contiene un 5-ciclo.

10.- a) X7 — 5 tiene un cero en E y no escinde en FE.
b) E es cuerpo de escision de (X2 2) (X2 + 1) sobre Q( ) {1 ﬂ,z,zxf}
c) G = {idg,o,, 'y} donde oc(V2) = —v2,0 (i) = i,7(V2) = V2,7 (i) = —i,
T(V2)=—V2y~(i) =
d) —v2 + 5i pertenece a la G-orbita de v/2 + 5i.

11.- a) &3 = X* + 1. b) Falso. c¢) Falso.

12-2) QC Q%) =Q (&%) CQ(9).
b) Irr(€2,Q (¢%)) = X3 — 5.

13.- Sea p un ntmero primo. Demuéstrese que si 7 es un nimero natural entonces
o Prfl
O, = Pp(X ).

14.- De n = 2k + 1 se obtiene que £~ ! es un cuadrado en K. El resto es facil.

15.- La primera afirmacion es consecuencia directa del Teorema de Lagrange. Ademaés
U, y U, son subgrupos de Uy, para los que es facil demostrar que la aplicacion
U: U,Upy — Uy, x Uy, definida por ¢ (zy) = (z,y) es isomorfismo de grupos.

16.- &, es raiz primitiva s-ésima de 1 si 7 y s son primos entre si y, entonces,
Q (£),Q (&m) € Q(&um) - Por otra parte, £,&, es primitiva nm-ésima y eso proporcio-
na Q (&um) C Q (&) Q (&n) . La segunda afirmacion resulta de la igualdad ¢(nm) =
¢ (n) ¢ (m), donde ¢ es el indicador de Euler, y de contar los grados de las extensiones
implicadas.
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