Ecuaciones Algebraicas

M. Purificacion Lopez Lopez Nieves Rodriguez Gonzélez

2011-14



11



Indice general

. Extensiones de cuerpos|

|1.1. Extensiones de cuerpos|. . . . . . . . ... ... .. ... ..
[1.2. Extensiones algebraicas) . . . .. ... ... ... ... ...

. Construcciones con regla y compas|

[2.1. Formulacion geométrical . . . . . ... ... ... ... ...
[2.2. Una aproximaciéon algebraica] . . . . . ... ... ... ...
[2.3. Aplicacién a algunos problemas clasicos| . . . . .. ... ..

3.

Cuerpos de escision. Clausura algebraical

[3.2. Cuerpo de escision de un polinomiof . . . . . . . . .. .. ..
13.3. Clausura algebraica de un cuerpo| . . . . . . . .. ... ...

. Extensiones separables. Extensiones normales|

|4.1. Multiplicidad de las raices de un polinomio| . . . . .. . ..
4.2. Extensiones separables| . . . . . ... ... ... ... .. ..
[4.3. Cuerpos finitos| . . . . . . . . ... L
4.4. Teorema del elemento primitivo| . . . . . . . ... ... ...

. Resolubilidad de ecuaciones por radicales|

[6.1. Grupos resolubles| . . . . . . .. ... o 0L

Aplicaciones|

[7.1. El Teorema Fundamental del Algebral. . . . . . .. ... ..
[7.2. Construccion de poligonos regulares|. . . . . . . . ... ...

111

15
16
17
23

25
25
27
31

37
37
39
41
44
46

51
51
56

59
99
65
70



v INDICE GENERAL

[Apéndice A. | 87
|A.1. El anillo de los polinomios| . . . . . . ... ... ... .. ... ...... 87
A.2. Factorizacion en Kix||. . . . ... ... ... ... 00000 89
A.3. Irreducibilidad en (Cz ............................ 90
A.4. Irreducibilidad en Rz ............................ 90
A.5. Irreducibilidad en Q[X| yen Z[X| . . . . . . ... ... L. 91




Capitulo 1

Extensiones de cuerpos

1.1. Extensiones de cuerpos

Definiciéon 1.1. Un cuerpo F se dice que es una extension de K cuando K es un

subcuerpo de F'. Escribiremos F' : K o K C F cuando F' es una extension de K.

Ejemplos 1.2.
C:R,C:Q,R:Qy K : K si K es un cuerpo, son extensiones de cuerpos.

Si F': K es una extension, entonces I’ es un espacio vectorial sobre K con las

operaciones:

FxF — F y KxF — F
(bye) +— b+c (a,b) +— ab
donde la suma, +, es la del cuerpo F'y la multiplicaciéon por escalares (de elementos de

K por elementos de F') es la multiplicacion en F.

Definicién 1.3. La dimension del K-espacio vectorial F', dimg (F'), la denotaremos por
[F: K]y se llama grado de la extension F : K o grado de F sobre K. Diremos que la
extension F': K es finita si [F : K] es finito; en otro caso, se dice que es una extension

nfinita.
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Ejemplos 1.4.
1) [C: R] =2, ya que cada o € C admite una tnica expresion de la forma o = a+bi

con i? = -1y a,b € R, lo que significa que {1,7} es una R-base de C.

2) [C: Q= [R: Q] = .

Obviamente, [R : Q] < [C : Q]. Si [R : Q] = n < oo, como Q-espacio vectorial,
R = Q"; puesto que QQ es numerable, y cualquier producto finito de conjuntos numera-
bles es numerable, Q" serfa numerable y, por tanto, R también serfa numerable.

3) Si F': K es una extension, entonces [F': K] = 1 si, y solo si, F' = K. En efecto,
K es un K-espacio vectorial de dimensién 1 y, reciprocamente, si [F' : K] = 1, cualquier
elemento no nulo de F', en particular 1 € F, es una base de F' sobre K, por lo tanto

todo b € F serddelaformab=a-1cona€ K,porloqueb=ac Ky F =K.

Definicién 1.5. Si Fj;1 : F; son extensiones Vi:1,...,n — 1, diremos que
FFCcFkKcCc---CF,

es una torre de cuerpos (o una torre de extensiones).

Teorema 1.6 (Teorema del grado). Si K C F C E es una torre de cuerpos, entonces
[E:K|=[E:F|[F:K].

Demostracion. Supongamos primero que [E: F]l=m < ooy [F: K] =n < c0.

Sean {x;}.1,..m una base de E sobre F' e {y;};.1,. » una base de F' sobre K. Vamos
a probar que B ={y;z; | 1 < j <n,1 <i<m} es una base de E sobre K.

1) B genera FE sobre K:

Sea z € E, como {x;}in,. . m genera E sobre F, existen ai,...,a, € F tales que
z= i Q;T;.

i=1

Puesto que {yj}jzlw,’n generan F' sobre K,y o; € F, para cada i, 1 < i < m, existen

n
Biiy - -+, Pni € K tales que o; = Bjiy; vy, por tanto,
J=1

z = i <i Bjiyj> T = i i Bjiy;xr; con Bj; € K.

i j=1 i=1j=1
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2) B es linealmente independiente sobre K:

Supongamos que 0 = i i Bjiyjri, donde Bj; € K. Reagrupando en esta suma

i=14=1 L
los términos con el mismo x; se obtiene que 0 = Z (Z ﬂjiyj) T; y, ya que los x;
n A n

son linealmente independientes sobre F'y Z Bjiy; € F, se deduce que Z Bjiy; = 0
Vi:l,...,m. = =

De nuevo, como los 3;; € K y los y; son linealmente independientes sobre K, de la
ultima igualdad se concluye que 8;; =0Vj:1,...,n,Vi:1,...,m.

Asi, B es una base de E sobre K, E: K es finitay [E: K] = [E : F|[F : K].

Si[F:K]=r<oo,seaD={z,...,2} una base de E sobre K. Puesto que D es
un conjunto de generadores de E sobre F, se tiene que dimp(E) =[E: F|<ry E:F
es una extension finita. Ademas, F' es un K-subespacio de E, asi [F': K| = dimg (F) <

dimg(E) = [E: K] =r < c0.
Entonces, [E : K| =00 si, y solo si, [E: F] o [F: K] es 0. O

Observaciones 1.7.
1) La anterior demostracion es constructiva y muestra que se obtiene una K-base

de F multiplicando los elementos de una F-base de E por los de una K-base de F'.

2) El Teorema del grado, (1.6]), es “anélogo” al Teorema de Lagrange para grupos, que
establece que si H C L C G es una torre de grupos entonces (G : H) = (G : L) (L : H).
Esto no es algo casual, como se comprobara al estudiar el Teorema fundamental de

teoria de Galois.

3) Si E : K es una extension de grado primo, entonces no existen extensiones

intermedias entre 'y K. Esto ocurre, por ejemplo, con la extensiéon C : R.

Definicion 1.8. Sea F': K una extensién de cuerpos y sea A un subconjunto de F'.
La interseccion de todos los subanillos de F' que contienen a A y a K, se denotara

por K [A], y se llama subanillo de F generado por A sobre K.

La interseccién de todos los subcuerpos de F' que contienen a A y a K, se denotara

por K (A), y se llama subcuerpo de F generado por A sobre K.
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En particular, cuando A = {aq,...,a,} escribiremos K [4] = K [a1,...,an] ¥
K(A) =K (ag,....,ap).
Observaciones 1.9.

1) K [A] es el “menor” subanillo de F' que contiene a Ay a Ky K (A) es el “menor”

subcuerpo de F' que contiene a Ay a K.

2) K [A] esta contenido en K (A) y se tiene la torre de cuerpos K C K(A) C F.

Proposicion 1.10. Si F': K es una extension y o € F, se verifica que:
1. Klo] ={f(a) | f € K[X]}.

K(Oa)ﬂmzf(a)g(a) con f.g € K [X] y g(a) # 0},

Demostracion.

1) Consideramos el “homomorfismo evaluacion en «”

va: K[X] - F
f = fla)
es decir, el tnico homomorfismo de anillos ¢, : K [X] — F tal que po(X) = ay
Yol(a) =a Ya € K.

Puesto que ¢, es un homomorfismo de anillos, Im ¢, = {f(a) | f € K[X]} es un

subanillo de F' y es, claramente, el menor subanillo de F' que contiene a K y a a.

2)SeaE—{£EzgconfgeK[ | v g(a) # 0}.

i) EC K (a):
Todo cuerpo que contiene a K y a « contiene a F.

ii) E es un cuerpo:

Sean v = ;1235772 = ﬁgg% g1, f2,92 € K [X] y g1(), ga(ax) # 0.

Dado que K [a] es subanillo del cuerpo F', es un dominio entero y se tiene que

g192(a) = g1(a)ga(a) # 0. Asi,

fil@)ga(a) = fola)gi(@) _ (f192 — fagr)(@)
g1(a)ga(a) 9192(cv)

Y1 — Y2 = €E.
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Siy2 # 0, como fa(a) # 0, se tiene que (g1 f2)(a) # 0y, por tanto,

_1_ Sfil@)ga(a) — (f1g2)(a)
ML= @ fe) ~ f)e) S

iii) Como FE es un cuerpo, K C E'y a € E, se tiene que K(«a) C E.
De i) y iii) se sigue que K(a) = E.

Notese que, K («) es el cuerpo de fracciones de K [a]. O]

Analogamente, se demuestra que:

Proposiciéon 1.11. Si F : K es una extension y aq,...,o, € F, entonces:

1. Ko, ...,on) ={f(a1,...,;a0) | f € K[X1,...,Xn]}
flag,...,ap)

2. K(ag,...,an) =
(o ) {g(al,...,an)

con f,g € K[Xq,...,X,] yglag,...,an) # 0}

Definicién 1.12. Si K y F son subcuerpos de un cuerpo F, llamaremos compuesto de
K y F en E y lo denotaremos por K F', al menor subcuerpo de E que contiene a K y

a F, es decir, KF = K(F)=F(K)=FK.

Observacion 1.13. Si K y F son subcuerpos de un cuerpo E, K [F| = F [K] es el menor
subanillo de E que contiene a K y a F. Sus elementos son expresiones de la forma
Zi a;b; con solamente un nimero finito de sumandos no nulos, donde a; € K y b; € F,
ya que el conjunto de tales expresiones es un subanillo de F que contiene a K y a F, y
todo subanillo de E que contenga a K y a F' debe contener también a dichas expresiones.

Ademis, KF = FK = {aB7 ! | a,8 € K [F] con 3 # 0} es el cuerpo de fracciones
de K [F].

1.2. Extensiones algebraicas

Definicién 1.14. Sea F' : K una extension de cuerpos. Un elemento a € F' se dice
que es algebraico sobre K si existe un polinomio no nulo f € K [X] tal que f (a) = 0.
En caso contrario, es decir, si f(a) # 0 para todo f € K [X], f # 0, se dice a que es

trascendente sobre K.
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Observaciones 1.15.

1) Cada a € K es algebraico sobre K ya que « es cero del polinomio X —a € K [X].

2) Si K C K' C F es una torre de cuerpos y a € F' es algebraico sobre K, también
es algebraico sobre K.

3) Si « es un cero de un polinomio f € K [X] con coeficiente principal ¢ # 0,
entonces « es un cero de ¢! f € K [X] que es un polinomio ménico.

4) Sea F' : K una extension y a € F. Si po: K [X] — F es el homomorfismo
evaluaciéon en «, se verifica que:

a) « es algebraico sobre K < Ker ¢, # 0.

b) a es trascendente sobre K < Ker ¢, = {0}.

Notese que si « es trascendente sobre K, Im ¢, = K [o] & K [X].

Definiciéon 1.16. Diremos que F' : K es una extension algebraica si todo elemento de
F es algebraico sobre K, y que F : K es una extension trascendente cuando existe algin

a € F' que es trascendente sobre K.

Ejemplos 1.17.

1) La extension C : R es algebraica, pues si « = a+ bi € Cy @ = a — bi denota su
conjugado, entonces

f=X-a)(X-a)=X?—(a+a)X +aa=X?—2aX +a®+V?
es un polinomio no nulo con coeficientes reales y f () = 0.

2) La extension R : Q es trascendente. C. Hermite (1873) y F. von Lindemann
(1882) probaron, respectivamente, que los ntimeros reales e y 7 son trascendentes sobre
Q.

3) i, V7, ¥/5 € C son algebraicos sobre Q y, por lo tanto, sobre R. En efecto, i es
un cero de X241, v/7loes de X2 -7y /5 de X3 —5, todos ellos polinomios no nulos
con coeficientes racionales.

4) o = /2 +i € C, que es algebraico sobre R, lo es también sobre Q, pues
a—i=v2=2a=0?-3= 40’ = (a*-3)° e a' - 222 +9=0,

es decir, a es un cero de X* — 2X2 +9 € Q[X].
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Teorema 1.18. Sea F : K una extension y a € F algebraico sobre K.

1. Eziste un unico polinomio mdnico e irreducible f € K [X] tal que f(a) =0, que
se llamard el polinomio irreducible o el polinomio minimo de a sobre K y se denotard
f=Ir(o, K).

2. K [a] = K (a).

Demostracion.

1) Existencia:

Como K [X]|/Keryp, = Imy, = K [a] que es un subanillo del cuerpo F, se tiene
que K [a] es un dominio entero.

Ademas, dado que Ker ¢, # 0, se verifica que Ker ¢, es un ideal primo del dominio
de ideales principales K [X] y, en consecuencia, existe g € K [X] irreducible tal que
Ker pq = (g).

Ahora, si ¢ es el coeficiente principal de g, el polinomio moénico f = ¢ 1g y el
polinomio ¢ son asociados y, por ello, f es irreducible y Ker ¢, = (f).

Unicidad:

Si h € K [X] es monico, irreducible y h(a) = 0, entonces h € Ker ¢, = (f), lo que
significa que h = f - q con ¢ € K [X]. Teniendo en cuenta que h y f son irreducibles, se
deduce que ¢ € U(K). Puesto que h y f son monicos, se obtiene que g = 1.

2) Ya hemos visto que Ker ¢, # 0 es un ideal primo de K [X]; dado que K [X] es
un dominio de ideales principales, Ker ¢, también es un ideal maximal de K [X]. Por
tanto, K [o] =2 K[X]/Ker ¢, es un cuerpo.

Ya que K [a] C K (), se tiene que K [a] = K («). O

Observacion 1.19. Si g € K [X], entonces
g(a) = 0si, y solo si, Irr(er, K) divide a g en K [X].

Proposicion 1.20. Sea F : K una extension y o € F' algebraico sobre K.
1. Si 0Trr(a, K) = n, el conjunto {1,04, .. .,a”_l} es una K-base de K ().

2. [K(a): K] =0Irr(a, K).
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Demostracion.
1) Sea f = Irr(a, K). Por el teorema anterior sabemos que K(o) = K[a| =
f9(a) | g€ K[X]}.
Los elementos 1, ¢, ...,a" ! son linealmente independientes sobre K:
Supongamos que by + by + - - + b, 10"t = 0, con bg,b1,...,,b,1 € K. El

polinomio h = by + b1 X + - + b, 1 X" ! € K[X] verifica que h(a) = 0y, por la
observacion f divide a h en K [X] y, como 0h < Jf, esto solo es posible si h = 0.
{1, Q... ,a”_l} genera K (a) sobre K:
Sea g € K [X], por el algoritmo de la division, existen ¢,r € K [X] tales que
g = fq+rcon Or < Of =n. Suponiendo que r = ag+ a1 X +---+a; X', cont <n—1,
y teniendo en cuenta que la evaluacién en « es un homomorfismo de anillos, se tiene
que g(a) = f(a)q(a) + r(a) =r(a) = ag + ara + - - + aza.

2) Es consecuencia de 1). O

Ejemplos 1.21.

1) V2 € R es algebraico sobre Q pues es cero del polinomio X? —2 € Q[X]. Por
tanto, Irr(v/2, Q) = X? — 2 (Eisenstein, p = 2).

{1, \@} es una Q-base de Q (ﬁ) y cada elemento 5 € Q (ﬂ) admite una tnica
expresion de la forma 8 = a + bv/2 con a,b € Q.

2) a = V14 /3 € R es algebraico sobre Q .
Puesto que (a®—1)% = 3, a es cero de X*—2X2-2 € Q[X]. Asi, Irr(v/1 4+ v/3,Q) =
X* —2X? — 2 (Eisenstein, p = 2).

{1,\/1+\/§,1—|—\/§, (1+\/§) \/14—\/3} esunaQ—basedeQ(x/l—l-\/g).

3) Sea w la raiz cuarta real positiva de 2. Por el criterio de Eisenstein (p = 2) el
polinomio X4 —2 es irreducible en Q [X] y tiene a w como cero. Asi, w es algebraico sobre
Q, Irr(w, Q) =X* -2y [Q (w) : Q] = 4. Entonces, {1,w,w2, w3} es una Q-base de Q (w)
y cada elemento B de Q (w) admite una tinica expresién como 3 = a + bw + cw? + dw?
con a,b,c,d € Q.

/Cual es la expresion de v = 1 4+ w — 2w’ € Q (w) como Q-combinacién lineal de la
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citada base?

y=14w—-2%=¢,(1+X—-2X% =
=@ [(X* = 2) (—2X?) + (-4X? + X +1)] =
= 0w (X' =2) pu, (—2X%) + 9 (—4X7+ X +1) = 4w’ +w+ 1.
Una forma alternativa de proceder consiste en utilizar que w* = 2 para reducir los

exponentes de las potencias de w en la expresion original de v. En efecto, de w* = 2 se

deduce que w® = 2w? y, entonces, vy =1+ w — 2w% = 1 + w — 4w?.

Proposicion 1.22. Toda extension finita es algebraica.

Demostracion. Sea F : K una extension finitay o € F.

Si consideramos la torre de cuerpos K C K(«a) C F, por Teorema del grado (/1.6)),

se tiene que [K(«) : K] divide a [F': K] y, en consecuencia, la extension K(«) : K es

finita.
Si [K(a) : K] =n, como en K(a) los elementos 1, a, ..., a" son linealmente depen-
dientes, existen ag, a1, ...,a, € K, no todos nulos, tales que ag +aja+ - - -+ apa™ = 0.

En consecuencia, « es algebraico sobre K ya que es cero del polinomio no nulo f =

ag+ a1 X +--+a, X" € K[X]. O

Corolario 1.23. Si F' : K es una extension y o € F es algebraico sobre K, la extension

K(a) : K es algebraica.

Demostracion. La extension K («) : K es finita, por la proposiciénm y es algebraica,

por la proposicién O

Observacion 1.24. Noétese que existen extesiones algebraicas que no son finitas. Veremos
un ejemplo a continuacion.

Para cada entero n, Q( 2:/5) : Q es una extensién finita de grado 2" y, teniendo
en cuenta que Q(*/2) C Q( 2nJr\l/i), se sigue que F := |J, Q(*/2) es un cuerpo y la

extension F : Q es algebraica y no finita.
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Definicion 1.25. Una extension F' : K es finitamente generada si existe un nimero
finito de elementos ag,...,a, € F tal que F = K(aq,...,ap).

En particular, si F' = K(«) se dird que F' : K es una extensidn simple.

Notese que una extension finitamente generada no siempre es algebraica. Por ejem-

plo, si K es un cuerpo, el cuerpo de cocientes del anillo de polinomios en una indeter-
minada,

K(X)={£!f,g€K[X],g%0}

no es una extension algebraica de K ya que X € K(X) es trascendente sobre K.
También, Q(7) : Q es una extension simple y trascendente.

Proposicion 1.26. Sea F : K una extension de cuerpos.
F . K es finita si, y solo si, F' : K es finitamente generada por elementos algebraicos

sobre K.

Demostracion.
Si{ai,...,an} esuna K-base de F, se tiene que F' = K (a1, ..., a,). Ademas, como
F : K es finita, por la proposicion [1.22] cada «; es algebraico sobre K.
Reciprocamente, supongamos que F' = K (aq,...,ay) con «; algebraico sobre K,

para ¢ = 1,...,n. Consideremos la siguiente torre de cuerpos
F[):KCFlzK(Oél) c---C F :K(al,...,an):F.

Para cada ¢ = 1,...,n, sabemos que «; es algebraico sobre F;_1; puesto que F; =
F;_1 (o), aplicando el corolario se deduce que F; : F;_1 es una extension finita.
Por el Teorema del grado (1.6), [F': K] = [F}, : Fyu—1] -+ [F1 : Fo] v la extension F' : K

es finita. O

Teorema 1.27. Sea K C F' C E una torre de cuerpos.

FE : K es algebraica si, y solo si, E: F y F : K son algebraicas.

Demostracion.

“=" Trivial.
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“<”Seaa € E.Si f =Ir(o, F) = i a; X' € F[X], entonces « es algebraico sobre
K (ag,...,a,) ya que 0 # f € K (ap, .Z.:.O, an) [X] y f(a) = 0y, por el corolario m
K (ag,...,ay) (a) : K (agp,...,a,) es finita.
Ademas, la extension K (ag, ..., a,) : K es finita por ser finitamente generada por
elementos algebraicos.
Como K C K (ag,...,an) C K (ao,...,a,) (), por el Teorema del grado (L.6)),
la extension K (ag,...,a,) () : K es finita y, por la proposicion a es algebraico

sobre K. ]
Corolario 1.28. Sea F': K una extension de cuerpos y
K= {a € F | « es algebraico sobre K} .

K" esun subcuerpo de F' y la extension E' K es algebraica.

Demostracion. K' es un subcuerpo de F":
Sean «, 3 € ?F, entonces a— 3y, si B #0, af~! € K (o, 8) C F. En efecto, por las

proposiciones y K (o, B) : K algebraica y, en consecuencia, a« — 3y, si 5 # 0,
aB~!' € F son algebraicos sobre K y o — By, si 8#0, af~! € "

Es evidente que K C K cF vy que la extension K" K es algebraica. O

Notese que si K C E C F'y E : K es algebraica debe verificarse que £ C FF, es
decir, K" . K es la subextensién algebraica maximal de F': K.

A K" se le denominara clausura algebraica de K en F.

Ejemplo 1.29.

La clausura algebraica de Q en R, @R, es una extension algebraica de Q que no es
finita.

Por el corolario anterior, @R : Q es algebraica. Veremos ahora que no es finita. En
efecto, ¥n > 0 el polinomio X" — 2 € Q[X] es irreducible en Q[X] (Eisenstein, p = 2)

y tiene a a = /2 € R como cero. Asi,

[@R : Q} > [Q () : Q] = 9(Irr(a, Q) = n.
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1.3. Extensiéon de monomorfismos
Recordemos que todos los homomorfismos de cuerpos son monomorfismos.
Definicién 1.30. Sean F' : K y F’ : K’ extensiones de cuerpos y ¢ : K — K’ un

monomorfismo. Un monomorfismo 7: F — F’ se dird que es una extension de o (o que

extiende a o) si T|g = o, es decir, si es conmutativo el siguiente diagrama

F - F
) )
K 2 K

en el que las flechas verticales indican las inclusiones.
Si K =K'y 0 =idg, se dird que 7 es un K-monomorfismo.
SiK=K',F=Fo=1idgyT esisomorfismo, se dird que 7 es un K-automorfismo

de F.

Observacion 1.31. Sea o: K — K’ un monomorfismo y o: K [X] — K’ [X] su extension

a los anillos de polinomios. Se verifica:
1. f € K[X] es monico < 7(f) € K'[X] es monico.
2.0(f) =0((f))-

3. Si o es isomorfismo, entonces

f € K [X] es irreducible en K [X] < @(f) € K'[X] es irreducible en K’ [X].

Proposicion 1.32. Si F : K y F': K' son extensiones, 0: K — K' y17: F — F' son

isomorfismos y T extiende a o. Se verifica:
1. F : K es finita si, y solo si, F' : K' es finita.

2. Sife K[X]|yaecF, entonces
a es cero de f si, y solo si, T (a) es cero de T(f).

3. a € F es algebraico sobre K y f = Irr(a, K) si, y solo si, T («) es algebraico
sobre K' yo(f) =Irr(7 (), K').
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Demostracion.

1) Dado que 7 es un isomorfismo que extiende a o, {a1,...,an} C F es una K-base
de F si, y solo si, {T(a1),...,7(an)} C F' es una K'-base de F'.

2) Sea f = i a; X" € K[X]. Teniendo en cuenta que T es isomorfismo y que
Tk =0, se Veriﬁéazoque:

a€ Fescerode f< 0= fla) = Zn:aio/ < 0=7(f(ae)) = Za(ai)T(a)i =

5(f) (r(0)) & 7(a) s corode (). | B

3) Sea « € F algebraico sobre Ky f = Irr(a, K).

7 (@) es algebraico sobre K’ ya que es un cero de o(f) € K'[X] (por 2)). Si g =
Irr(7 (o) , K') sabemos que g | (f) vy, por tanto, d(g) < 9(a(f)).

Analogamente, puesto que 7! extiende a !, se obtiene que 9(f) < 8(F 9) Y,

(
por ello, la desigualdad 9(a(f)) < d(g). De donde se concluye que d(g) = 9(a(f)).

Corolario 1.33. Si F : K es una extension y 7: F' — F es un K-automorfismo de F,
entonces:

1. a € F es un cero de f € K [X] si, y solo si, T () es un cero de f € K [X].

2. a € F es algebraico sobre K si, y solo si, T(a) es algebraico sobre K con

Irr(o, K) = Irr(7 (o) , K).

Teorema 1.34 (Teorema de extension para extensiones simples). Sean F : K y F' : K’
extensiones y o: K — K' un isomorfismo. Sean o € F algebraico sobre K y 3 € F’
algebraico sobre K'. Son equivalentes:

1. Existe un unico isomorfismo v: K(«a) — K'(8) que extiende o y tal que y () = 5.

2. Irr(B, K'") = o(Irr (o, K)).

Demostracion.

1) = 2) Se sigue de la proposicion anterior.

2) = 1) Teniendo en cuenta que o(Irr(a, K)) = Irr(8, K'), se deduce que

7(Ker pq) = (o(Irr(a, K))) = (Irr(B, K') ) = Ker .
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Por tanto, existe un tnico isomorfismo
v: Kla] = K(a) — K'[B] = K'(B)

haciendo conmutativo el siguiente diagrama

Ker ¢, — K [X] 2% K(a)
{ lo Aot
Ker pg — K'[X] REN K'(B)

en el cual las flechas horizontales de la izquierda son la inclusiones y v(f(a)) = a(f)(8).

En particular, 7(a) = 7(¢a(X)) = 0ao(X) = ps(X) = B y 7lx =3l = 0. 0



Capitulo 2

Construcciones con regla y compas

Uno de los problemas matematicos mas conocidos es el de las construcciones con
regla y compés. ;Quién no ha oido hablar, por ejemplo, de la cuadratura del circulo
como sinénimo de algo irrealizable? Estos problemas tienen su origen en la matemética
clasica griega; en concreto, en los Elementos de Euclides, en torno al siglo I1I a.C., que
recopilan todo el saber matematico de la época, se deducen las propiedades geométricas
mediante construcciones con regla y compas.

Aunque no estan del todo claras las razones que llevaron a los matemaéticos griegos a
elegir para sus construcciones geométricas la regla y el compas, se cree que siendo cons-
cientes de la necesidad de demostrar de forma rigurosa sus resultados y no disponiendo
de la herramienta algebraica apropiada, optasen por utilizar aquellos instrumentos que,
ademaés de tener un uso muy sencillo, menos indujeran a error en los razonamientos;
una regla no marcada (carente de marcas que permitan medir y trasladar distancias) y
un compas.

Si bien la geometria griega alcanzé un gran nivel, algunos de los problemas surgidos,
a pesar de la sencillez de su planteamiento, no pudieron ser resueltos ni por ellos ni por
sus sucesores durante 2000 anos; entre estos, los mas famosos son los siguientes:

Cuadratura del circulo: Construir con regla y compas un cuadrado cuya area sea
igual a la de un circulo dado.

Duplicacion del cubo: Construir con regla y compés el lado de un cubo cuyo volumen
sea el doble del de un cubo dado.

Triseccion del dngulo: Dado un angulo «, construir con regla y compas el angulo
a/3.

Construccion de poligonos regulares: Construir con regla y compas el poligono regu-
lar de un determinado ntimero de lados.

Vamos a ver que, utilizando las propiedades més bésicas de la teorfa de extensio-
nes, podemos resolver estos problemas, lo que indica el enorme poder de los metodos
algébraicos en la resoluciéon de problemas geométricos.

15
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2.1. Formulaciéon geométrica

Sea P un conjunto de dos o mas puntos del plano euclideo R?. Para construir, con
regla y compés, nuevos puntos a partir de P, se intersecan las rectas y las circunferencias
que podemos dibujar con la regla y el compas, donde las tnicas operaciones permitidas
son:

Tipo I (regla). Trazar la recta que pasa por dos puntos de P.

Tipo II (compds). Trazar la circunferencia cuyo centro es un punto de P y cuyo
radio es la distancia entre dos puntos distintos de P.

Definicién 2.1. Sea B un punto de R?.
i) Diremos que B es constructible en un paso (o en una etapa) a partir de P si es un

punto de interseccién de dos rectas, una recta y una circunferencia o dos circunferencias,

todas ellas obtenidas a partir de P usando operaciones de los tipos I y II.

ii) Se dice que B es constructible (con regla y compds) a partir de P si existe una
sucesion finita de puntos de R?, By, B, ..., B,, = B tales que:

a) Bj es constructible en un paso a partir de P.

b) Para cada i : 2,...,n, B; es constructible en un paso a partir del conjunto
PU{By,...,Bi_1}.

ii1) Diremos que B es constructible (absolutamente) si es constructible a partir de

un conjunto P de 2 elementos.

Notacion 2.2. Si A, B y C son puntos de R?, denotaremos con AB la recta que pasa
por Ay B, con BC la distancia entre By C'y con ¢(A, BCO) la circunferencia con centro

A y radio BC.

Ejemplos 2.3.
1) Punto medio de un segmento:

Si Ay B son dos puntos distintos del plano, podemos construir un punto M sobre
la recta AB tal que M A = M B como sigue:

1) Trazamos las circunferencias c¢(A, AB) y ¢(B, AB) que se cortan en dos puntos
Py@Q;

2) Trazamos la recta PQ que corta a la recta AB en un punto M tal que M A = MB.

2) Proyeccion de un punto sobre una recta:
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Sean AB una recta y M un punto que no estd en AB. Podemos construir la pro-
yeccion, H, del punto M sobre la recta AB, a partir de {4, B, M}, de la siguiente
forma:

1) Trazamos la circunferencia c(A, AM);

2) Trazamos la circunferencia ¢(B, BM) que interseca a la anterior en los puntos M
y N;

3) Trazamos la recta M N que interseca a la recta AB en el punto H.

3) Construccion de una referencia ortonormal a partir de dos puntos distintos O 'y I:

Consideramos como unidad la distancia entre los puntos O y I, es decir, suponemos
que O y [ estan a distancia 1.

1) Trazamos la circunferencia ¢(O, OI) que interseca a la recta OI en los puntos I
y 4

2) Trazamos la circunferencia c(I, TA);

3) Trazamos la circunferencia c¢(A, IA) que interseca a la circunferencia c¢(I, TA) en
los puntos M y N;

4) Trazamos la recta M N que corta a la circunferencia ¢(O, OI) en los puntos B y
B

La referencia ortonormal es (O; I, B).

4) Perpendicular a una recta por un punto:
Se obtiene como en el ejemplo 2) si el punto no esta en la recta y como en el 3) si

el punto esta en la recta.

5) Paralela a una recta por un punto:

Se usa dos veces la construcciéon de la perpendicular a una recta por un punto.

2.2. Una aproximacion algebraica

Nuestro primer paso es interpretar la situacién geométrica anterior en el contexto
de teoria de cuerpos.

Nota 2.4. Si A, By C son tres puntos de R? y K es el menor subcuerpo de R que

contiene a QQ y a las coordenadas de estos puntos, entonces:
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La ecuacién de la recta AB que pasa por A y B es de la forma
ax +by+c=0, cona,b,ce K.
La ecuacién de la circunferencia ¢(A, BC) es de la forma
2?4+ +ar+by+c=0, cona,b,ceK.

Si las coordenadas de A, B y C son, respectivamente, (a1, as), (b1,b2) v (c1,¢2),
sabemos que:

i) la ecuacion de la recta AB esta dada por

r — al al—bl
=0« (:L‘—al)(ag —bg) — (y—ag)(al —bl) :0,
y—az az—by

ii) la ecuacion de la circunferencia c¢(A, BC) es
(x — CL1)2 + (y — a2)2 = (01 — 51)2 + (Cz — 52)2.
Estas ecuaciones son de la forma indicada anteriormente.

Proposicién 2.5. Si B = (z,,yn) € R? es constructible a partir de P, entonces eriste

una torre finita de cuerpos
QCckhCchHhHC---CF,CR
tal que Ty, Yn € Fry y [F; : Fi—1] < 2 para cadai: 1,...,m.

Demostracion. Por definicion, existe una sucesién de puntos B; = (x;,y;) de R?, con
1:1,...,n, tales que Bj es constructible en un paso a partir de P y, paracadai : 2,...,n,
B es constructible en un paso a partir de C;—; = PU{By,...,B;_1}.

A cada paso de la construccién vamos a asociarle un subcuerpo de R de la siguiente
forma:

Sea Ky = Q(P) el subcuerpo de R generado sobre Q por las coordenadas de todos

los puntos de P.



2.2. UNA APROXIMACION ALGEBRAICA 19

Para cada i :1,...,n, sea K; = K;_1(x;,y;), obtenido por adjuncién de las coorde-
nadas del punto B; al cuerpo K; 1.

Asi, se obtiene una torre de cuerpos
QCKyCKiC---CK,CR

tal que (zj,y;) € K, paracadai:1,...,n.

Demostraremos ahora que [K;_1(z;) : Ki—1] < 2 y que [K;—1(y;) : Ki—1] < 2,
para cada ¢ : 1,...,n, viendo que x; e y; son ceros de polinomios de grado < 2 con
coeficientes en K;_1. Para ello, debemos distinguir tres casos, segin que el punto B; se
haya obtenido a partir de C;—1 = PU{Bj,..., B;_1}, intersecando dos rectas, una recta
y una circunferencia o dos circunferencias.

Caso a) B; = (z,y;) = r N1’ es la interseccion de dos rectas que pasan por puntos
de C;_1.

Por la nota[2.4] existen a,b,c,da’,V/,¢ € K;_1 de modo que

/

r=ax+by=cy r=dz+by=c

con ab’ — a’b # 0, ya que las dos rectas no son paralelas.

Resolviendo el sistema, por Cramer, obtenemos

c b a ¢
cd vl |la ¢
(zi,yi) = ,
a b a b

a V| |d v

Es claro que z;, y; € K;_1; en este caso, [K;—1(z;) : K;—1] =1y [Ki—1(y) : Ki—1] =
1, ya que las coordenadas del nuevo punto verifican un polinomio de grado 1 con coefi-
cientes en K;_ 1.

Caso b) B; = (x;,y;) € r Ncir es la interseccion de la recta r que pasa por dos
puntos de C;_1 y la circunferencia cir cuyo centro C = (c1, ¢2) es un punto de C;—1 y su

radio p la distancia entre dos puntos de C;_1.
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Por la nota |2.4}

r=ar+by=c ycz’rE(w—Cl)Q-i-(y—CZ)Z:PZ

v los coeficientes de estas ecuaciones estan en K; 1.
Las coordenadas x; e y; del punto B; deben satisfacer ambas ecuaciones.

Si b # 0, entonces y; = b~'c — b~ lax; y, por tanto,
(z; — 1)+ (b7 le — b laz; — )? = p2.

En consecuencia, x; es raiz de un polinomio de grado < 2 con coeficientes en K;_1
y Ko () « Ki—q] < 2.

Analogamente, para a # 0 se obtendria que [K;_1(y;) : K;i—1] < 2.

Si b = 0, necesariamente a # 0 y entonces [K;_1(y;) : Ki—1] <2y, como az; = ¢, se
tiene que [K;_1(z;) : K;—1] = 1.

Caso c¢) B; = (x;,y;) € cir Ncir’ es la interseccion de dos circunferencias cuyos

centros C' = (c1,c2) y C = (¢}, ) tienen coordenadas en K;_1 y sus radios p y p’ son

las distancias entre dos puntos de C;_1; las ecuaciones de estas circunferencias son:

/ 2

(1) cir=(x—c)’+@Wy—c)?>=p>y (2) cir' =(x—c))*+ (y—cy)? = p?

con coeficientes en K;_1.

Haciendo (2) — (1) se tiene

r=2(c; —c)x+2(ca—ch)y=p?—p*+ct -2+ 32

que es la ecuacion de una recta ya que ¢; — ¢§ y c2 — ¢4 no pueden ser ambos 0, pues
cir y cir’ no pueden ser concéntricas. Ademés B; = (x;,y;) es solucion del sistema dado
por las ecuaciones de cir y de r, y el caso se reduce al caso b).

En conclusion, para cada i € {1,...,n}, hemos visto que [K;_1(z;): K;—1] < 2y
[Ki—1(xi,v:) + Ki—1(z;)] < 2; por tanto, [K; : K;—1] =1,2 o 4.

Tomando Fy = Ky e intercalando K;_1(z;) entre K; y K;_1 en los pasos de grado

4, se obtiene una torre como la del enunciado. O
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En adelante P sera el conjunto més sencillo posible, es decir, P tiene dos elementos
O e I. Elegimos un sistema de referencia cartesiano en donde la recta OI sea el eje z,
O el origen y OI la unidad de longitud, de modo que P ={O = (0,0),I = (1,0)}.

Corolario 2.6. Si B = (x,,,y,) € R? es constructible, entonces existe una torre finita

de cuerpos

Q=FCchC---CF,CR
tal que Ty, yn € Fry y [F; : Fi—1] <2, para cadai:1,...,m.

Demostracion. En este caso, Fy = Q(0,1) = Q. d

Definicién 2.7. Un namero real r se dice constructible si el punto (r,0) (o equivalen-

temente (0,7)) es constructible.

Notese que un ntamero real  es constructible si, y solo si, |r| es la distancia entre
dos puntos constructibles.

Proposicién 2.8. Un punto (r,s) € R? es constructible si, y solo si, los niimeros reales

r y s son constructibles.

Proposicion 2.9. El conjunto de los nimeros reales constructibles, C, es un subcuerpo
de R que contiene a Q y es cerrado para raices cuadradas de nimeros reales construc-

tibles positivos (es decir, si v € RT NC, entonces ++/7 € C).

Demostracion. Es evidente que O = (0,0) e I = (1,0) son puntos constructibles, en

consecuencia 0 y 1 € C.

Sia,beC, entoncesatbeC:
c((a,0),|b]) = (z — a)®> + y?> = b? corta a OI = y = 0 en (a & b,0), por tanto,
atbel.

Sia € C, se verifica que —a € C :

(a,0) es constructible y OI N ¢(O, |a|) = {(a,0), (—a,0)}, por tanto —a € C.

Sia,be€C, se tiene que ab € C:
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Supongamos primero que a > 0 y b > 0. Los puntos I' = (0,1), A = (a,0) y
B’ = (0,b) son constructibles. Trazamos la recta paralela a I'’A por B’, que corta a
OI =y =0en R = (ab,0). Por tanto, R es constructible y ab € C.

Sia=00b=0,ab=0€C.

Sia>0yb<0, como—b > 0, se tiene que a(—b) = —(ab) € C y, por tanto,
—(—(ab)) =ab e C.

Sia#0yacC, entonces a~ ! € C:

Sea a > 0. Los puntos I = (1,0),I'’ = (0,1) y A" = (0,a) son constructibles.
Trazamos la recta paralela a la recta IA" por I’, dada por ax + y = 1, que corta a

1
Ol =y =0en R=(-,0). Por tanto, R es constructible y a=! € C.
a

1 1
Sia <0, yaque —a>0y —a € C, acabamos de ver que entonces — = —— €(Cy
—a a
1
asi — € C.
a

Por tanto, C es un subcuerpo de R; puesto que todo subcuerpo de R contiene a Q,
se tiene que C contiene a Q.
Por tltimo veamos que si a € RT NC, se verifica que \/a € C:

Como a, 1 € C, entonces a + 1 € C, por tanto (a + 1,0) es un punto constructible.

1
Construimos el punto medio del segmento de extremos (0,0) y (a+1,0), M = (%, 0).
1
La circunferencia c¢(M, %) y la perpendicular por el punto (1,0) a la recta O =
y = 0, cuya ecuacion es x = 1, se cortan en (1,++/a) y, por ello, ++/a € C. O

Estamos ahora en condiciones de dar una caracterizacién de los nimeros reales
constructibles en términos de extensiones de cuerpos.

Teorema 2.10 (Teorema fundamental sobre constructibilidad). (Wantzel, 1837)

Sea a € R, « es constructible si, y solo si, existe una torre de cuerpos
Q=FCcHhHC---CF,CR

tal que o € Fy, y [Fi1 : F;] <2 para todo i : 0,...,m — 1.
En particular, si o es un nimero real constructible entonces [Q(«) : Q] = 2" para

algin r > 0.
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Demostracion.

“<=" Probaremos, por induccién en m, que todos los elementos de F,,, son construc-
tibles, es decir, que F,, C C.

Sim=0,a€ Fp=Qy,asi,aeC.

Supongamos, ahora, que m > 0y que F,—1 C C.

Sea a € F,, puesto que [Fy, : Fi—1] < 2y que F—1 C Fp_1(a) C Fiy, se tiene
que [F—1(@) : F—1] = 0Irr(ay, Frppmp) < 2.

Si[Fin-1(a) : Fr—1] = 1, es evidente que o € Fy;,—1 y, por la hipotesis de induccion,
a eC.

Si [F—1(@): Froq] = 2, se verifica que 0Irr(a, Fi,—1) = 2. Supongamos que

Irr(a, Fyo1) = X2 +aX + b € F,,,—1[X]. En este caso,

—a++vVa?—4b c
2

.

Como F,,, C R, se tiene que a? — 4b > 0.

Ademés, teniendo en cuenta que a,b € Fy,_1, se obtiene que a y a®> —4b € Fy,_1 v,
por la hipétesis de induccion, a y a®?—4b € C, y como a®—4b > 0, por la proposicién
también Va2 — 4b € C. Puesto que C es un cuerpo que contiene a Q, se sigue que o € C.

“=" Se sigue del corolario [2.6 O

2.3. Aplicacién a algunos problemas clasicos

Proposicion 2.11 (Duplicacion del cubo). No es posible construir con regla y compds

un cubo cuyo volumen sea el doble del volumen de otro cubo dado.

Demostracion. Eligiendo una referencia en la que los extremos de una arista del cubo
inicial sean (0,0) y (1,0), entonces su volumen seré 1 u.c. La posibilidad de construir un
cubo de volumen 2, significaria que el lado del cubo, «, seria un nimero real constructible
tal que o = 2. Por el teorema , [Q(a) : Q] =27, para algtn r > 0, lo que contradice
que [Q(a) : Q] = 0 Irr(a, Q) = I(X3 — 2) = 3. O
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Proposicion 2.12 (Cuadratura del circulo). Es imposible, construir con regla y compds,

un cuadrado cuya drea sea igual a la de un circulo dado.

Demostracion. Un circulo esté determinado por su centro y un punto y podemos elegir
una referencia en la que el centro sea (0,0) y el punto dado (1,0). En este caso, el area
del circulo seria 7 u.c. Supongamos que es posible construir un cuadrado de area 7; su
lado, [, seria un ntmero real constructible tal que [ -l = 7 y, por tanto, 7 =1[-1 € C ;

en virtud del teorema [Q(7) : Q] = 2" para algin r > 0, y 7 serfa algebraico sobre
Q. O

Proposicion 2.13 (Triseccion de angulos). Ezisten dngulos que no pueden ser triseca-

dos con regla y compds.

T
Demostracion. Veremos que el angulo 3= 60° es constructible y no es trisecable, o

. ™ .
equivalentemente, que el angulo 9= 20° no es constructible.

Elegimos un sistema de referencia con O = (0,0) e I = (1,0). Trazamos las circun-
ferencias ¢(O,0I = 1) y ¢(I,0I = 1) que se cortan en los puntos P = (1/2,1/3/2) y
P’ = (1/2,—/3/2). Las rectas PO y OI determinan un angulo £ POI = 60°.

Si el &ngulo £20° es constructible, (cos 20°,0) es constructible, con lo cual cos 20° € C

y también a = 2¢c0s20° € C. Por el teorema [2.10} [Q(«) : Q] serfa potencia de 2.

Teniendo en cuenta que cos 36 = 4 cos® § — 3 cosf, para 6 = 20° se tiene que
o 1 3 o o 3 o o
cos 60 :§:4cos 20° — 3cos20” < 8cos”20° —6cos20° — 1 =0.

Asi, a® —3a—1=0.
El polinomio X3 — 3X — 1 es irreducible en Q[X] ya que no tiene ceros en Q, por

tanto Irr(a, Q) = X3 — 3X — 1y [Q(c) : Q] = 3, lo que da una contradiccion. O



Capitulo 3

Cuerpos de escision. Clausura

algebraica

Sea K un cuerpoy f € K [X] con Of > 1. Los objetivos de este capitulo son:

1. Encontrar una extension simple K («) : K tal que f (a) = 0.

2. Encontrar una extension finita F : K tal que f tenga todos sus ceros en F.

3.1. Teorema de Kronecker

Lema 3.1. Sio: K — F es un monomorfismo de cuerpos, existe una extension E : K

y un isomorfismo 7: E — F que extiende a o.

Demostracion. Sean S un conjunto cuya cardinalidad es la misma que la de F'\ o(K)

y que es disjunto con Ky f: S — F'\ o(K) una aplicaciéon biyectiva.

Si E:=KUS, la aplicaciéon 7 : E — F' definida por:

o(a) si aeK
f(a) si a€sS

es biyectiva y su inversa, 77!, esta definida por:

ot (b) si beo(K)
1) si beF\o(K).

25
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Es evidente que 7 |g= 0.
Esta biyeccién permite dotar a F de estructura de cuerpo como sigue:

Sia,beF,
a®b:=7tr(@)+70D)] ya®b:=1"t[r(a) 7()].

La restriccion de & y ® a K, coincide con la suma y el producto de K, de modo

que K es un subcuerpo de E.

Trivialmente, 7 es un homomorfismo de cuerpos y, por ser biyectiva, es un isomor-

fismo y, ya hemos visto, que extiende a o. ]

Teorema 3.2 (Teorema de Kronecker). Si K es un cuerpo y f € K [X] es irreducible,

existe una extension simple K (o) : K con f (o) =0 y ademds [K («) : K] = 0f.

Demostracion. Dado que f irreducible en K [X] y que K [X] es un dominio de ideales
principales, se tiene que (f) es un ideal maximal en K [X] o, equivalentemente, que

F := K [X]/(f) es un cuerpo.

Consideremos la aplicacion
o: K= K[X]| 5 K[X]/{f)=F

aro(a)=a=a+ (f)

g
que es monomorfismo de cuerpos y asi K = o (K) que es un subcuerpo de F.

Sea @ el isomorfismo entre los anillos de polinomios K [X] y o (K) [X] dado por:
o K[X] — o(K)[X]

m . mo__
Z b; X" — Z b; X"
=0 1=0

n .
Siy: =X+ (fye Fy f=> a;X" entonces
=0

7(f)(7) = éw)(w) - Z%v - zox ) =4 (f) =0
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es decir, v € F' es un cero del polinomio 7(f) € o(K) [X].

Por el lema [3.1], existe un cuerpo E tal que K es subcuerpo de E y un isomorfismo

7 de modo que los siguientes diagramas son conmutativos:
E 5 F E <~ F
A ]
K % oK) K <7 oK)
Utilizando la proposicion [1.32] se tiene que:
v € F es un cero de &(f) € o(K)[X] si, y solo si, « = 771(y) € E es cero de
7' (@(f) = f € K[X].
Ademas, [K(a) : K] = 0Irr(a, K) = 0f, ya que Irr(a, K) y f son asociados. O

Corolario 3.3. Si K es un cuerpo y f € K[X], con 0f > 1, existe una extension
E : K enla que f tiene un cero y [E : K| < 0f.

Demostracion. Es conocido que K [X] es un dominio de factorizacion tnica. Sea g un
factor irreducible de f en K [X]. Por el Teorema de Kronecker (3.2)), existe una extension
E=K(a): Kcongla)=0y [K (a): K] =0(Irr(a, K) = 9(g) < 9(f). Ademas, como

g divide a f y g(a) =0, se tiene que f () = 0. O

3.2. Cuerpo de escisién de un polinomio

Definicién 3.4. Sean K un cuerpo, f € K [X]con d(f) =n > 1y E : K una extension.
Diremos que f escinde en F si existen ajq,...,a, € E, no necesariamente distintos,

tales que

f=cX —ar) - (X —an) (%)

en donde, obviamente, c¢ es el coeficiente principal de f.

Se dird que E es un cuerpo de escision de f sobre K si ademas se verifica que

E=K(ay,...,am).
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Observaciones 3.5.

1) Si E es un cuerpo de escision para f sobre K y aq,...,a, € E son tales que
f=cX —a1) (X —ap)

se verifica que:

a) Si F' es un cuerpo de intermedio entre K y E, entonces E es también un cuerpo
de escision para f sobre F', pues las condiciones de la definicién anterior se cumplen
para F' en lugar de K, con los mismos ay,...,qa, € F.

b) aq,...,ay, son ceros de f en E y son los Gnicos ceros que tiene el polinomio f en
cualquier extension de F.

En efecto, si E/ : E es una extension y suponemos que 3 € E’ es un cero de f,

aplicando el homomorfismo evaluacion en 8, ¢g: E[X]| — E', resulta que

fB)=cB—ar)(B—oan)=0.

Como E’ es un dominio entero, alguno de los factores 3 — a; debe ser 0, es decir,
0 = «; para algan .

¢) La condicion E = K(aq,...,ay) de la definicién anterior es equivalente a que no
existe ningin cuerpo intermedio, F', entre ' y K tal que f escinda en F'.

2) Si f € K [X] es lineal, entonces f escinde en K y K es un cuerpo de escision para
f sobre K:

Sif=cX+be K[X]conc#0,tomando a = —bc™! € K, se tiene que f = ¢(X —a)
y K(a) =K.
Ejemplos 3.6.

1) Sea f=X*+1€Q[X]CR[X]CC[X].

Dado que f = (X —1i) (X +4) en C[X], se verifica que:

a) Q (¢, —i) = Q(4) es un cuerpo de escision para f sobre Q.

b) Un cuerpo de escision de f sobre R es R(i) = C.

¢) C también es un cuerpo de escision para f sobre C.

2) Si f = X2 —5 ¢ Q[X], entonces Q(v/5) es un cuerpo de escisién de f sobre Q.
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La cuestion que nos planteamos ahora es la existencia y unicidad de los cuerpos de
escision.

Teorema 3.7. Sea K un cuerpo y f € K [X]| con 0f = n > 1. Eziste una extension

E : K tal que E es un cuerpo de escision para f sobre K y [E : K| < nl!

Demostracion. La prueba se har& por induccién en n.
Sin = 1. Es trivial, ya que podemos tomar £ = K.

Supongamos ahora que n > 1 y que el resultado es cierto para cualquier polinomio
de grado menor que n con coeficientes en cualquier cuerpo.

Por el corolario , existe una extension K (aq) : K tal que «g es cero de f y
[K (o) : K] <n.

Puesto que a; € K (1) es cero de f, se verifica que X —aq divide a f en K (aq) [X],
es decir, existe h € K (o) [X] tal que f = (X —a1)hyOh=n—1<n.

Por la hipotesis de induccion, existe una extension E : K («1) tal que E es un cuerpo

de escision para h sobre K (aq) y [E: K (aq)] < (n —1)!

Notese que si denotamos por c¢ el coeficiente principal de h (que también es el
de f)vh=cX—az) (X —ay) en E[X], entonces E = K (a1) (a2,...,an) =
K(aj,a9,...,ay). Teniendo en cuenta que f = ¢(X — a1)(X — ag) -+ (X — ay), es
obvio que F es un cuerpo de escision para f sobre K.

Puesto que K C K («;) C E, del Teorema del grado (1.6]), se sigue que:

[E:K|=[E:K(@)][K(m):K]|<(n—-1)!n=n! O

Probaremos, ahora, que “todos los cuerpos de escision para f sobre K son K-
isomorfos”. La idea para demostrar este resultado es usar inductivamente el Teorema de
extensioén para extensiones simples (|1.34]).
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Teorema 3.8 (Teorema de extension para cuerpos de escision).
Sea o: K — K' un isomorfismo de cuerpos y f € K [X] con O(f) > 1. Sea E un
cuerpo de escision de f sobre K y sea E' un cuerpo de escision de o(f) € K'[X] sobre

K'. Entonces, existe un isomorfismo 7: E — E' que extiende o.

Demostracion. Haremos la demostracion por induccion en df = 9(a(f)) = n.

Si n = 1. El resultado es evidente considerando F = K, F' =K'y 7 = 0.

Supongamos, ahora, que df = 9(a(f)) =n > 1.

Si a,...,q, son los ceros de f en F, se tiene que f = ¢(X —a1) - (X —ap) y
E=K(ay,...,am).

Como a; es algebraico sobre K, si g = Irr(ay, K), g es un factor monico e irreducible
de f en K [X]. Teniendo en cuenta que & es un isomorfismo, &(g) es un factor monico
e irreducible de 7(f) en K’ [X] y 7(g) escinde en E'.

Sea B € E' un cero de 7(g) (y por tanto de &(f)), entonces a(g) = Irr(53, K'). Por

el Teorema de extension para extensiones simples (1.34]), existe un tnico isomorfismo

v: K(o) = K'(B) tal que y|g =0 y (o) = 6.

Ahora veremos, usando la hipétesis de induccion, que 7 se extiende a un isomorfismo
7:E— F.

Ya que a1 € K(aj) es cero de f, por el Teorema del factor, f = (X — ay)f; en
K(an)[X] y, por tanto, (f) = (X —v(e1))7(f1) = (X = B)7¥(f1) en K'(B)[X].

Como f1 = ¢(X —ag) - (X —ap), donde ag,...,a, € E, es claro que E =
K(aq)(ag,...,ap) es un cuerpo de escision de f; sobre K(aq) y, andlogamente, E’
es un cuerpo de escision de J(f1) sobre K'(f).

Ademas, al ser 0f1 = n —1 = 9(F(f1)), utilizando la hipotesis de induccioén, se

obtiene un isomorfismo 7 : E' — E' tal que 7|g(q,) = 7y, por tanto, 7|k = v|x = 0. O

Corolario 3.9 (Unicidad del cuerpo de escision).
Si E y E' son cuerpos de escision de un polinomio f € K [X] sobre K, entonces E

y E' son K-isomorfos.



3.3. CLAUSURA ALGEBRAICA DE UN CUERPO 31
Demostracion. Basta aplicar el teorema anterior en el caso K = K' y 0 = idg. O

Corolario 3.10. Sea E un cuerpo de escision de un polinomio f € K [X]| sobre K y
sean o, B € E tales que Irr(a, K) = Irr(B, K). Existe un K-automorfismo 7: E — E

tal que T () = B.

Demostracion. Ya que Irr(a, K) = Irr(3, K), por el Teorema de extension para exten-
siones simples (1.34)), existe un K-isomorfismo o: K (o) — K (8) con o (a) = 3. Puesto
que F es cuerpo de escision de f sobre K, lo es también sobre K («) y sobre K (3) y, por
el Teorema de extension para cuerpos de escision , existe un isomorfismo 7: £ — E

tal que 7|g(q) = 0y, por tanto, 7|k = 0|k = idk y 7 (@) = . O

3.3. Clausura algebraica de un cuerpo

En las secciones anteriores, hemos visto que dado un polinomio f € K [X], con
J(f) =n > 1, existe una extension finita £ : K de modo que f escinde en E.

Ahora, vamos a ver que es posible encontrar una extension algebraica, F : K, tal
que todos los polinomios de K [X] escinden en E.

Definicién 3.11. Diremos que un cuerpo F es algebraicamente cerrado si todo polino-

mio irreducible en E [X] es lineal.

Proposicion 3.12. Si E es un cuerpo, son equivalentes:
i) E es algebraicamente cerrado.
it) Todo f € E[X] con O(f) =n > 1 tiene un cero en E.
iii) Todo f € E[X] con O(f) =n > 1 se descompone en E [X]| como

f=cX —a1) (X —an),
es decir, escinde en E.

Observacion 3.13. Si 7 : E — E’ es un isomorfismo de cuerpos, entonces F es algebrai-
camente cerrado si, y solamente si, £’ lo es también.
En efecto, cada [’ € E'[X] es de la forma f’ = 7(f) para un tnico f € F[X] del

mismo grado que f’, y un elemento o € E es un cero de f si, y solamente si, 7 (o) € E’
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es un cero de f’. Por lo tanto, cada f € F[X] no constante tiene un cero en F si, y solo

si, cada f’ € E’'[X] no constante tiene un cero en E’.

Proposicién 3.14. E es algebraicamente cerrado si, y solo si, E no tiene extensiones

finitas (respectivamente algebraicas) propias.

Demostracion.

“=" Sea E': E una extension finita (respectivamente algebraica). Si a € E’, enton-
ces « es algebraico sobre F y, como E es algebraicamente cerrado, Irr(a, F) = X —a 'y
asia € E.

“<” Sea f € E[X] un polinomio irreducible, por el Teorema de Kronecker (3.2),
existe una extension E(a) : E tal que f(a) = 0y [E(a): E] = 0Ir(a, E). Como
E(a) : FE es finita (respectivamente algebraica), por hipotesis, se tiene que E(a) = E'y
entonces a € E. Por tanto, Irr(c, E) = X — a. Dado que Irr(a, E) y f son asociados,

of =0(Irr(a, E)) = 1. O
Definicién 3.15. Sea K : K una extension. Diremos que K es una clausura algebraica
de K si K : K es una extension algebraica y K es algebraicamente cerrado.

Asi, nuestro objetivo es equivalente a demostrar la existencia de una clausura alge-
braica de K.

Proposicion 3.16. Sean K un cuerpo, F' : K una extension algebraica y L un cuer-
po algebraicamente cerrado. Si o : K — L es un monomorfismo, entonces existe un
monomorfismo T : F — L que extiende a o. Si, ademds, L : o (K) es algebraica y F
es algebraicamente cerrado, entonces T es un isomorfismo. En particular, dos clausuras

algebraicas de un mismo cuerpo, K, son K-isomorfas.

Demostracion. Sea S el conjunto de pares (F,7) talesque K CECFy7: E— L es

un monomorfismo que extiende a ¢. Definimos en & una relacién de orden como sigue:
(El,Tl) < (EQ,TQ) & By C By y T2 |E1: T1-
Obsérvese que  es no vacio, ya que (K,0) € S, y que es inductivo. En efecto, si

S (Biym) < (Bjymy) < -
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es una cadena de elementos de S, el conjunto £’ := U;E; es un subcuerpo de F' que
contiene a K vy, si se define 7/: E/ — L mediante 7/ (z) := 7; () cuando = € E;, se

obtiene que 7’ es un monomorfismo que extiende a o y (E’,7') es una cota superior de

dicha cadena.

Notese que 7/ esta bien definido, ya que si x € E; y # € E), como necesariamente
se tiene (E;,7;) < (Ek, ) o bien (Ey, 1) < (E;, 1), resulta que 73 (x) = 7; ().

Por el Lema de Zorn, existe un elemento maximal, (E,7), de §. Vamos a ver que
E=F.

En efecto, supongamos que F ; F y sea a € F\E, que por hipotesis es algebrai-
co sobre K (y por lo tanto sobre E). Si f = Irr(a, E), ya que L es algebraicamente
cerrado, el polinomio 7(f) € L[X] tendra un cero § € L y dado que 7(f) es irreduci-
ble en 7 (E) [X], ya que 7: E[X] — 7 (F)[X] es isomorfismo de anillos, se tiene que
7(f) =Irr (3,7 (E)). Por el Teorema de extension de extensiones simples (1.34), existe
un isomorfismo 7, : E (o) = 7 (E) (8) que extiende a 7, tal que 7,5 (a) = 3. El iso-
morfismo 7, g también extiende a o (ya que extiende a 7) y, llamando j a la inclusion
7 (E) (8) — L, se obtiene un monomorfismo v := j o 7, 3: F (o) = L que extiende a
oy, asi, (F,7) < (F(a),v). Por la maximalidad de (F,7) se tiene que E = E (a) y
resulta que a € E en contradiccién con la eleccién de a. Por lo tanto, F = F.

Si ademéas L : o (K) es algebraica y F' es algebraicamente cerrado, se obtiene una
torre de cuerpos o (K) C 7(F) C L en la cual todas las extensiones son algebraicas
y 7 (F) es también algebraicamente cerrado. Entonces, por la proposicion resulta
7 (F) = Ly, por tanto, T es un isomorfismo.

En particular, si F''y L son dos clausuras algebraicas de K y o es la inclusion de K

en L, se obtiene que 7 es un K-isomorfismo. O

Con una demostracion “similar” a la del Teorema de Kronecker (3.2]), pero usando
un anillo de polinomios en infinitas variables sobre el cuerpo K, se prueba que:

Teorema 3.17 (Teorema de Steinitz). Sea K un cuerpo. Entonces:

1. Existe una clausura algebraica K de K.
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2. SiK y K son clausuras algebraicas de K, existe un isomorfismo o: K — K tal

que ol = 1k, es decir, K y K son K -isomorfas.

Demostracion.

1) En primer lugar se construird una extension de K en la que todo polinomio de
grado > 1 con coeficientes en K tiene un cero.

Sea S ={Xy | fe K[X] con d(f) > 1}y sea K [S] el anillo de polinomios sobre S

con coeficientes en K. En el anillo K [S] el ideal

Ii={f(Xy) | XpeS5h)

es propio. En otro caso, se tendria que

> hi- fi(Xp) =1, con h; € K[S].
=1

Si en la expresion anterior, que involucra solo a un nimero finito, ¢, de variables Xy,

se pone X; := Xy, resulta que
T
> hi(X1,. LX) filX) =1 (%)
=1

Sea F' una extension finita de K en la que cada polinomio f; tiene, al menos, un cero
a; (por ejemplo, podria tomarse como F' un cuerpo de escision sobre K del polinomio
g=fifr).

La propiedad universal del anillo de polinomios nos permite obtener un homomorfis-
mo de anillos ¢: K [X3,...,X;] = F tal que ¥ |g=idk, ¥ (X;) =a; parai =1,...,r

y ¥ (X;) =0 para cada j =7+ 1,...,t. Asi se tendria que
1= 1) =9 > hi(X1,..., X)) fi(X3)
i=1

— Zhi(al,...,ar,...,())-fi(al-) =0
=1

lo que no es posible pues, en cualquier cuerpo, 1 y 0 son elementos diferentes.
Sea M un ideal maximal de K [S] tal que I C M. Consideramos el cuerpo K [S] /M
y el monomorfismo o: K — K [S]/M definido como la composicién de la inclusion

i: K — K [S] y el epimorfismo canoénico 7: K [S] — K [S] /M.
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Para todo polinomio f € K [X] de O(f) > 1, el polinomio 7 (f) tiene un cero en
K [S] /M que es una extension de o(K). Utilizando el mismo razonamiento que en el
Teorema de Kronecker , se deduce que existe una extension F} de K en la que todo
polinomio f € K [X] de grado > 1 tiene al menos un cero.

Por induccién, se puede construir una torre de cuerpos
K:F()CFlC-"CFiCFZ‘_HC”'

tal que todo polinomio de grado > 1 de F; [X] tiene un cero en Fj;q.

Si E =, F;, entonces E es un cuerpo que admite a cada F; como subcuerpo y si
f € E[X] existe uni tal que f € F; [X] (basta tomar el indice ¢ suficientemente alto para
que todos los coeficientes de f pertenezcan a F;), por lo que, si d(f) > 1, el polinomio f
tiene al menos un cero en Fj;; C E. Entonces el cuerpo E es algebraicamente cerrado
y contiene a K como subcuerpo.

Sea ahora K := K¥ la extensién algebraica maximal de K en E (ver corolario .
Por construccién, K : K es una extensiéon algebraica y ademés K es algebraicamente
cerrado. En efecto, si f € K [X] es de grado > 1, el polinomio f tiene algtin cero o €
E y entonces o es algebraico sobre K.

En la torre de cuerpos K C K C K (a) todas las extensiones son algebraicas y, por
tanto, « es algebraico sobre K (ver teorema , con lo que se tiene o € K, por la

construccion de K.

2) Véase la proposicion O

Ejemplos 3.18.

1) C es una clausura algebraica de R.

2) C no es una clausura algebraica de Q, ya que C : Q no es algebraica. Si Q =
{a € C | a es algebraico sobre Q}, entonces Q es una clausura algebraica de Q.
Notese que si f € Q[X], con O(f) = r > 1, teniendo en cuenta que C es algebraica-

mente cerrado, existen aq,...,q, € Cy c € Q tales que

f=cX—a1) (X —a).
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Por tanto, a1, ...,a, € C son algebraicos sobre Q y entonces a1, ..., a, € Q, es decir,

f escinde en Q[X].



Capitulo 4

Extensiones separables. Extensiones

normales

4.1. Multiplicidad de las raices de un polinomio

Sea f € K[X] con df > 1. Si Ey y E3 son dos cuerpos de escision de f sobre K,
existen ay,...,a € E1 y B1,..., 0t € Es tales que

f=c(X —a)™ (X —a)™, con los «; distintos y los m; > 1y

f=c(X—01)" (X —pB)", con los j; distintos y los n; > 1.

Por el corolario sabemos que existe un K-isomorfismo o : Fy — FE>. Denotando
por @ : Ey [X]| — E5[X] su extension al anillo de polinomios, se tiene que

a(f)=c(X —o(a)™ (X —o(a))™
=f=c(X—=p01)" (X —75)" en F2[X].

Puesto que E3 [X] es un dominio de factorizacion tnica, para cada i € {1,...,r}
existe j € {1,...,t} tal que X —o(a;) = X — B y m; = nj, por lo cual r = t,
{o(a1),...,0(ar)} ={P1,...,Br} v, salvo una permutacion de indices ~, se verifica que
Byi) = 0 (i) ¥y nyy = my, para todo i = 1,...,7.

Definicién 4.1. Sea f € K [X] con 0f > 1y sea Ef un cuerpo de escision de f sobre

K. Existen elementos distintos aq,...,q, € Ey tales que

f=c(X —a)™ (X —a;)™, con m; > 1.

37
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Diremos que o; es una raiz de f de multiplicidad m; en Ey. Si m; > 1 diremos que «;

es una raiz mailtiple de f en Ef, en otro caso se dird que es una raiz simple.

Como consecuencia de lo anterior, aunque las raices de un polinomio f dependen del
cuerpo de escisién en que éstas se consideren, el nimero de raices distintas y los expo-
nentes asociados a ellas, a los que hemos llamado multiplicidades, estan determinados
por f, es decir, no dependen del cuerpo de escisién en que se consideren. En particular,
si en un cuerpo de escision f tiene todas las raices simples, también son simples todas
sus raices en cualquier otro cuerpo de escision.

Vamos a estudiar un criterio para determinar cuando una raiz es multiple y para
ello vamos a utilizar el concepto de derivada.

Sea K un cuerpo y sea a € K. Recordemos que para todo entero n se define na
como sigue:

Sin>0: na:=a+--+a;
—_——

n sumandos

sin<0: na:=—((-n)a)=—(a+---+a) y
———
—n sumandos
sin=0: 0a:=0.
n .
Definiciéon 4.2. Si f = > ;X" € K [X], llamaremos derivada (formal) del polinomio
i=0

n .
f al polinomio f' = Y ia; X"~ ! € K [X].
i=1

Es una definicién puramente algebraica para polinomios con coeficientes en cualquier
cuerpo y se corresponde con la féormula de la derivada de un polinomio con coeficientes
reales dada en calculo.

Es facil comprobar que:

Lema 4.3. Si f,g € K[X]| ya € K, se verifica:
a) (f+9)=Ff+g.
b)(f-9)=f-g9+f4g.

c)(@ f)=af.

Proposicion 4.4. Sean f € K [X] con Of > 1, E¢ un cuerpo de escision para f sobre
K y o € Ef. Las siguientes condiciones son equivalentes:

1. a es una raiz multiple de f.

2. (X — «a)? divide a f en Ef[X].

3. f(@) =0 = f(a).



4.2. EXTENSIONES SEPARABLES 39

Demostracion.
2) = 3) (X — )? divide a f en E;[X] si, y solo si, existe h € Ef[X] tal que f =
(X — a)?h y, en consecuencia, f(a) = 0. Como f' = (X — a)?h’ + 2(X — a)h, se
concluye que f'(a) = 0.
3) = 2) Puesto que f(a) =0, por el Teorema del factor, (X — «) divide a f en Ef [X],
es decir, existe h € Ey[X] tal que f = (X — a)h. Por tanto, f' = (X — a)h/ + h.
Teniendo en cuenta que f'(«) =0, se tiene que h(a) = 0, o equivalentemente, que
(X — ) divide a h en Ey [X], es decir, existe g € Ey [X] tal que h = (X — «a)g. Asi,
f=(X —a)h=(X —a)?g, por lo cual (X —«)? divide a f en Ey [X]. O
Notese que las condiciones anteriores son equivalentes a que el polinomio Irr(c, K)
divide a (f, f') en K [X].
Ejemplo 4.5.

Para cada n > 1, las raices de f = X™ — 1 en C son todas simples.

En efecto, teniendo en cuenta que f’' = nX""! y que cada raiz, a, de f es no nula,

se tiene que f'(a) = na" "t # 0.

Proposicion 4.6. Sean f € K [X] irreducible, Ef un cuerpo de escision para f sobre
K y o€ Ef una raiz de f. Son equivalentes:

1. « es una raiz mailtiple de f en Ef.

2. f'=0.
Demostracion.
1) = 2) Por la proposicién[t.4] f'(a) = 0y asi Irr(a, K) divide a f’. Como d Irr(a, K) =
Of > O0f', necesariamente f' = 0.
2) = 1) Teniendo en cuenta que f' = 0 se obtiene que f'(a) = 0 y, aplicando la

proposicion [£.4] se llega al resultado. O

4.2. Extensiones separables

Recordemos que si K es un cuerpo la aplicaciéon

p: Z — K
n — nlg



40 CAPITULO 4. EXTENSIONES SEPARABLES Y NORMALES

es un homomorfismo de anillos. Dado que Z/Ker ¢ ~ Im ¢ que es un subanillo de K,
se tiene que Z/ Ker ¢ es un dominio entero y, por tanto, Ker ¢ es un ideal primo de Z.
Hay dos posibilidades:

i) Si Ker ¢ = (0), se dice que K es de caracteristica cero y se denota por Car K = 0.
En este caso, K es infinito porque contiene un subanillo isomorfo a Z.

ii) Si Ker ¢ = (p) = pZ (p primo), se dice que K es de caracteristica p y se denota
por Car K = p.

Si Car K = p, se verifica que p es el menor entero positivo tal que plgy = 0y
el subcuerpo minimal de K, es decir la intersecciéon de todos sus subcuerpos, llamado
subcuerpo primo, es F, = {Ox, 1k, 21k,...,(p — 1)1k }. En efecto, factorizando ¢ se
tiene que Z/pZ ~Imy =F, C K y, puesto que Z es un dominio de ideales principales
y p es un primo, I, es cuerpo.

Noétese que la aplicacion o: Z, — F,, definida por i+ nlg, es un isomorfismo.

Definiciéon 4.7. Un polinomio f € K [X] con 0f > 1 se dice separable sobre K si sus

raices, en un cuerpo de escisiéon para f sobre K, son todas simples.

Proposicion 4.8. Sea f € K [X] un polinomio irreducible.
1. §i Car K = 0, entonces f es separable sobre K.

2. 5i Car K = p > 0, entonces f es separable sobre K salvo que sea de la forma

f=bo+ 01 XP+bX%P - 4 b, X" es decir, f = g(XP) para algin g € K [X].

Demostracion. Sea f = ap+ a1 X + -+ ap, X™ € K[X], con 0f = n > 1. Entonces,
' =ay +2a3X + -+ na, X" . Por la proposicién f es separable si, y solo si,
fr#0.
1) Si Car K = 0, como na,, = (nlg)a, #0, 0f' =n —1> 0y, por tanto, f' # 0.
2) Supongamos ahora que Car K = p. Entonces, f* = 0 si, y solo si, p divide a i
para cada ¢ tal que a; # 0. Asf, los tinicos términos no cero en f son de la forma a,, X"

para r > 0. Escribiendo a,;, como b, se tiene el resultado buscado. O

Definicion 4.9. Sea F': K una extension de cuerpos.
1) Un elemento o € F se dice separable sobre K si es algebraico sobre K y el

polinomio Irr(«, K) es separable sobre K.

2) Se dira que la extension F' : K es separable si cada elemento de F' es separable

sobre K.
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En particular, toda extensién separable es algebraica.

Observacion 4.10. Si K C F' C FE es una torre de cuerpos y a € E es separable sobre
K, también lo es sobre F'. Esto es consecuencia de que Irr(a, F') divide a g = Irr(a, K)
en F'[X] y, por tanto, también en el anillo F, [X], para cualquier Fj; cuerpo de escision

de g sobre F'.

Corolario 4.11. Sea K un cuerpo de caracteristica cero. Toda extension algebraica,

F : K, es separable.

4.3. Cuerpos finitos

Los cuerpos finitos juegan un papel importante en muchas areas de las mateméaticas
tales como: teoria de ntimeros, teoria de grupos, criptografia, geometria proyectiva, etc.

Para cada primo p, Z, es un cuerpo de p elementos. En esta seccién veremos que
hay otros cuerpos finitos, daremos una clasificaciéon de ellos y probaremos que estan
determinados salvo isomorfismos por su orden que debe ser una potencia de su carac-
teristica.

Proposicion 4.12. Si K un cuerpo finito, entonces |K| = p™ para algin primo p y

algun entero n > 1.

Demostracion. Si K es un cuerpo finito, como ya hemos sefialado, su caracteristica es
un nimero primo p. Entonces, K es una extension finita de F, y, si suponemos que

[K :Fp] =n, K es un [F-espacio vectorial de dimension n y, asi, | K| = p". O]
Lema 4.13. Sea K es un cuerpo de caracteristica p. La aplicacion

¢: K — K

a +— aP

es un monomorfismo y cuando K es finito es un automorfismo, llamado automorfismo

de Frobenius de K.

Demostracion. Por el Teorema del binomio sabemos que

(a+b)P = Ep: (P) albP~I,

=0\
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donde <€> = <p> =1y, paracada j=1,...,p—1, por el Teorema Fundamental de la
p

—-1)...(p—7+1
Aritmeética, se tiene que p divide a <p> = p(p ) .'(p it
7!

J

se verifica que (p) a’bP~J = 0. Por tanto, (a + b)? = aP + bP para todo a,b € K.

J
Por la conmutatividad de K, (ab)? = aPbP. Ademés, ¢(1) = 1.

y, como Car K = p,

Si K es finito, este monomorfismo es un automorfismo de K, puesto que una apli-
cacion inyectiva de un conjunto finito en si mismo es biyectiva. [

Notese que (a — b)? = (a+ (=b))? = aP + (=b)? = a? + (—1)Pb’ = a? — P ya que si
p =2, entonces (—1)? = 1= —1y, si p es impar, entonces (—1)? = —1.

A continuacion vamos a dar un resultado que clasifica todos los cuerpos finitos.
Teorema 4.14.

1. Sea K un cuerpo finito. Entonces |K| = p" para algin primo p y algun entero
n > 1. Cada elemento de K es una raiz del polinomio f = XP" — X y K es un cuerpo
de escision para este polinomio sobre su subcuerpo primo Fy,.

2. Sea p un primo y n > 1 un entero. Existe, salvo isomorfismo, exactamente un

cuerpo de p" elementos.

Demostracion.

1) Ya hemos visto que si Car K = p, [, es el subcuerpo primo de K y existe un
entero n > 1 tal que |K| = p™.

El grupo multiplicativo K* tiene orden p™ — 1. Para todo o« € K*, por el Teorema
de Lagrange, el orden de «, que es el orden del subgrupo, («), generado por «, divide
a p"” — 1, por tanto a?" ! =1y, en consecuencia, o — a = 0.

Como también 0P" —0 = 0, concluimos que cada elemento de K es raiz del polinomio
f=XP"-X.

Ademas, por el Teorema del factor, X — « es un factor de f para cada uno de los
p" elementos a de K y, puesto que K es un dominio entero, el polinomio [] (X — «)
divide a f y, teniendo en cuenta que ambos polinomios tienen el mismo gzs{do y son
monicos, se obtiene que f = [] (X — «). Por tanto, f escinde en K y claramente K es

acK
un cuerpo de escision para f sobre [Fy,.
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2) Sean p un primo y n > 1 un entero. Sea E' un cuerpo de escision del polinomio

f = XP" — X sobre Z,,. Puesto que el cuerpo es de caracteristica p,
f/ :anpnfl _ 1 — _1

y, en consecuencia, como f’ no tiene raices, todas las raices de f en E’ son simples.
Sea K = {a € E' | a es raiz de f}. Se tiene que:
i) K tiene p" elementos.
ii) K es un subcuerpo de E’:
Es claro que 0,1 € K.

Si suponemos que a,b € K, aplicando reiteradamente el lema se deduce que:

(e

(a—bP" =aP" =" =a—by,sib#0,(ab )" =a?" OP") " =ab"t.

Porlocual,a—bc K y,sib#0, ab™! € K.

Entonces, E' = Z,({o € E' | a esraiz de f}) = Z,(K) y, dado que Z, C K, se tiene
que E'=K y es un cuerpo con p" elementos.

Hemos visto que, si p es un primo y n > 1 un entero, existe un cuerpo, E’, de orden
p", el cuerpo de escision del polinomio f = XP" — X sobre Zy,. También hemos visto
que cualquier cuerpo, E, de orden p" es el cuerpo de escision de XP" — X sobre su
cuerpo primo [F, y, aplicando el teorema al isomorfismo o : Z, — I, definido por
o(m) = nlg, y a los polinomios X?" — X € Z, [X] y o(XP" — X) = X" — X € F, [X],
se sigue que tales cuerpos E’ y E son isomorfos. O

El siguiente resultado es un teorema conocido de teoria de grupos que se puede
demostrar utilizando, por ejemplo, el Teorema de estructura de grupos abelianos fi-
nitos o los Teoremas de Sylow. (Véase: Stewart 1., Galois theory, Chapman and Hall
Mathematics, 1989.)

Teorema 4.15. Todo subgrupo finito del grupo multiplicativo de un cuerpo es ciclico.

Proposicién 4.16. Sean E un cuerpo finito con p" elementos y F), su cuerpo primo.
1. Eziste o € E separable sobre F), tal que E = Fp(a).

2. El grupo G de los Fp-automorfismos de E es ciclico de orden n.
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Demostracion.

1) Por el teorema anterior, sabemos que existe « € E con E* = (a). Como para

cada u € E, u # 0, existe k € N tal que u = o

, se verifica que E = Fp(«).

« € E es un cero del polinomio X?" — X € F,[X] que, como hemos visto, no
tiene raices miltiples. Puesto que Irr(a, Fp) divide a X?" — X en F, [X] se deduce que
Irr(e,IFp) es separable y, asi, « es separable sobre F,,.

2) Sea o € E separable sobre F), tal que £ = Fy(«a). Si 0 € G, o esta determinado

por su valor en o y o() € E es un cero de Irr(a,Fp). Puesto que d(Irr(a, Fp)) =

[Fp(a) : Fp] = n e Irr(e, Fp) es separable, el polinomio Irr(c, F,,) tiene n ceros distintos
en E. Aplicando el corolario se sigue que |G| = n.

Sea ¢ : E — E el automorfismo de Frobenius. Probaremos que G = (¢).

Puesto que ¢(1) = 1, ¢ deja fijo F,, y, por tanto, ¢ es un elemento de G. Ahora
probaremos que G es ciclico demostrando que ¢ tiene orden n:

¢" = 1 ya que para todo u € E, ¢"(u) = uP" = wu, puesto que u es un cero del
polinomio X?" — X € F, [X].

Si d es un entero tal que ¢% = 1, entonces los p" elementos de E son ceros del
polinomio X P_oXe F, [X] y, como el ntimero de ceros de un polinomio con coeficientes

en un cuerpo no puede exceder a su grado, se tiene que p® > p" y asi d > n. O

4.4. Teorema del elemento primitivo

Teorema 4.17. Toda extension finita y separable, F : K, es simple, es decir, existe
a € F tal que F = K(«a). Tal elemento o € F se llama elemento primitivo de la

extension F': K.

Demostracion. En primer lugar, supongamos que K es un cuerpo finito con Car K = p.

Si F' : K es finita, es evidente que F' también es un cuerpo finito con el mismo
cuerpo primo que K y, por la proposiciéon anterior, existe o € F' separable sobre I, y,

por tanto, sobre K de modo que F' = Fp(a) = K(a).
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Supongamos ahora que K es un cuerpo infinito.

Si F' : K es finita, existen d1,...,0s € F algebraicos sobre K tales que F =
K (d1,...,0s). Puesto que

K((Sl) CK((51,52) C - CK((;l,...,(SS):F

bastara hacer la prueba en el caso s = 2. Supongamos pues que F' = K(a, 3).

Sean f = Irr(o, K), g € Irr(B, K) y E = Ej4 un cuerpo de escision para fg sobre
K. Puesto f y g son separables sobre K todas sus raices en E son simples.
Sean @ = oy, ...,qp las raices de fy 6= f1,...,Bm las raices de g, en F.

Como K es un cuerpo infinito, podemos escoger un elemento ¢ € K tal que

o — O

Bi—8

Tomamos v := a+ ¢ € K(a, ).

¢ #

Sat+cBFai+cBy, Vi:l,... onyVj:2,...,m.

Es claro que K C K (v) C K («, B3).
Ahora vamos a probar que K (a, ) C K (7).

Consideremos el tinico homomorfismo de anillos
Or—ex: K[X] = K (v) [X]

tal que oy x|k = 1k ¥ @y—ex(X) =7 — cX.
El polinomio h := ¢_cx(f) = f(y — ¢X) € K () [X] verifica que:

i) h(B) = f(y —cB) = fa) =0.

ii) Para todo j : 2,...,m, h(B;) = f(v — cB;) # 0, ya que por la eleccion de ¢ se
tiene que v — ¢fj # o, para todo ¢ = 1,...,n.

Asi, B es la tnica raiz en comtn de ¢ y h en E y, por tanto, el maximo comin
divisor de g y h en F[X] es X — 3. Como ambos polinomios, g y h, estan K () [X],
por la unicidad del cociente y el resto, al aplicar el algoritmo de Euclides extendido, se
tiene que X — 5 € K () [X], por lo cual f € K (). También o = —cf € K () y asi
K(y) = K (o, f). O
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Corolario 4.18. Si K es un cuerpo con Car K = 0, toda extension finita, F : K, es

simple.

4.5. Extensiones normales

Definicién 4.19. Una extension F : K se dice normal si:

i) E: K es algebraica.

ii) Todo polinomio irreducible f € K[X] que tiene un cero en E, tiene todos sus
ceros en F, es decir, escinde en F.

También se dice que E es normal sobre K.

Ejemplos 4.20.
1) Si K es una clausura algebraica de K, K : K es una extensiéon normal; en

particular, C : R es normal.

2) Si [E: K] = 2, entonces la extension E : K es normal.

E : K es algebraica ya que es finita.

Sea f un polinomio irreducible en K[X] que tiene un cero a en E, veamos que f
escinde en FE.

« es algebraico sobre Ky [K(«) : K] = 0Irr(a, K) = 0f.

Como K C K(a) C E, se tiene que [K(a) : K| < [E: K] =2. Porello, 0f =10 2.

Sidf =1: f escinde en K.

Si 0f = 2 : Por el Teorema del factor, X — « divide a f en E[X], es decir, existe

g€ E[X]con f=(X—a)gy, como df =2, se tiene que dg = 1y f escinde en E.

3) Q(+/2) : Q no es normal.

Ya que [ Q(¥/2) : Q] = (X3 — 2) = 3, se tiene que Q(3/2) : Q es algebraica.

Sif=TIr(v2,Q) = X2 -2, V2 € Q(v/2) C R es cero de f. Sin embargo, f no
1 V3

escinde en Q(V/2), pues f tiene ceros no reales en C : /2 y /22, con € = —5 + 72

Teorema 4.21. Sea E : K una extension. Son equivalentes:
1. E: K es finita y normal.

2. E es cuerpo de escision sobre K de algun polinomio f € K[X].
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Demostracion.

1) = 2) Dado que E : K es finita, existen «y, ..., a, € F algebraicos sobre K tales
que E = K(ai,...,ap).

Sea f; = Irr(ay, K) para i : 1,...,n. Como f; tiene un cero o; € F'y E : K es una
extension normal, f; escinde en F.

Por tanto, f = f1--- f, € K[X] escinde en E y dado que
{ai,...,ap} C {ceros de f en E},

E = K(ai,...,a,) es un cuerpo de escision para f sobre K.

2) = 1) Supongamos que F es un cuerpo de escision sobre K del polinomio f y que
f:C(X_/Bl)(X_BT)ﬂ con ¢ € K, Bl EEYE:K(ﬁb"'aBT)'

La extensiéon F : K es finita por estar finitamente generada por elementos algebrai-

COS.

Sea g un polinomio irreducible en K[X] con una raiz, o, en E. Debemos comprobar

que g escinde en FE.

Supongamos que [ es cualquier cero de g en E y consideremos el siguiente diagrama:

E
S N
B E(B)
T T
K(a) K(B)
N /
K

Puesto que a y 3 tienen el mismo polinomio irreducible sobre K, por el teorema [1.34]

existe un K-isomorfismo 7 : K(a) — K(f) y, en consecuencia, [K(«) : K] = [K(f) : K].
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Ya que E es un cuerpo de escision para f sobre K, se sigue que E(a) = E es
un cuerpo de escision para f sobre K(a) y E(f) es un cuerpo de escision para f sobre
K (). Por el Teorema de extension para cuerpos de escision , existe un isomorfismo
7" E — E(B) que extiende 7 y asi, [E : K(a)] = [E(B) : K(5)].

Utilizando el Teorema del grado , se obtiene que

[E: K] =[E: K(a)][K(a): K] =[E(8): K(B)][K(B) : K] = [E(B) : K].
Como K C E C E(f), se deduce que [E(B) : E] =1y, por tanto, 8 € E. O

Ejemplos 4.22.
1) Consideremos la torre de cuerpos Q C Q(v/2) € Q(+/2,¢), con ¢ = e,
Q(¥/2,¢) : Q es normal ya que Q(4/2,¢) es cuerpo de escision del polinomio X3 — 2
sobre Q y, sin embargo, como ya hemos visto, Q(+/2) : Q no es normal.
2) Sea la torre de cuerpos Q C Q(v/2) C Q(v/2).

Q(v/2) : Q es normal puesto que [Q(v/2) : Q] = 2.
v2) - _0(v2):Q _4
Como [Q(V2) : Q(v2)] = QW2 .Q 2

Sin embargo, Q(+v/2) : Q no es normal ya que f = X*—2 es un polinomio irreducible

en Q[X], que tiene un cero v/2 € Q(+/2) pero que no escinde en Q(v/2).

= 2, también Q(v/2) : Q(+/2) es normal.

3) En general, si E : K es una extension normal y finita y K C F' C F, se tiene que

FE : F es normal y finita.

Proposicion 4.23. Sea E : K una extension normal y finita y F' un cuerpo intermedio.
Son equivalentes:
1. F: K es normal.

2. 7(F) C F para todo T K -automorfismos de E.

Demostracion.

1) = 2) Sea 7 un K-automorfismos de E. Si o € F, como E : K es finita, «
es algebraico sobre K. Como el polinomio Irr(a, K) tiene un cero en F, «, por la
proposicion [1.32 sabemos que 7(a) € E también es cero de Irr(a, K). Teniendo en

cuenta que F' : K es normal, se deduce que 7(a) € F.
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2) = 1) Como E : K es normal y finita, por el teorema FE es cuerpo de escision
de algin g € K[X].

Sea f € K[X] un polinomio irreducible que tiene un cero o en F. Sea € E un
cero de f (como E : K es normal todos los ceros de f estan en E). Entonces a y
5 tienen el mismo polinomio irreducible sobre K, por el corolario [3.10, existe un K-
isomorfismo 7: E — FE tal que 7(«) = 8y, como por hipotesis 7(F) C F, se tiene que

T(a) =B € F. O
Concluimos esta seccién comprobando que si L : K es una extension finita de cuer-
pos, existe una menor extensiéon normal y finita de K que contiene a L.
Teorema 4.24. Sea L : K una extension finita de cuerpos. Existe una extension F : L
que verifica:
1. F : Kes una extension normal y finita.

2. Si F': K es una extension normal y K C L C F' C F, entonces F' = F.

El cuerpo F es inico salvo isomorfismos y se llama clausura normal de L sobre K.

Demostracion. Por ser L : K una extension finita existen aq,...,a, € L algebraicos
sobre K tales que L = K(aq,...,ap).

Sea f = Irr(ay, K) - - - Irr(ap, K) € K[X]. Si F es un cuerpo de escision para f sobre
K, por la proposicion [£.21] la extension F': K es normal y finita.

Teniendo en cuenta que f(a;) = 0, para i : 1,...,n, se tiene que a; € F y en
consecuencia L = K(aq,...,a,) C F.

Supongamos ahora que F’ : K es una extensiéon normal verificando que K C L C
F' CF.

Dado que L = K(aq,...,a,) C F', como Irr(a;, K) tiene una raiz, o;, en F' y
F' : K es normal, se tiene que Irr(q;, K) escinde en F’. Por tanto, f escinde en F’ y
FcCF.

Por dltimo, sea E una extension de L que verifica las hipétesis del teorema.

El polinomio f escinde en E y, por tanto, existe un cuerpo de escision, E’, para f

sobre K tal que K € L C E' C E. Por la proposicion E’ : K es una extension
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normal y finita y, aplicando la hipotesis 2), se tiene que E’ = E. Al ser E un cuerpo de

escision para f sobre K, por el corolario[3.9] se obtiene que E'y F' son K-isomorfos. [



Capitulo 5

Teoria de Galois

5.1. Extensiones de Galois

En este tema se consideran cuerpos de caracteristica cero y, por tanto, toda extensiéon
finita es separable.

Definicién 5.1. Sea E un cuerpo y G un subgrupo del grupo de automorfismos de F,
Aut(FE). El conjunto
E¢:={acE|o(a)=a VYoeG}

es un subcuerpo de E, que se llama cuerpo fijo de E por G.

Definicion 5.2. Sea la extension E : K. El grupo de Galois de E sobre K, denotado
Gal(E/K), es el subgrupo de Aut(E) definido por:

Gal(E/K) := {o € Aut(E) | o|x = idx} .

Lema 5.3. Si E = K(a) con a algebraico sobre K yo € Gal(E/K), o estd determinado

por su valor en a y o(a) € E es cero del polinomio Irr(a, K).

Demostracion. Si 0 Irr(a, K) = n, como {1, Q... ,a”fl} es una K-base de £ = K(«),

cada elemento z € K («) admite una tnica expresion como

z=ap+aa+- - +ap_1a" 1 cona € K

51
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y, por tanto,
o(z) =aog+ajo(a) + -+ ap_10(a)" L

Ademas, por la proposicion [1.32] sabemos que o(a) € E es un cero del polinomio
idg (Irr(o, K)) = TIrr(e, K). O

Proposicion 5.4. St E: K es una extension finita, entonces
|Gal(E/K)| < [E : K].

Demostracion. Como E : K es un extension finita, por el Teorema del elemento primi-

tivo (4.17)), existe a € E tal que E = K(«). Por el lema anterior,
|Gal(E/K)| = |Gal(K(a)/K)| < 0Irr(a, K) = [K(a) : K] = [E : K]. O

Proposicion 5.5. Sea E : K una extension normal y finita.

1. Sean «, p € E. Se verifica que:
Irr(a, K) = Irr(B, K) si, y solo si, existe o € Gal(E/K) tal que o(a) = .
2. |Gal(E/K)| = [E : K].

Demostracion.

1) Se sigue de los corolarios y

2) Por la proposiciéon anterior, |Gal(E/K)| < [E : K| = n.

Por el Teorema del elemento primitivo , existe un o € F tal que F = K(«a).
Si f = Irr(a, K), se tiene que:

a) 0f = [K(a): K] =[E: K] =n.

b) f es separable sobre K, puesto que es irreducible y Car K = 0.

c¢) f escinde en FE ya que es irreducible sobre K, tiene un cero, o, en E'y E : K es
normal y finita.

Sean o = ay, ...,y los n ceros de f en E. Paracadai:1,...,n, f =TIrr(a; K) v,
por 1), existe 0; € Gal(E/K) tal que 0;(«) = ;. En consecuencia, |Gal(E/K)| > n.

Notese que Gal(E/K) = {0, € Aut(E) | oi(a) = s y 0i|lxg =idg, Yi:1,...,n}.

]
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Ejemplos 5.6.

1) Gal(C/R) ~ Zy :

Ya que [C: R] =2, la extension C : R es normal y finita.

Por la proposicion |Gal(C/R)| = 2 y entonces Gal(C/R) ~ Zs. Como C = R(3)
e Irr(4,R) = X2 4+ 1 = (X +4)(X — i), utilizando de nuevo la proposicion se tiene

que Gal(C/R) = {01, 02}, donde o7 es la identidad y o9 es la conjugacion.

2) Gal(Q(¥/2)/Q) = {idg g}

Teniendo en cuenta que Q(f/ﬁ) : Q@ no es una extensiéon normal, utilizando las
proposiciones |5.4| y se deduce que | Gal(Q(+/2)/Q)| < 3.

Como Irr(¥/2,Q) = X3 — 2 tiene un tinico cero en Q(+/2), del lema se sigue que
| Gal(Q(V/2)/Q)| = 1.

Nota 5.7. Recordemos algunos resultados de grupos que serén utilizados en lo que sigue.

Si E : K es una extension finita y H es un subgrupo de Gal(E/K), entonces E es

un H-conjunto con la accion definida por:

HxE — E

(o,0) = o(a).

Si a € E, se define la orbita y el estabilizador (o subgrupo de isotropia) de a como
sigue:

Orbita de o := {o(a) | o € H} = Hav.

FEstabilizador de o := {0 € H | 0(a) = a} = H,.

Es conocido que |Ha| = (H : H,) vy, por el Teorema de Lagrange, es un divisor de

|H].

Lema 5.8. Si E : K es una extension finita y H es un subgrupo de Gal(E/K), entonces:
a) E : EY es una extension finita.

b) Sia € E se tiene que Irr(a, B) = H (X —o(a)).
o(e)eHa
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Demostracion.

a) Como K C Ef C E y la extensiéon E : K es finita, por el Teorema del grado (1.6)),

se deduce que E : Eff también es finita.

b) Si @ € E, por el apartado a), « es algebraico sobre EH Sif= Irr(a,EH), para
todo o € H C Gal(E/E!), como a € E es cero de f € EF[X], se tiene que o(a) € F
es cero de a(f) = f (ya que o|gm = idgw ). Por tanto, el polinomio

g= ] X-oa(a)
o(a)eHa

divide a f en E[X].

Ademaés, para todo v € H,

Fg) = J] X-q0(@) =g
o(a)eHa

yva que la ultima igualdad se obtiene teniendo en cuenta que la aplicacion H — H,
definida por o — o, es biyectiva y, asi, Ho = {o(a) |0 € H} = {~vo(«a) | o € H}.

Por tanto, g € E¥[X] y entonces g divide a f en E[X]. Dado que f es irreducible

vy f ¥ g son ménicos, se concluye que f = g. O

Teorema 5.9. Si E : K es una extension finita y H es un subgrupo de Gal(E/K),
entonces

[E:E"] = |H| y H=Gal(E/E").

Demostracion. Como E : Ef es finita, por el Teorema del elemento primitivo (4.17)),
existe a € E tal que E = Ef (a).

Por el lema anterior,
[E: E"] = [E"(a) : BY] = 0lir(o, EY) = |Ha| = (H : H,).
Ademas,

H,:={oce€eH|o(a)=a}

= H, = {idg}y (H: H,) = |H]|.
H C Gal(E/E") y E = Ef(a)
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Por tanto, [E : Ef| = |H|.

Por otra parte,

|Gal(E/E™)| < [E: EY] = |H|

= H = Gal(E/E"), O
H C Gal(E/E™T)

Definicion 5.10. Una extension E : K se dice de Galois si

i) E: K es algebraica,
ZZ) EGal(E/K) - K.

Teorema 5.11. Sea FE : K una extension finita. Son equivalentes:
1. E: K es de Galois.
2. E: K es normal.
3. [F: K| =|Gal(E/K)]|.

Demostracion.

1) = 2) Denotando H = Gal(E/K), como E : K es de Galois, B! = K. Teniendo
en cuenta que F : K es finita, por el Teorema del elemento primitivo , existe
a € E tal que E = K(a) y, por el lema

f=Irr(a, EH) = H (X —o(a)).
o(a)€EHa

Por tanto, f escinde en E, y un cuerpo de escisiéon para f sobre K es
Ey = K({o(a) | o € HY).

Puesto que a € Ey y K(a) C Ey. Ademés, Ey C K(«) ya que o(a) € E para todo
o€ H.

Asi, Ef = E'y, por la proposicion E : K es normal.

2) = 3) Por la proposicion si F : K es normal y finita, se tiene que [E : K| =
|Gal(E/K)|.

3) = 1) Como E : K es una extension finita, también es algebraica.

Veamos que FGIE/K) — [ .
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Sabemos que K ¢ EG(E/K) = B Por el teorema y la hipétesis 3),
E: EGal(E/K)} = |Gal(E/K)| = [E : K].

Como consecuencia del Teorema del grado 1) [EGal(E/ K. K ] =1 o, equivalen-

temente, ECa(E/K) — K ]

Corolario 5.12. Si K C F C E es una torre de cuerpos y E : K es una extension de

Galois finita, entonces E : F es de Galois finita.

5.2. Teorema fundamental de la teoria de Galois

Teorema 5.13. Sean E : K una extension de Galois finita con grupo de Galois G =
Gal(E/K), F ={F cuerpo | K C F C E} yS ={H | H subgrupo de G}.

Las aplicaciones

F — S y S — F
F — Gal(E/F) H — EH

son biyectivas, inversas la una de la otra e invierten las inclusiones.

Demostracion. Es obvio que las dos aplicaciones estdn bien definidas e invierten las

inclusiones. Veamos que son inversas:

Para cada F € F, puesto que E : F es una extension de Galois, EGaE/F) — F y
asi,

F s Gal(E/F) — ES¥E/F) — |,
Para cada H € S, por el teorema Gal(E/E™) = H y entonces,

H — Ef — Gal(E/ET) = H.
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Notese que:
b {1}
TE:F|=[H]| i
F=pH +— H=Gal(E/F)
TF:K]=(G:H) I
K G

Corolario 5.14. Sean E : K una extension finita de Galois, G = Gal(E/K) y H un

subgrupo de G. Entonces

H < G si, y solo si, E : K es normal finita.

Ademds, en este caso,
Cal(E¥ /K) ~ G/H = Gal(F/K)/ Gal(E/E™).

Demostracion.

“=" Por la proposicion [4.23] es suficiente demostrar que si ¢ € G se verifica que
o(EH) c EX.
Sean z € Ef y 7 € H, como H es un subgrupo normal de G, existe 7 € H tal que

T = oo~ L. Por tanto,
To(x) = 0'7'10'_10'(56) =o7(x) = o(x),

va que 11 € Gal(E/E™) y z € Ef. En consecuencia, o(x) € E¥ y o(E) c EH.
“<” Si FH . K normal y finita, entonces E : K es de Galois.

Consideramos la aplicacion

h: G=Gal(E/K) — Gal(E¥/K)
o —  o|gH
Por la proposicion h estd bien definida y, trivialmente, es homomorfismo de

grupos.
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Kerh := {0 € G = Gal(E/K) | o|gn = idgn} = Gal(E/E") = H.
Por tanto, H es un subgrupo normal de G.
Factorizando h, se tiene que G/H ~ Im h.

Ademas,

Im h| = |G/H]| = |’§| - [fzzéﬂ}

= [BE" : K] = |Gal(E" /K)|

donde la ultima igualdad se sigue de que E¥ : K es de Galois finita.
Como Im A es un subgrupo de Gal(Ef /K), se tiene que Imh = Gal(E¥ /K) y, por
tanto, Gal(E" /K) ~ G/H. O

Utilizando el Teorema fundamental de la teoria de Galois, el corolario anterior se
puede enunciar como:

Corolario 5.15. Sean E : K una extension finita de Galois, F' un cuerpo intermedio

entre K y E y G = Gal(E/K). Entonces:
F : K es normal si, y solo si, Gal(E/F) es un subgrupo normal de G.

En este caso,

Gal(F/K) ~ Gal(E/K)/ Gal(E/F).



Capitulo 6

Resolubilidad de ecuaciones por

radicales

6.1. Grupos resolubles

Los grupos resolubles aparecieron en el estudio de la resolubilidad de ecuaciones por
radicales y de ahi el nombre (fueron bautizados por Jordan, en 1867). Estos grupos son
mucho més generales que los abelianos, pero aiin asi poseen algunas de sus propiedades
“agradables”. Notese que si G es un grupo,

G es abeliano < Va,b € G,ab = ba < Va,b € G,aba b7 =e.

De modo que el conjunto {aba_lb_1 | a,b e G} puede verse como la obstruccién
para que G sea abeliano.

Definicién 6.1. Sea G un grupo y a,b € G, se llama conmutador de a y b, y se denota

por [a, b], el elemento aba~'b~! € G.
Se llama subgrupo conmutador o subgrupo derivado de G,y se denota por G, el
grupo
G = {[a,b] | a,b € G}).
Observacion 6.2. Notese que:
1) G es abeliano < G’ = {e}.
2) [a,b] "t = [b,a], Va,b e G.

3) Los elementos de G’ son productos finitos de conmutadores.
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Proposicién 6.3.

1. Si f: G — T es un homomorfismo de grupos, entonces f(G') es un subgrupo de
T'. Si ademds f es sobreyectivo, entonces f(G') =T'.

2. Si H es un subgrupo de G, entonces H' es un subgrupo de G'.

3. Para cualquier grupo G, G’ es un subgrupo normal de G.

Demostracion.

1) Ya que f(ja,b]) = flaba~b7Y) = f(@)f(B)f(a)" F(B)™ = [f(a), F(B)], se tiene
que f(la1,b1]---[ar,br]) = [f(a1), f(br)]---[f(ar), f(br)] ¥, en consecuencia, f(G') es
un subgrupo de T".

2) Sii: H < G es el homomorfismo inclusion, por el apartado anterior, i(H') = H’

es un subgrupo de G'.

3) Para cada a € G se verifica que aG’a™! = G'. En efecto, como

ve: G — G
x +— azxa !

/

es isomorfismo de grupos, por el apartado 1), se tiene que ¢,(G’) = G’, es decir,

aG'la= !t =G O
Proposicion 6.4. Si G es un grupo y N es un subgrupo normal de G, entonces
G/N es abeliano si, y solo si, G’ C N.

En particular, G/G' es abeliano.

Demostracion. G/N es abeliano < aNbN = bNaN, Va,b € G < ab(ba)™! € N,
Va,b € G < [a,b] € N, Va,be G < G' C N. O

Definicion 6.5. Un grupo G se dice resoluble si, para algtin n > 0, existe una cadena

finita de subgrupos
G=GyD>G1D--DG,={e} (%)
tal que, para:0,...,n—1,

i) G;41 es subgrupo normal de G,
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i) G;/Git+1 es abeliano.
Una cadena (%) que verifica i) se dice que es una serie normal de G a {e}. Los
grupos cocientes G;/G;11 de ii) se llaman factores de la serie.

Asi, G es resoluble si existe alguna serie normal de G a {e} con factores abelianos.

Ejemplos 6.6.
1) Si G es abeliano, entonces

G D {e}

es una serie normal de G a {e} con factores abelianos y, por tanto, G es resoluble.

2) Ss3 es resoluble. Basta considerar la cadena de grupos
S3 D ((123)) D {e}.

Como (S5 : ((123))) = 2, se tiene que ((123)) <1 S3 y S3/ ((123)) es abeliano y, ademaés,

((123)) es abeliano porque es ciclico.

Proposicion 6.7. Si G # {e} es un grupo abeliano finito, existe una serie normal de

G a {e} cuyos factores son ciclicos de orden primo.

Proposicion 6.8. Un grupo finito G # {e} es resoluble si, y solo si, tiene una serie

normal cuyos factores son ciclicos de orden primo.

Definicion 6.9. Si G es un grupo, se llama serie derivada de G a la cadena de subgrupos
de G
GO 5agh 5@ ...

donde: G := @, GO+ .= (GMY, el derivado de G, Vi > 0.
Proposicién 6.10. Un grupo G es resoluble si, y solo si, existe t > 0 tal que G®) = {e}.

Demostracion.
“=” Sea G =Gy D Gy D+ DGy, = {e} una serie normal de G a {e} con factores

abelianos.

Probaremos, por induccién, que G ¢ G; Vi > 0.
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GO =G =Gy.
Sea i > 0 y supongamos que G® C G;. Entonces, ya que Gi/Giy1 es abeliano,
G .= (GDY c (&) € Giqr.
“<" De la proposicion [6.4] se sigue que la serie derivada
GO S5a) 5...5aq0 = {e}
es una serie normal de G a {e} con factores abelianos. O

Lema 6.11. Sea f: G — T un homomorfismo de grupos. Se verifica que:
a) f(GD)cTW, vi>o.

b) Si f es sobreyectivo, f (G(i)) =70 vi>0.
Demostracion. Se demuestra usando induccion en 3. O

Proposicion 6.12. Sea G un grupo resoluble.
1. 51 f: G = T es un homomorfismo de grupos sobreyectivo, entoncesl' es resoluble.
En particular, todo grupo isomorfo a uno resoluble es resoluble.

2. 8i H es un subgrupo de G, entonces H es resoluble.

Demostracion. Si G es resoluble, existe t > 0 tal que G®) = {e}.

1) Por el lema anterior f (G®) =T® = {e}.

2) Si H es un subgrupo de G, la inclusion i : H < G es un homomorfismo de grupos.
Por el lema anterior H®) ¢ GO Vi >0, y como G) = {e}, se tiene que H® = {e} y
H es resoluble. O

Teorema 6.13. Sean G un grupo y H un subgrupo normal de G, entonces
G es resoluble si, y solo si, H y G/H son resolubles.

Demostracion. Es claro que la aplicacién

p: G — G/H

a aH
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es homomorfismo sobreyectivo de grupos y que Ker p = H.

“=” Considerando la inclusion i: H < G y la proyeccion p: G — G/H, de la
proposicion anterior, se deduce que H y G/H son resolubles.

“<” Dado que G/H es resoluble, existe t > 0 tal que (G/H)® = {H}.

Ademaés, por el lema p(GW) = (G/H)®. Por tanto, p(G®) = {H} y, en
consecuencia, G® ¢ Kerp = H.

Teniendo en cuenta que H es resoluble y la proposicion se obtiene que G(*) es
resoluble, es decir, 3 r > 0 tal que (G(t))(r) = {e}.

Es claro que (G(t))(r) = G+ y por tanto, G es resoluble. OJ
Ejercicio 6.14. G y H son grupos resolubles si, y solo si, G X H es un grupo resoluble.

Demostracion.
“=" La aplicacion
™ GxH — G
(9:h) = g
es un homomorfismo sobreyectivo tal que Kerm = {e} x H < G x H.
Como (G x H)/Kerm ~ Gy {e} x H ~ H son grupos resolubles, por el teorema
6.13] se tiene que G x H es resoluble. O

Ejercicio 6.15. ¥V n > 2, A, es resoluble si, y solo si, S, es resoluble

Demostracion. Como (S, : Ayp) = 2 se verifica que 4,, es un subgrupo normal de .S,,.

Como S, /A, tiene orden 2, es un grupo abeliano, por lo cual S,, /A, es resoluble.

Por el teorema [6.13], A4,, es resoluble si, y solo si, S, es resoluble. O

Proposicion 6.16. Sy y Ay son grupos resolubles.

Demostracion. Por el ejercicio anterior es suficiente probar que A4 es un grupo resoluble:

Sabemos que sic € Sy, 0 #1y o =070, es la descomposicion de o en producto

de ciclos disjuntos, entonces |o| = m.c.m. {|o1],...,|o|}.
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Ya que los tnicos elementos de orden 4 en Sy son los 4-ciclos y son permutaciones

impares, en A4 no hay elementos de orden 4 .

En Sy los elementos de orden 2 son los 2-ciclos o la composiciéon de dos 2-ciclos
disjuntos. Puesto que una trasposiciéon es una permutaciéon impar, los elementos de

orden 2 de A4 son (12) (34), (13) (24) y (14) (23).

Por otra parte, como |A4] = 22 -3, si V es un 2-Sylow de Ay, como en A4 no hay
elementos de orden 4, todo elemento de V', distinto del neutro, tiene orden 2; por tanto
V' tiene 3 elementos de orden 2. Puesto que en A4 solo existen 3 elementos de orden 2,

V es el tnico 2-Sylow de Ay y, en consecuencia, V' <1 Ay.
V =1{1,(12) (34),(13) (24), (14) (23)} (Grupo de Klein).
Asi,
Ay DV D {1}

es una serie normal con factores A4/V (~ Z3) y V/{1} ~ V abelianos. O

Teorema 6.17. Sin > 5 el grupo S, no es resoluble.

Demostracion. La prueba se realizard por reduccién al absurdo.

Si S, es resoluble, existiria una cadena de subgrupos de S,
Sn:HODHlD"‘DHiDHz‘—f—lD"-DHm:{l}

tal que H;11 < H; y H;/H;+1 es abeliano, Vi :0,...,m — 1.

Veremos que cada H; contiene todos los 3-ciclos de S,, lo que es imposible pues
H,, ={1}.

Sea (abc) un 3-ciclo cualquiera de S,,. Teniendo en cuenta que n > 5, existen d, e €
{1,2,...,n}\Aa,b,c}.

Tomamos o = (bed), B = (bae) € S,. Como Hy/H; es abeliano, el conmutador
[, B] = aBa 1B~ = (bed) (bae) (deb)(eab) = (abc) es un elemento de Hj.

Supongamos ahora que ¢ > 1 y que H; contiene todos los 3-ciclos. Sea (abc) un

3-ciclo cualquiera de S,,. Procedemos de forma idéntica al caso ¢ = 1 teniendo en cuenta
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que a, f € H; por ser 3-ciclos, y resulta que (abc) = [, 5] € Hit1 ya que H;/H,11 es

un grupo abeliano. O

6.2. Raices de la unidad

En lo que sigue de este tema consideraremos cuerpos de caracteristica cero.

Definicién 6.18. Sean K un cuerpo, un entero n > 1 y K una clausura algebraica de
K.

Llamaremos raiz n-ésima de la unidad en K a cualquier € € K que sea un cero del
polinomio X" — 1 € K [X].

Denotaremos con U, = {e € K | e" = 1}.

Proposicioén 6.19. U, es un grupo ciclico de orden n. Cada generador de Uy, se llamard

raiz n-ésima primitiva de 1.

Demostracion. Es obvio que 1 € U,. Si «, 8 € U, se tiene que a8 € U, ya que (af)" =
a"B" = 1. Ademas, si a € U, y a # 0, dado que (a~1)" = (™)~ = 1, se deduce que
a~teu,.

U, es un grupo de orden n ya que el polinomio X" — 1 es separable (su derivada
nX""! no es nula y solamente admite al 0 como raiz). Ademas, por el teorema es

ciclico. 0

Observacion 6.20. El indicador de Euler de n, ¢ (n), es el nimero de generadores del
grupo Uy,
on):={{reN|1<r<n,(rn)=1} = U(Z,).
Si U, = (g) con |e] = n > 1, entonces el conjunto de generadores de U, es

{"|1<r<mn, (rn) =1}

Proposiciéon 6.21.
1. Sin,m € Z y (m,n) =1 se tiene que ¢ (nm) = @ (n)p(m).

2. Si p es un numero primo y k > 1 es un entero, se verifica que

e(p*) = (p—1p* L.
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3. 5i p1,...,ps son primos distintos y a,...,as > 1 son enteros, entonces

1—1 as—1

@i pe) =1 —1)- (ps — )pI* ™ - po

Demostracion.

1) El homomorfismo de anillos

7 — Ly X Ly,
a — a(1,1)
tiene como nucleo nmZ ya que (m,n) = 1. Como ademas |Zyy,| = |Zn X Zyn,|, se tiene

que Zpm =~ Ly, X Loy, y entonces
U (L) | = [U(Zp X L) | = U (Zn) | [U(Zn)| -

2) Como los multiplos de p entre 1 y p* son 1-p,2-p,...,pF - p, teniendo en
cuenta que el namero de enteros entre 1 y pF que no son coprimos con p* coincide con

el namero de multiplos de p entre 1 y p¥, se tiene que
p(") =p" =" = (p - 1)
3) Se prueba usando induccion. O

Proposicién 6.22. Sea K un cuerpo y sea € € K una raiz n-ésima primitiva de 1. Se
verifica que:
1. K(e) : K es una extension de Galois finita.

2. Gal(K(e)/K) es abeliano y, por lo tanto, resoluble.

Demostracion.

1) K (e) es cuerpo de escision sobre K del polinomio X" —1 € K [X] ya que U, = (¢).

2) Para probar que Gal(K (g)/K) es abeliano bastara con demostrar que si 0,7 €
Gal(K(e)/K) entonces (co7)(e) = (t00)(g).

Como Irr(e, K) divide a X™ — 1, se tiene que o (¢) y 7 (¢) son raices n-ésimas de 1
y, por ello, existen 7,t € Z con 0 < r,t < n tales que o (¢) =" y 7 () = .

Ast, (007)(6) = 0 (7 (6) = () = (0 £))' = () = 7y (r00) (&) = 7 (0(6)) =
) = (@) = () = e =
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Proposicién 6.23. Sean K un cuerpo, € € K una raiz n-ésima primitiva de 1 y o € K
tal que o™ € K. Se tiene que:

1. K (g,0) : K y K (e,) : K(¢) son extensiones de Galois finitas.

2. Gal(K (e,«0) /K (g)) es abeliano y por tanto resoluble.

3. Gal(K(e,a)/K) es resoluble.

Demostracion.

1) K(e,a) es cuerpo de escision del polinomio X™ — o™ sobre K y, en consecuencia,
K(e,a): Ky K(e,a) : K(¢) son extensiones de Galois finitas.

2) Cada o € Gal(K (g, )/ K (€)) esta determinado por su valor o () y sabemos que
o () es un cero de X" — ™.

Si 0,7 € Gal (K (e,a) /K (¢)) existen enteros r,s con 0 < r,s < n de forma que
o(a)=ac" y 7(a) = ae®.

Asi, (co7)(a) = o(7(a)) = o(ae’) = o(a)o(e¥) = ae’e® = ae"* ya que
o(e®) = ¢° € K(g); de modo andlogo, (To0)(a) = ag*™", de donde resulta que
goT=Tooao.

3) K C K(g) C K(e,a) y como K (g) : K es de Galois, por el corolario [5.14]
H = Gal(K (¢,a) /K (¢)) < G = Gal(K (g,a) /K) y Gal(K (¢) /K) ~ G/H. Como H
y G/H son resolubles, utilizando el teorema se tiene que G es resoluble. 0

Definicién 6.24. Sea ¢ € C una raiz n-ésima primitiva de 1. Llamaremos polinomzio
ciclotémico n-ésimo, y lo denotaremos por ®, (X), al polinomio
o, (X)=  J] (X-em.
m<n,(m,n)=1

Proposicion 6.25. Sea € € C una raiz n-ésima primitiva de 1. Se verifica que:

1. 9, (X) € Z[X].

2. @n (X) =Irr(e,Q) y [Q(e) : Q] = O(Irr(e, Q) = p(n).
Demostracion.

1) Sea E un cuerpo de escision del polinomio X" — 1 sobre Q y G = Gal(E/Q). Si

o € Gy € es una raiz n-ésima primitiva de 1, o(g) también es una raiz n-ésima primitiva
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de 1 ya que es un cero del polinomio X™ — 1y |o(e)| = |e| = n. Por tanto, si 7 es la
extension del isomorfismo o al anillo de polinomios E [X], entonces 7 (P, (X)) = @, (X)

y, como Q = E®, el polinomio ®,(X) € Q[X].

Ademas, como ®,,(X) € Q[X] es un factor moénico de X™ — 1 € Z[X], se tiene que
o,(X) € Z[X].

2) Veamos ahora que ®,,(X) € Z[X] es irreducible en Z[X].

Si f € Z[X] es un factor irreducible y monico de ®,,(X), existe h € Z[X] tal que
®,(X) = f-h.Sicuna raiz de f, € es una raiz n-ésima primitiva de 1. Probaremos
ahora que si p es primo que no divide a n, se verifica que P, que también es una raiz

n-ésima, primitiva de 1, es un cero de f.

Si f(eP) # 0, entonces h(eP) = 0 y asi, € es un cero del polinomio h(X?) € Z[X].
Por ello, el polinomio f = Irr(e,Q) divide a h(XP) en Q[X]. Teniendo en cuenta que
ambos polinomios tienen coeficientes enteros, se tiene que f divide a h(XP) en Z[X] vy,

como ambos polinomios son monicos, existe g € Z[X] monico tal que h(XP) = f - g.

Aplicando el homomorfismo de reduccién moédulo p, como aP = @ para cualquier

entero a, se tiene que

(A(X))" = h(X7) = F(X) - 4(X),

lo que significa que f y h tienen algtin factor comtin en el dominio de factorizacién tinica
Zy [ X] y, por ello, el polinomio @, (X) tendria raices multiples, lo cual es imposible ya

que @, (X) divide a X™ — 1 y el polinomio X™ — 1 es separable.

Hemos probado que si p es primo que no divide a n y € es una raiz de f, también
lo es €. Dado que cualquier raiz n-ésima primitiva de 1 se puede obtener elevando ¢
a una sucesion de potencias primas, con primos que no dividen a n, esto implica que
todas las raices n-ésimas primitivas de 1 son raices de f. Por tanto, f = ®,(X) y, asi,

®,,(X) es irreducible en Z[X].

Por la observacion se tiene que [Q (¢) : Q] = I(Irr(e, Q)) = p(n). O
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Corolario 6.26. Sea n un entero, n > 1. Entonces,
X" —1=]]2(X).
dln
Demostracion. Sabemos que si « € U,, por el Teorema de Lagrange, |a| divide a n =
|Uy|. Ademés, como U, es ciclico, si d es un divisor de n, existe a € Uy, con |a| = d.

Si en la factorizaciéon

xt—1= ] X-a

reagrupamos los factores correspondientes a aquellas o € U, que tienen el mismo orden

d, entonces

o (X)=[[ X —a)

|a|=d

y se tiene el resultado. O

Ejemplo 6.27.
1) & (X)=X—1.
2) @ (X)=X+1,pues X2 — 1= (X) Py (X) .

3) Si p es un primo, X? — 1 = Hd|p Q4 (X) =1 (X) P, (X), y entonces
D, (X)=XP 1+ XP 24 4 X 41
4) Puesto que X4 — 1 = &1 (X) @5 (X) @4 (X), se deduce que
dy(X)=X>+1.
5) Teniendo en cuenta que X® — 1 = &7 (X) @3 (X) @3 (X) &g (X), se tiene que
X6 -1 X6 -1

P (X) = X6 (0% (X) - (XD 1) =X -X+1.

6) Analogamente, se obtiene que

X2?-1 X541

= =X*-X%24+1.
(X6 _ 1)@y (X) X241 *

Dy (X) =
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6.3. El Gran Teorema de Galois

Definicion 6.28. Una extension F': K es radical si existe una torre de cuerpos
K=KycK,c---CcK,1CcK;Cc---CK,=F

tal que, para cada i:1,...,7, K; = K;_1(oy) y existe n; > 1 con o € K;_.

Una torre de este tipo se llamara una torre radical.

Notese que existe a; € K;_1 tal que a; es un raiz n;-ésima de a; y a veces usaremos

la notacién «; = n¥/a;.

Observaciones 6.29. Sea F' : K una extension radical.

1) F=K(a,...,q,) y como, para cada i : 1,...,7, a; es algebraico sobre K;_1, la
extension K; : K;_1 es finita y, usando el Teorema del grado , se tiene que F' : K
es finita.

2) {1, ar, ... ,0/1“_1} es un sistema de generadores de K (ay) como K-espacio vec-

torial. Asi,

g = ng/@: n</00_|_61 "%/a+"'+0n1—1 ”i/a{ll—l (*)

con a1 = oy, ¢; € K para j =0,1,...,n; — L.

De forma recurrente el elemento a3 = ™/as con ag € K(aq)(ag) y, por tanto, as
serd una expresion del tipo (*) con ag en lugar de aj, con ng en lugar de nj, con ng en
lugar de ng, y con los ¢; € K(aq) que seran a su vez expresiones del tipo ¢; = g;(a1)
con g; € K [X]. Iterando el proceso, se puede ver como es la expresion de cualquier

elemento de K (o, ..., ap).

Definicién 6.30. Sea f € K [X]|y Ef un cuerpo de escision para f sobre K.
Se dice que f (o la ecuacion algebraica f(X) = 0) es resoluble por radicales sobre
K si Ey esta contenido en una extension radical de K.

El grupo Gal(E/K) se llama grupo de Galois de f sobre K y se denota por Galg (f).

Observacion 6.31. Galg(f) es tnico salvo isomorfismos.
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En efecto, si Ef y E} son cuerpos de escision de f € K [X] sobre K, por el corolario
existe un K-isomorfismo o: Ey — E}. La aplicacién Gal(Ey/K) — Gal(E}/K)

1

definida por 7+ g o700 es un isomorfismo de grupos.

Ejemplos 6.32.
1) Toda ecuacién con coeficientes reales es resoluble por radicales sobre R puesto

que R C R(7) = C es una torre radical.

Esto no significa que sepamos una féormula para calcular las raices de la ecuacion,
simplemente que es posible obtenerlas mediante operaciones racionales (sumas, restas,

multiplicaciones y divisiones) y extraccion de radicales.

2) Q(v2, V/2) : Q es una extension radical ya que
Q c Q(v2) cQ(V2)(V2) = Q(v2, V2)
es una torre radical.

Lema 6.33. Sean K un cuerpo, f € K [X] y K' = K («) con o™ € K para algin entero

n > 1. Entonces,
Galg (f) es resoluble si, y solo si, Galg/(f) es resoluble.

Demostracion. Sean g = X" — o™ € K [X]y Efg un cuerpo de escision para fg sobre

K. E¢, contiene un cuerpo de escision, Ey, para f sobre K y otro, Eg, para g sobre K.

Efg
/ N
Ly T Ly
N /
K

Por los teoremas y las extensiones Eyrq : K, Ef : Ky B, : K son de Galois
finitas y, por el corolario [5.14] sabemos que

Gal(Eyg/Ey) < Gal(Efy/K) y Gal(Ef/K) ~ Gal(Egy/K)/ Gal(Egg/Ef) y
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Gal(Eyy/E,) < Gal(Eyy/K) y Gal(E,/K) = Gal(Ef,/K)/ Gal(Eyy/E,).

Dado que, Ey, es cuerpo de escision de g sobre Ky y E, es cuerpo de escision de g
sobre K, por la proposiciéon se tiene que Gal(Ey,/Ef) y Gal(E,/K) son grupos

resolubles.

En el teorema hemos visto que si H es un subgrupo normal de un grupo G,

entonces G es resoluble si, y solo si, H y G/H son resolubles. Por tanto,
Gal(E¢/K) es resoluble & Gal(Ef,/K) es resoluble < Gal(Ey,/Eg)es resoluble.

Anélogamente, puesto que

Efq
/ N
Ef(a) T Eg
N /
K()

E¢(a) es un cuerpo de escision para f sobre K (), E, es un cuerpo de escision para g so-
bre K (a) y Efg es un cuerpo de escision para g sobre E¢(«), repitiendo el razonamiento

anterior, se tiene que
Gal(E¢(a)/K () es resoluble < Gal(Ey,/E,) es resoluble.
Por tanto,
Gal(E¢/K) es resoluble & Gal(Ef(a)/K(a)) es resoluble,
o equivalentemente,
Galg (f) es resoluble < Galg/(f) es resoluble. O

Teorema 6.34 (El Gran Teorema de Galois). Sea f € K [X]. Si f es resoluble por

radicales sobre K, entonces Galg (f) es un grupo resoluble.
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Demostracion.
Sea Ey un cuerpo de escision para f sobre K. Como f es resoluble por radicales

sobre K, existe un torre de cuerpos
K=KycKycCc---CK,1CK;,C---CK,
tal que para cadad: 1,...,r, K; = K;_1(oy) y existe n; > 1 con o' € K;_1y Ef C K.
Por el lema anterior sabemos que:

Galg (f) es resoluble < Galg, (f) es resoluble & --- < Galg, (f) es resoluble.

Ahora bien, como K C E;y C K, un cuerpo de escisién para f sobre K, es K., asf,
Galg, (f) = {id} que es un grupo resoluble. En conclusion, Galg (f) es resoluble.  [J

Nuestro proximo objetivo es demostrar el reciproco del teorema anterior.

Veamos, en primer lugar, que cualquier extensién normal y finita de un cuerpo K
de caracteristica cero esta contenida en una extension radical de K.

Proposicion 6.35. Si E : F es una extension normal y finita y G = Gal(E/F) es un

grupo resoluble, existe una torre de cuerpos
F=FKCcFC---CF,=F

tal que, para i : 1,...,k, F; : F;_1 es una extension normal y finita y Gal(F;/F;_1) es

un grupo ciclico de orden primo.

Demostracion. Si G es un grupo resoluble, por la proposicion [6.8] existe una cadena de
grupos

G:G()DGlD"‘DGk:{e}
con cada G; < Gi—1 v Gi—1/G; ciclico de orden primo.
Por el teorema [5.13] existe una torre de cuerpos

Fp=F=E“CcF=E“"c...CF,=E.

Como F : F es una extension normal y finita, también lo son las extensiones E : Fj,
para ¢ : 1,..., k. Entonces, por el corolario [5.14] F; : F;_; es normal y finita si, y solo

si, G; = Gal(E/F;) < Gi—1 = Gal(E/F;_1) y, en este caso, Gal(F;/F;_1) ~ G;—1/G;.
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Notese que, como ya hemos senalado, G;_1/G; es un grupo ciclico de orden primo.

O

Probaremos a continuacién que cada una de las extensiones normales F; : F;_1, con
Gal(F;/F;_1) ciclico de orden primo p;, puede ser descrita mediante la adjunciéon de una
raiz p;-ésima.

Proposicién 6.36. Si F; : F;_1 es una extension normal de grado primo p; y ep, € Fi—1

es una raiz p;-ésima primitiva de 1, entonces existe 8 € F;_1 tal que F; = F;_1( %/8).

Demostracion. Dado que [F; : F;_1] = p; primo, para cada o € F;\F;_1 se tiene que
F; = F;_1(a). Por tanto, es suficiente con encontrar algiin 3 € F;_; tal que &/f3 €
F\F_1.

Sea o € F;\F;_1 y Gal(F;/F;_1) = (0) = {1,0,...,0P""1}. Si definimos

aji=a+e o)+ + sg,(pi_l)api_l(a), para j:0,...,p; — 1,

aplicando el homomorfismo o se tiene
o(aj) = o(a)+e) o (a)+-+elPiVa=e o,
ya que, como &y, € Fy_1, o(ep,) = ep,. Entonces

7(of) = (e5)a)" = o

de donde se deduce que oz?i € FZ.<U> =F_,.

Veamos ahora que existe algiin «; que no pertenece a F;_1. En efecto, dado que
(eps) = <5{,i>, es decir {1,6,,1.,...,6?2_1} = {1,5%i,...,5§;$pi_1)}, paraj:1,...,p; —1,
se tiene que

XP—1=(X-1)(X—¢el) (X —ePD),

de donde se sigue que 1+ &), 4 - - - + 5{,51”_1) = 0 (coeficiente de XPi~1).
Asi, teniendo en cuenta que a ¢ Fj_1, se verifica que
pi—1

Y aj=pia+00(a)+ -+ 00" (a) = pia ¢ Fy1.
§=0

Pj

Por ello, existe algtn j para el cual a; ¢ F;_1 y tomando = « ;. se tiene el resultado.

O
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Volviendo a una situaciéon como la de la proposicién [6.35] vamos a construir una
extension radical de F' que contiene a F, a partir de las etapas Fy, Fy,...,Fp, = E
adjuntando las raices de la unidad que sean necesarias para poder aplicar la proposicién
[6.36] La clave para conseguirlo esta en el siguiente lema.

Lema 6.37. Si F; : F;_1 es una extension normal con [F; : F;_1] = p; primo y €, es
una raiz p;-ésima primitiva de 1, entonces Fi(ep,) : Fi—1(ep,) es una extension normal
y [Fi(ep,) : Fica(ep,)] = pi-
Demostracion. Si F; : F;_1 es una extension normal y finita, F; es un cuerpo de escisiéon
sobre F;_; de algtin polinomio f € F;_1 [X] y Fi(ep,) es un cuerpo de escision sobre
F,_1 y sobre F;_i(gp,) del polinomio (XPi —1)f € F,_; [X]| C Fi_1(ep,) [X]. Por ello,
Fi(ep,) : Fi—1(ep,) es una extension normal y finita.

Si{ai,...,ap,} es una F;_j-base de Fj, es claro que genera Fj(gp,) como Fj_i(ep,)-
espacio vectorial y asi [Fj(ep,) : Fi—1(ep;)] < pi-

Por otra parte, dado que Fi_1 C Fi_1(ep,) C Fi(ep,) vy Fi—1 C F; C Fi(ep,), aplicando
el Teorema del grado , se obtiene que

[Fi(ep:) : Fima] = [Fi(ep,) : Fica(ep,)] [Fio1(ep,) « Fica] y
[Fiep,) : Fii] = [Fi(ep,) : Fi] [Fi : Fia] = [Fi(ep,) : Fi - pi.

Teniendo en cuenta que [F;_1(gp,) : Fj—1] = 0Irr(ep,, Fi—1) < p; — 1, se tiene que p;
divide a [Fi(ep,) : Fi—1(gp,)] < pi y, por tanto, [Fi(ep,) : Fi—1(ep,)] = pi- O]
Proposicion 6.38. Si E : F' es una extension normal y finita y Gal(E/F) es un grupo
resoluble, entonces E estd contenido en una extension radical de F.

Demostracion. Si E : F' es una extension normal y finita y G = Gal(E/F') es un grupo

resoluble, por la proposiciéon [6.35, existe una torre de cuerpos
F=FkKCFC---CF,=F
con F; : F;_1 normal y finita y Gal(F;/F;_1) ciclico de orden primo, p;, parai: 1,..., k.
Si €y, es una raiz p;-ésima primitiva de 1, por el lema [6.37, F; (ep,) : Fi—1 (ep;) €s

una extension normal y finita y Gal(F; (gp,) /Fi—1 (gp,;)) es ciclico de orden primo, p;,

parai:1,... k.
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Puesto que €,, € Fi_1 (gp,), aplicando la proposicion se verifica que F; (gp,) =
Fi_1(ep,) (%/Bi) para algtn §; € Fi_q (gp,).
Extendiendo F' = I por los sucesivos radicales €,,, 3/f1,€p,, /B2, .. €p, ¥ X/ Bi

obtenemos una extension radical de E, como queriamos. O

Teorema 6.39. Sea f € K [X]. Si Galg(f) es un grupo resoluble, entonces f es reso-

luble por radicales sobre K.

Demostracion. La extension Ey : K es normal y finita y, por hipétesis, el grupo
Gal(Ef/K) es resoluble.
Por la proposicion [6.38, E; esta contenido en una extension radical de K. O

Ahora nos proponemos ver que no todas las ecuaciones son resolubles por radicales.

Proposicion 6.40. Si f € K [X] tiene m ceros diferentes, el grupo Galg (f) es isomorfo

a un subgrupo de Sy, .

Demostracion. Sean E; = K(ay,...,q;,) un cuerpo de escision para f sobre K y
f=c(X =) (X —ap)'™ € B [X].

Si o € Galg(f) = Gal(Ef/K), para todo i : 1,...,m, se tiene que o(oy) €
{a1,...,an} y, como o es biyectiva, {aq,...,an} = {o(a1),...,0(am)}. Por tanto,
la aplicacién

Galg(f) — Sm
o = Ol{ar,.am)
es un homomorfismo de grupos inyectivo (si o, 7 € Galk (f) con ol{a,,..amt = Tl{ar,...am};
ya que Ef = K(o,..., o), es obvio que 0 = 7) y asi, Galg(f) es isomorfo a un sub-

grupo de Sp,. O

Corolario 6.41. Si f € K [X] y 0f <4, f es resoluble por radicales sobre K.

Demostracion. Si r es el nimero de raices diferentes de f, entonces r < 0f <4y, por

y la proposicion [6.16] el grupo S, es resoluble.

Por la proposicién anterior, Galg (f) es isomorfo a un subgrupo del grupo S, y es
resoluble, por la proposicion[6.12] Utilizando el teoremal[6.34] f es resoluble por radicales
sobre K. O
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A continuacion probaremos que hay polinomios de grado > 5 que no son resolubles
por radicales.

Lema 6.42. Sea p un primo. St G es un subgrupo de S, que contiene un p-ciclo y una

trasposicion, entonces G = Sp.

Demostracion. Como toda permutacion se descompone en producto de trasposiciones

bastara comprobar que G contiene todas las trasposiciones de Sp,.

Sea 0 € G un p-ciclo. Si 7 = (i1,i2) € G, existe un entero s, 0 < s < p, tal que
0®(i1) =42 y 0° € G también es un p-ciclo ya que los tnicos elementos de orden p en S,
son los p-ciclos. Asi, haciendo un cambio de notaciéon, podemos suponer que 7 = (1,2)

yo®=(1,2,...,p) =y se tiene que:

Yp—-2,p-1)y "' =(@-1p) G
Como consecuencia,
Vh:l,....,.p—2, (hyh+2)=(h,h+1)(h+1,h+2)(h,h+1) €Gq.
Y como toda trasposicion es de la forma (h, k) con h < k, repitiendo el proceso, se

tiene que (h, k) € G. O

Lema 6.43. Si f € Q[X] es un polinomio irreducible en Q [X] de grado primo p y con

ezactamente dos raices complejas no reales, entonces Galg(f) = Sp.

Demostracion. Puesto que Car Q = 0, el polinomio f es separable y por lo tanto existen

p elementos diferentes o, ..., o € C tales que

p

f= CH(X — ;).

i=1
Sea Ef = Q(au,...,a,) C C un cuerpo de escisién para f sobre Q.
Sabemos que Galg(f) es isomorfo a un subgrupo H del grupo S, y asi, |Galg(f)| =
|H|. Teniendo en cuenta que Ef:Q es una extensiéon de Galois finita, [Ef: Q] =

|Galg(f)] = [H].
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Ademas, puesto que Q C Q (a;) C Ef y que Irr (o, Q) = ¢ 1 f, se tiene que
[Ef: Q] =[Ef: Q)] [Q(ew) : Q] = [Ef : Q(cw)] - p-

En consecuencia, p | |H|.

Por el Teorema de Cauchy, existe o € H que es de orden p que, por tanto, es un
p-ciclo.

Supongamos ahora que a1, o son las Unicas raices complejas no reales de f. Dado
que f € Q[X] C R[X], como a; es una raiz de f, se verifica que @7 es también raiz de
f por lo cual as = a7, ya que a1 # ag; ademaés, para cada i : 3,...,p, o; = &y. Por

tanto, la conjugacion (—) : C — C se restringe a un Q-automorfismo

T: Ef — Ef.
El automorfismo 7 € Galg(f) esta definido por 7 (a1) = a1 = o, 7(a2) = ag =
a1, y 7(oy) = «; para i = 3,...,p, en consecuencia, la trasposicion T|{a17.__7am} =

(a1,a0) € H. Puesto que H contiene un p-ciclo y una trasposicion, por el lema anterior,

H=S5, 0

Teorema 6.44 (Teorema de Abel). Para cada n > 5 existe una ecuacion algebraica

f(X) =0 con coeficientes racionales y de grado n que no es resoluble por radicales sobre

Q.

Demostracion. Bastara con encontrar un polinomio f € Q[X] de grado 5 que no sea
resoluble por radicales sobre Q, ya que para n > 5, el polinomio g (X) = X" . f(X)
es de grado n, tiene el mismo cuerpo de escision que f sobre Q y, por lo tanto, el mismo
grupo de Galois.

Sea f(X) = 2X° — 10X +5 € Q[X]. Por el criterio de Eisenstein (p = 5), f es
irreducible sobre QQ (separable sobre QQ) y tiene exactamente dos raices complejas no
reales.

En efecto, la funcién continua f : R — R es creciente en el intervalo (—oo, —1), tiene

un maximo en x = —1, es decreciente en el intervalo (—1,1), tiene un minimo en x = 1,
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y es creciente en el intervalo (1,00). Ademas f(—2) <0 < f(—1), f(1) <0< f(2). Por
todo ello, como consecuencia del Teorema de Bolzano, la ecuacion f(X) = 0 tiene tres
rajces reales oy € [-2,—1], ap € [—1,1], ag € [1,2]. Por el Teorema de Rolle se puede
afirmar que éstas son las tnicas raices reales de f. Las otras dos son elementos de la
clausura algébrica de Q que esta contenida en C.

Entonces el polinomio f satisface las hipotesis del lema anterior y asi Galg(f) = Ss,
que, como ya hemos probado en el teorema[6.17] es un grupo no resoluble. Finalmente,

aplicando el teorema [6.34] se tiene el resultado. O
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Capitulo 7

Aplicaciones

7.1. El Teorema Fundamental del Algebra

No existe una demostracién puramente algebraica de este teorema, pues aunque C
se construye a partir de R por una técnica algebraica, R se construye con el uso de
ideas del Analisis, como sucesiones de Cauchy o cortaduras de Dedekind. Usando teoria
de Galois y teoria de grupos finitos, daremos una demostracién del teorema que solo
usa un resultado de Analisis real, que se prueba en cualquier curso elemental de esta
materia ya que es una de las aplicaciones clasicas del Teorema de Bolzano.

Lema 7.1. Si f € R[X] tiene grado impar, entonces f tiene algin cero en R.

Observacion 7.2.

Los tinicos polinomios irreducibles en R [X] de grado impar son los lineales.

Esto significa que si F': R es una extension con [F': R] = ¢ y ¢ es impar, entonces
q=1y F =R ya que, por el Teorema del elemento primitivo , existe o € F' tal

que F =R(a) y [R(a) : R] = dIrr(e, R) =g, por lo cual, ¢ tiene que ser 1.

Lema 7.3. Todo elemento de C tiene raiz cuadrada en C.

a+va?+ b

Demostracion. Sea a = a + bi € C. Los ntmeros reales a’ = s ¥ b =
—a+ Va2 + 2

% son no negativos y, por tanto, existen ¢,d € R tales que ¢ = d' y
d?> = V. Es facil comprobar que el ntmero complejo 8 = ¢+ di es tal que 2 =a. [

Lema 7.4. C no admite extensiones de grado 2.

81



]2 CAPITULO 7. APLICACIONES

Demostracion. Como toda extension de grado 2 es simple, es suficiente comprobar que

todo polinomio de grado 2 en C [X] es reducible. En efecto, si f = aX24+bX +c € C[X],
—b =+ Vb? — 4ac
2a

con a # 0, por el lema anterior eCy

f=a <X— —b—l—\/b2—4ac> (X— —b— b2 —4ac>
2a 2a '

Asi, f escinde en C[X] y f no es irreducible sobre C. O

Teorema 7.5. El cuerpo C de los nimeros complejos es algebraicamente cerrado.

Demostracion. Utilizando la proposicion bastarda con demostrar que C no tiene

extensiones finitas propias.

Supongamos que F' : C es una extension finita. Como [C : R] = 2, la extension F': R
también es finita. Si £ es una clausura normal de F' sobre R, se tiene una torre de

cuerpos

RcCCFCE,

en donde F : R es normal y finita.
Si G = Gal(E/R), puesto que estamos en caracteristica 0, la extension E : R es de
Galois finita y |G| = [E : R].

Por el Teorema del grado (1.6]), teniendo en cuenta que [C : R] = 2, se verifica que
|G| =[E:R]=[F:C][C:R]=2"¢, con m >1y g impar.

Sea ahora H un 2-subgrupo de Sylow de G, es decir, H es un subgrupo de G tal
que |H| = 2™. Aplicando el Teorema fundamental de la teoria de Galois (5.13) a la

extension F : R, si Ef es el cuerpo fijo de H, se tiene que

E:R G m
[EH:R}:[Z[?:E;]:{H\ZQQWEJZQ(imPQT)'

Utilizando la observacion , se deduce que ¢ = 1. Asi, El =R, |G| = |H| = 2™, con

m > 1, es decir, G = H es un 2-grupo.
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La extension E : C es de Galois finita puesto que F : R es de Galois finita y
R cC CCE. Si H = Gal(E/C), entonces

[E:R] |G|

[C: R] 2

|H,| = |Gal(E/C)| = [E:C] = = om—1

Veamos que m = 1 o, equivalentemente, que H; = {1}:
Sim > 1, como Hp es un 2-grupo tendra un subgrupo Hy de orden 2™~ 2,

Aplicando el Teorema fundamental de la teoria de Galois (5.13)) a la extension E : C,

si B2 es el cuerpo fijo de Ha, se tiene que

[E:C] _ |H _,

EH2 E EH2 . — — =
Cc C F con [ (C] B B )

y B2 gerfa una extension de C de grado 2, en contradiccién con el lema .

Por tanto, ya que E : C es una extension de Galois finita, se verifica que
[E:C]|=|Gal(E/C)| = |H1| =1,

de modo que F = C y, como C C F' C E, se obtiene que F' = C. O

7.2. Construcciéon de poligonos regulares

El objetivo de esta seccion es ver para que valores de “n” se puede construir, con
regla y compas, un poligono regular de n lados.
Considerando el poligono regular inscrito en la circunferencia de radio unidad, este

problema es equivalente a dividir la circunferencia unidad en “n” partes iguales, construir

. ™ . L . . 2T 27
el angulo <—, construir la raiz n-ésima primitiva de la unidad € = cos — 4+ i¢sen —,
n n n

. 2T 2 2 ) .
construir el punto ( cos —,sen — ) 0 a que cos — sea un nimero real constructible.
n n n

Ya se sabia antes de Gauss que la respuesta es afirmativa para n = 3,4,5,6 y 15.

2
En cambio, el poligono de 9 lados no es constructible ya que el angulo de 20° :é no

lo es, como ya hemos visto en la proposicion 2.13]

Los griegos ya conocian que la construccion era posible si n = 2% 3 .28 o 5. 2%,

El problema de la constructibilidad del poligono de 7 lados, el primer caso no conoci-
do, fue estudiado por Gauss en 1796. Utilizando, por primera vez, fuertes herramientas
algebraicas, Gauss dio una respuesta parcial del problema demostrando que los poli-
gonos de n lados, con n primo de la forma 2* + 1, son constructibles, por ejemplo
n = 17. Mas tarde Wantzel, en 1837, completd el resultado caracterizando exactamente
los enteros n para los que el n-agono regular es constructible.
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Definicién 7.6. Se llaman primos de Fermat a los nameros primos de la forma 22" +1,
con n € N,

Estos primos se denominan asi puesto que Fermat, observando que 22" 11 = 3,
22 41 =522 41=17 22 +1 = 257 y 22' + 1 = 65.537 son ntimeros primos,
conjeturd que 22" + 1 es primo Vn > 0. Sin embargo, Euler demostroé que el quinto
nimero de Fermat 22° + 1 = 4.294.967.297 — 641 - 6700417 no es primo. Actualmente
se sabe que 22" 4+ 1 no es primo si 5 < n < 16 v 1o se conoce si existen otros primos de
Fermat.

Lema 7.7. Sip=2"+1 es un numero primo, entonces p es un primo de Fermat, es

decir, m = 2", para algin entero n > 0.
Demostracion. Si m tuviese un divisor impar g > 1, tendriamos m = qr y
p=2"4+1=(2"+ 1)(27’(11—1) _or(e=2) L ... _or | 1).

Teniendo en cuenta que ¢ > 1, se tiene que 1 < 2" 4+ 1 < 29 41 = p y asi p tendria
un divisor propio y no seria primo.
Noétese que hemos utilizado que X941 = (X +1)(X? 1 - X024 X3 ... - X +1),

al ser ¢ impar. 0

Teorema 7.8 (Teorema de Gauss-Wantzel). Sea n > 2 un nimero entero. Son equiva-
lentes:

1. El n-dgono reqular es constructible.

2. p(n) es una potencia de 2.

3. Existen m € N y primos de Fermat distintos p1,...,p, tales que

n=2"pi- pr.

: 27 _ g
Demostracion. Sean § = —, ¢ = cosf +isenf y e ' = W =EZ.
n €
e+e!

1) = 2) Como ¢ + € = 2 cos b, se verifica que cosf =

5 € Q(e) y, entonces,

Q C Q(cosh) C Q(e).

Por el Teorema del grado (1.6]),

p(n) = [Q(e) : Q] = [Q(e) : Q(cos 0)] [Q(cos b) : Q.
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Por hipétesis cos 6 es un niimero real constructible y, por el teorema[2.10} [Q(cos ) : Q]

es una potencia de 2.
Ademas,
(X —e)(X —8) = X% — (2cos0) X + 1 € Q(cos 0)[X]
y entonces [Q(cosf)(e) = Q(g) : Q(cosh)] =1 o 2.
Por todo ello, ¢(n) es una potencia de 2.

2) = 1) Por las proposiciones y la extension Q(e) : Q es de Galois finita

con grupo de Galois, G, abeliano de orden ¢(n) que, por hipétesis, es una potencia de

2.
Puesto que Gal(Q(g)/Q(cosf)) es un subgrupo normal de G, por el corolario

Q(cos @) : Q es una extension de Galois finita y

H = Gal(Q(cos0)/Q) ~ G/ Gal(Q(g)/Q(cos 9)),

por lo cual H es un grupo abeliano de orden 2", para algin r > 0. Por tanto, existe una

cadena de subgrupos de H
H:H()DHlD"'DHT:{e}

tal que H; < Hi—1 y |Hi—1/H;| =2, Yi:1,...,r.
Por el Teorema fundamental de la teoria de Galois ([5.13) aplicado a la extension

Q(cosh) : Q, denotando E = Q(cos ), tenemos una cadena de cuerpos
Q=FEfl =fpfoc g c...c E" = F =Q(cosf) C R

verificando que, Vi : 1,...,T,

FE: EHZ;I} . ‘Hi—l‘ _9
[E:BHY — H| T

[ pHi1) = [

Aplicando el Teorema fundamental sobre constructibilidad ([2.10]), se obtiene que cos 6

es un namero real constructible.

2) & 3) Sin = pj'---p;t es la factorizacion de n en nameros primos, hemos visto

que o(n) = (p1 — 1)+ (pr — 1) p’il_l e p:t_l, por tanto, ¢(n) es potencia de 2 si, y
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solo si, para cada p; # 2 se verifica que r; = 1 y p; — 1 es potencia de 2 si, y solo si,

para cada p; # 2 se tiene que 7; = 1 y p; es un primo de Fermat. ]



Apéndice A

A.1. El anillo de los polinomios

Sea R un anillo conmutativo. El conjunto de todos los polinomios con coeficientes
en R en la variable o indeterminada X,

RX|={f= ZaiXi | a; € Ry a; =0, para casi todo i},
ieN

tiene estructura de anillo conmutativo, definiendo la suma y el producto de dos elemen-
tos f =) a; X", g=> b;X"'e R[X] como:
i i

f+g= Z(ai—i—bi)Xi y fg= ZciXi, con ¢; = Z arb,..

7 k+r=i

La aplicacién
A: R — R[X]
a — aX'=a
es un homomorfismo inyectivo de anillos, que permite identificar R con un subanillo,

A(R), de R[X].

Definicién A.1. Si f =Y a; X’ € R[X] se define el grado de f, df, como

méx {i€N|a; #0}si f#0
—oosi f=0

of =

ag se llama término independiente de f.
Si f#0y df =n, a, se llama coeficiente principal de f,y si a, =1 se dice que f
es monico.

Los polinomios de grado cero se llaman polinomios constantes.
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Proposicion A.2. Sean f,g € R[X]. Se verifica que:
1. O(f £ g9) <méx {0f,0g}.
2. 0(fg) <Of + 9g.

3. Si el coeficiente principal de f o el de g son no divisores de cero, entonces

A(fg) = 0f + 0g.

Todas estas propiedades se verifican si f, g, f + g o fg son 0 adoptando el convenio
siguiente: —0o < i, —00 + (—00) = —00 y —00 + i = —o0, Vi € N.

Es evidente que en un dominio entero siempre se verifica que 9(fg) = 9f + 0g.

Corolario A.3.
1. R es un dominio entero si, y solo si, R[X] es un dominio entero.

2. Si R es un dominio entero, U(R[X]) = {a =aX" | a € U(R)}.

Demostracion. Vamos a demostrar 2). Si f € U(R[X]) existe g € R[X] tal que fg =1,
y como 0 = 91 = 9(fg) = Of + 9g, se tiene que df = 0y dg = 0. Por tanto,
f=aX%a#0,g=bX0#0yab=1y asi, a € U(R). O

Proposicion A.4 (Propiedad universal del anillo de polinomios).
Sip: R — S es un homomorfismo de anillos conmutativos y o € S, existe un unico
homomorfismo de anillos po: R[X] — S tal que 9o (X) = o y va(a) = ¢(a) Ya € R.

Si f = éaixi € RIX], ul(f) = écp(ai)ai.

Ejemplos A.5. Sean R y S anillos conmutativos.
1) Si R es un subanillo de S, ¢ =i : R < S es el homomorfismo inclusion y a € S,

por la propiedad universal anterior, la aplicacién
Yo : R[X] — S
f=> aX" » > aa = f(a)
i=0 i=0

es un homomorfismo de anillos, que se llama homomorfismo “evaluacion en o’.

Noétese que (f + g)(a) = f(a) + g(a) y (fg)(a) = f(a)g(a).

Si f(a) =0 se dice que « es un cero o una raiz de f.
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2) Si ¢: R — S es un homomorfismo de anillos
MNop: R — S —  S[X]
a = ¢ = )X’ =ypla)
es un homomorfismo de anillos, y como X € S[X], por la propiedad universal anterior,

existe un unico homomorfismo de anillos @: R[X]| — S[X] tal que $(X) = X y que

hace conmutativo el diagrama siguiente:

R - RLX]
¢l l®
s 2 six)

n . .
Esto significa que, @(> a; X*) = > ¢(a;) X".
1=0 =0
Notese que:
¢ es inyectivo (sobreyectivo) < @ es inyectivo (sobreyectivo).

En particular, si p € N, p > 2, el homomorfismo canénico m,: Z — Z, induce el

homomorfismo de anillos

Tp: ZX] = Zp[X]
f:iaiXi > f:iaﬁxi
=0 1=0

llamado reduccion mddulo p.

A.2. Factorizacion en KJx]

En esta seccion K es un cuerpo.
Sabemos que:

1) KJ[X] es un dominio euclideo y, por tanto, un dominio de ideales principales y
de factorizacion tnica.

2) UK[X])) ={a=aX"|a € K,a #0}.

3) f € K[X] es irreducible en K[X] o sobre K si verifica:

DOf>1(/ 40y f ¢UKIX]),

i) Si f = gh en K[X], entonces dg = 0 o 9h = 0 (es decir, g o h son unidades en
K[X]).

Nuestro objetivo es determinar los polinomios irreducibles en K[X], en especial en
Q[X], R[X] y C[X].
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Proposicion A.6.

1. Todo polinomio lineal en K[X], f = aX + b, a # 0, tiene un cero en K y es
wrreducible sobre K.

2. Si f € K[X] con 0f =2 03, entonces f es irreducible sobre K si, y solo si, no

tiene ceros en K.

Ejemplos A.7.

1) X2+ 1 € R[X] no tiene ceros en R y, por tanto, es irreducible sobre R.

2) 2X +2=2(X+1) € Z[X] C Q[X], no es irreducible sobre Z pero es irreducible
sobre Q.

3) La propiedad 2) de la proposiciéon anterior no es cierta para polinomios de grado
mayor que 3, por ejemplo, el polinomio (X2 + 1)2 no tiene ceros en Q ni en R, pero es

reducible sobre ambos cuerpos.

A.3. Irreducibilidad en C[X]

Teorema A.8 (Teorema fundamental del Algebra). C es un cuerpo algebraicamente
cerrado.
Notese que si f € C[X], 0f = n > 1, entonces f = fi--- f, con f; = a; X + b; =

b,
a; (X — (— i)) € C[X], por tanto existen ¢, ai,...,a, € C tales que
a;

f=cX —a1) (X —ap).

A.4. TIrreducibilidad en R[X]

Sea f=ap+ a1 X+ +a, X" € RIX] C C[X], con 0f =n > 1.
Hemos visto que f = a,(X — 1)+ (X — ay,), donde ay, ..., ay son ceros de f en
C.

Puesto que la conjugacion

—: C — C
a+bi — a+bi=a—b

es un isomorfismo de anillos que deja fijos los reales,

aescerode fe ay+aja+--+a, " =0& a9 +ara+ -+ apa® =0
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Sataa+---+a,a" =0« f(a) =0< @ cero de f.

Por tanto, si @ € C\R es cero de f, entonces @ € C\R también es cero de fy a # @;
ademas (X —a)(X —@) = X? - (a +a)X + aa € R[X].

En consecuencia, existen f1,...,8s € Ry v1,...,7 € C\Rcon s,7 >0y s+2r=n
tales que en R[X],

f=an(X = B1) (X = B)(X? = (m +7)X +n71) -+ (X% = (% + )X +7%7).

En esta factorizacion los factores cuadraticos son irreducibles en R[X] puesto que no
tienen ceros reales, ya que de tenerlos habria dos factorizaciones distintas en el dominio
de factorizacion unica C[X].

Proposicion A.9. Sea f € R[X],
f es irreducible en R(X] < 0f =1 0 df =2 y f no tiene ceros reales.

Observaciones A.10.

1) f =aX?+bX + ¢ € R[X], con a # 0, no tiene ceros reales < b? — 4ac < 0.

2) Todo polinomio de grado impar en R[X] tiene al menos un cero en R.

A.5. Irreducibilidad en Q[X] y en Z[X]

El estudio de la irreducibilidad en Q[X] y en Z[X] es més complicado, de hecho, ve-
remos que existen polinomios irreducibles de todos los grados. Nuestro préximo objetivo
es estudiar algunos criterios de irreducibilidad sobre ambos anillos.

Proposicion A.11. Sea f € Z[X] con Of > 1.

Si f = gh en Q[X], entonces existen g*, h* € Z[X] tales que f = g*h*, dg = dg* y

Oh = Oh*.

Demostracion. Existe a € Z* tal que ag = g1 € Z[X]y 8g = dg1 (por ejemplo, tomando
como a el producto de los denominadores de los coeficientes de g). Anélogamente, existe
b e Z* tal que bh = hy € Z[X]| y Oh = Ohy. Asi, ab € ZT y abf = g1hy en Z[X], con

0g = g1 y Oh = Ohy. Tomamos el menor n € Z* tal que
nf = g*h* en Z[X], 0g* = dg y Oh* = Oh (1)

La proposicién quedard demostrada probando que n = 1.
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Sin > 1, existe un primo p que divide a n. Considerando la reduccién moédulo p,

T ZIX] = Z,[X]

f=Y aX" — Y aX'
=0 i=0

se tiene que 0 = Ty(nf) = Tp(g*h*) = Tp(g* )T (R¥).

Sin embargo, por la eleccién de n, p no puede dividir a todos los coeficientes de
g*, ni de h* (en otro caso, n/p verificaria la condiciéon (1)); por tanto, T,(g*) # 0y
Tp(h*) # 0y, como Zp[X] es un dominio entero, 7,(g*)m,(h*) # 0 con lo cual se obtiene

una contradiccion. O

Definicion A.12. Sea f = ap+ a1 X + -+ + a, X" € Z[X], f # 0. Diremos que f es
primitivo si m.c.d.(agp,...,a,) = 1, es decir no existe ningin primo que divida a todos

sus coeficientes.

Proposicion A.13. Sea f € Z[X] con Of > 1.

1. Si f es irreducible en Z[X], entonces es irreducible en Q[X].

2. Si f es irreducible en Q[X] y primitivo, entonces es irreducible en Z[X].

Demostracion.

1) Es consecuencia de la proposiciéon anterior.

2) Si 0f > 1, entonces f # 0y f ¢ U(Z]X]). Supongamos que f = gh, con
g,h € Z[X]. Puesto que f es irreducible en Q[X], alguno de los polinomios g o h es
constante. Supongamos que, por ejemplo, g = cX? € Z[X], entonces el entero ¢ divide
a todos los coeficientes de f y, como f es primitivo, ¢ € U(Z), o equivalentemente

g € U(Z[X]) y, por tanto, f es irreducible en Z[X]. O

Proposicion A.14. Sea f =ag+ a1 X +---+a, X" € Z[X], f #0. Sia = r € Q con
s

m.c.d.(r,s) =1 es un cero de f, entoncesr | ay y s | an en Z.

Corolario A.15. Si f € Z[X] es mdnico y a = Le Q con m.c.d.(r,s) =1 es un cero
s

de f, entonces s € {1,—1} y o € Z.
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Proposiciéon A.16 (Criterio de Eisenstein).
Sea f=ap+ a1 X + -+ a, X" € Z[X] con Of =n > 1. Si existe un primo p € Z
tal que
pla;Vi:0,...,n—1, pta, yp*fao,

entonces f es irreducible en Q[X].

Demostracion. Si f es reducible en Q[X], hemos visto en la proposicion que existen
g,h € Z]X] tales que f = ghcon dg=r >0y Oh =5 > 0.

Supongamos que g =

)

n=0f =909+ 0h=r-+s.

b X"y h = ) ¢jX?. Como Z es un dominio entero,
=0 7=0

Si consideramos el homomorfismo reducciéon modulo p

o ZX] o ZlX)
> X,

=0

t . _
1= LX — 1
1=0

en Z,|X| tendriamos
f=9h & @X" =gh

con dg < g, Oh < Oh y Of = Of ya que @, # 0 pues p 1t ay.

Dado que Zj, es un dominio entero Of = 0g + Oh vy, en consecuencia, g = dg =1y
Oh = Oh = s.

Teniendo en cuenta que Zy,[X] es un dominio de factorizacion tnica, existen @, v €
U(Z,) tales que g =TuX" y h = vX?. Por tanto, los términos independientes de g y h,
by v ¢ son 0, lo que significa que p | by y p | co ¥, como consecuencia, p? | ag = bocy, lo

que contradice la hipotesis. O

Observacion A.17. Es claro, ahora, que existen polinomios irreducibles sobre Q de cual-

quier grado, por ejemplo, X™ — 2 para cualquier entero n > 1.

Proposicion A.18 (Criterio de Eisenstein al revés (o hacia atras)).
Sea f=ay+a X+ +a, X" € Z[X] con 0f =n > 1. Si existe un primop € Z
tal que

pla; Vi:1,...,n, ptao y p*1{ an,
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entonces f es irreducible en Q[X].
Proposicion A.19. Sip es un primo, el polinomio ciclotémico p-ésimo
f=XP 4 XP2 4. 4 X +1€Z[X]
es irreducible en Q[X] y, como es primitivo, también es irreducible en Z[X].

Demostracion. Sip = 2 es obvio.
Supongamos, entonces, que p > 2.

Como (X —1)f = XP — 1, aplicando el homomorfismo evaluacion en X + 1,
OX+1: Z[X] — Z[X],

se tiene que Xpx1(f) = (X + 1)P — 1, de donde se sigue que

p D p p—1 4 ... p 0__
(X1 -1 (0>X *(JX " +(zo)X !
X - X

_ (10’>XP1 n <719>XP2+~-+ <pp1>1 e Z]X].

! —D...(p—i+1
Teniendo en cuenta que p = - P — = p(p—1) ‘(p it+1) se obtiene que
i il(p —i)! i!
p . p 2 p N . ..
P | <> Vi:l,...,p—1, p 1 <0> y p° ¢ < 1> = p. Aplicando el criterio de
i p—

Eisenstein se deduce que ¢ x41(f) es irreducible en Q[X].

ex+1(f) = (X +1) =

Veamos que f es irreducible en Q[X]:
En efecto, f > 2 y si f = gh en Q[X] con 0 < dg,0h < Jf, entonces f = g*h* en
Z[X] con 0 < dg*,0h* < Jf, aplicando el homomorfismo ¢x.; que conserva el grado,

ox+1(f) = ox+1(9%)px+1(h*) seria una factorizacion no trivial de px11(f) en Q[X]

con lo cual se tendria una contradiccion. O

Proposicion A.20 (Criterio de reduccion).
Sea f=ap+ a1 X + -+ a, X" € Z[X] con Of =n > 1. Si existe un primo p € Z

tal que ptan y Tp(f) = f es irreducible en Z,[X], entonces f es irreducible en Q[X].
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Demostracion. Si f es reducible en Q[X], hemos visto que existen g, h € Z[X] tales que

f=ghcon dg >0y dh > 0. Si consideramos el homomorfismo reduccién médulo p

Tp:  Z[X] = Zp[X]
t ) B t
=S LXT — 1= LXY
=0 1=0

en Zy[X] tendriamos que f = gh.
Ya que p { a,, se verifica que Of = 0f = n = Og + Oh y, teniendo en cuenta que
09 < 0g y Oh < Oh, se deduce que g = 0g > 0y Oh = Oh > 0, de lo que se concluye

que f es reducible en Zp| X] y asi se llega a una contradiccion.

Ejemplos A.21.

1) f = 15X°—-9X3+6X —2 es irreducible en Q[X] aplicando el criterio de Eisenstein
al revés para p = 3.

2) f = 15X°—8X3+6X —2 es irreducible en Q[X] aplicando el criterio de Eisenstein
para p = 2.

3) Aplicando el criterio de reduccion modulo 3, f = X° — X% + 4 es irreducible en

Q[X] ya que f no tiene ceros en Z3 y no es divisible por ninguno de los polinomios

irreducibles monicos de grado 2 en Z3[X] que son X? + X —1,X? - X — 1y X? + 1.



	Extensiones de cuerpos
	Extensiones de cuerpos
	Extensiones algebraicas
	Extensión de monomorfismos

	Construcciones con regla y compás
	Formulación geométrica
	Una aproximación algebraica
	Aplicación a algunos problemas clásicos

	Cuerpos de escisión. Clausura algebraica
	Teorema de Kronecker
	Cuerpo de escisión de un polinomio
	Clausura algebraica de un cuerpo

	Extensiones separables. Extensiones normales
	Multiplicidad de las raíces de un polinomio
	Extensiones separables
	Cuerpos finitos
	Teorema del elemento primitivo
	Extensiones normales

	Teoría de Galois
	Extensiones de Galois
	Teorema fundamental de la teoría de Galois

	Resolubilidad de ecuaciones por radicales
	Grupos resolubles
	Raíces de la unidad
	El Gran Teorema de Galois

	Aplicaciones
	El Teorema Fundamental del Álgebra
	Construcción de polígonos regulares

	Apéndice  
	El anillo de los polinomios
	Factorización en K[x]
	Irreducibilidad en C[X]
	Irreducibilidad en R[X]
	Irreducibilidad en Q[X] y en Z[X]


