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Capitulo 1

Algebra matricial

1.1. Matrices
A partir de ahora K denotara un cuerpo.

Definicion 1.1. Una matriz A = (a;j) de orden m x n sobre un cuerpo K es una tabla
de doble entrada con mn elementos del cuerpo K, dispuestos en m filas y n columnas.
Al elemento que ocupa la fila ¢ y la columna j de la matriz A lo denotaremos por a;; o
por A(i,7). Asi pues:

a11 a2 e Aln

asl ago . aon
A=

aml am2 ... Amn,

Dos matrices A = (a;j) y B = (bi;) son iguales si tienen el mismo orden y para cada
par de indices 7 y j se tiene que a;; = b;;.

Al conjunto de las matrices de orden m X m sobre un cuerpo K se le denota por
Mipsn(K). Si m = n, se denota por M,,(K).

« Si A€ Mixn(K) se dice que A es una matriz fila.

. Si A € My,«1(K) se dice que A es una matriz columna.

. A las matrices de orden n X n se les llama matrices cuadradas de orden n.

Denotaremos por [, la matriz diagonal de orden n, (J;;), con é;; = 1 parai =1,...,n
y 6;; = 0 para 7 # j. A esta matriz se le llamard matriz identidad n-ésima o matriz
identidad de orden n.

1.2. Operaciones con matrices

Definicién 1.2. Sean A = (ai;), B = (bij) € Mpmxn(K). Se define la suma de Ay B
como una matriz A + B € Mp,xn(K) de modo que (A + B)(i,j) = a;j + bi; Vi, j, es
decir:
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a1 +b11 are2+bi2 ... aip+bin

a1 + b1 aga+be ... agy, + by
A+ B= ) . )

am1 + bml Am2 + me .. Qmp Tt bmn

Definicion 1.3. Sean A = (a;;) € Mpyxn(K) y @ un escalar en K. Se define la
multiplicacion de un escalar « por una matriz A como una matriz aA € M, xn(K) de
modo que (aA)(i,j) = aaij Vi, j, es decir:

aanl aal12 e AQ1n

aagl aag e aa9on
aA =

Am1 CAm2 ... AAmn,

Proposicion 1.4. Sean A, B € Mp,xn(K) y o, B € K. Se verifican las propiedades
siguientes:

1. (Muyxn(K),+) es un grupo abeliano.
2. (a+ p)A =aA+ BA.

3. a(A+ B) =aA+aB.

4. o(BA) = (aB)A.

5. 1gA = A

El elemento neutro del grupo (M, xn(K),+) es la matriz con todas sus entradas 0
y la denotaremos por (0).

Definicion 1.5. Sean A = (aij) € Muxn(K) y B = (bij) € Myxs(K) se define el
producto de A por B como una matriz AB en M,,xs(K) en donde:

n
(AB)(i,j) = > aigbgj, parai=1,....myj=1,...,s.
k=1

Observaciones 1.6.

1. Notese que, para hacer el producto AB es necesario que el nimero de columnas de
A coincida con el nimero de filas de B.

2. En general, el producto de matrices no es conmutativo. Por ejemplo,

)G 0=Co#Go-G6Y)
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Proposicion 1.7. Se verifican las siguientes propiedades:

1. Asociativa: (AB)C = A(BC), donde A € Myyxn(K), B € Muxs(K) y C € Mgyr(K).

2. Distributiva por la izquierda del producto respecto de la suma: A(B + C) = AB4+AC,
donde A € Mpxn(K) y B, C € Myxs(K).

3. Distributiva por la derecha del producto respecto de la suma: (B+C)A = BA+CA,
donde A € Msxr(K) y B, C € Myxs(K).

4. AL, = A=1,A, donde A € My, xn(K).

5. (Mp(K),+,.) es un anillo.

6. a(AB) = (0A)B = A(aB), donde A € Myxn(K), B € Muxs(K) ya € K.
Definiciéon 1.8. Si A € M,,(K), se dice que A es no singular o que A es invertible si
A tiene inversa para el producto, es decir si existe B € M,,(K) tal que AB = I,, = BA.

La matriz B se llama inversa de A y se denota por A~!. Si A no tiene inversa, se dice
que A es singular.

Notese que, si existe, la inversa de A es tnica.
Definiciéon 1.9. Sea A = (a;j) € Mpxn(K). Llamaremos matriz traspuesta de A a

la matriz A' € Myxm(K) tal que (AY)(4,5) = A(j,i) = aji, para todo i = 1,...,ny
j=1....,m.

Ejemplo 1.10.

1 3 5 L2
Si A= € May3(R), entonces At = [ 3 4
2 46 5 6

Proposicion 1.11. Se wverifican las propiedades siguientes:

1. Si A€ M,(K) es no singular, entonces A~! es no singular y (A=1)"1 = A.

2. St A, B € My,(K) son matrices no singulares, entonces AB es no singular y

(AB)"!=B~tA-1
(At = A, siendo A € Myxn(K).

Ll

(A+ B)t = A" + Bt siendo A, B € My xn(K).

o

(AB)t = B'A!, siendo A € Myxn(K) y B € Myxs(K).
6. Si A€ M, (K) es una matriz no singular, (A")~! = (A~1)L.

Demostracion. Las propiedades 1, 3 y 4 son evidentes.

Para demostrar 2, basta tener en cuenta que:
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(AB)(B-'A~') = A(BB-)A~' =1, = (B-'A~1)(AB).

Para demostrar 5, si A = (a;;) € Mpmxn(K) y B = (bij) € Mpxs(K), se tiene
(AB)'(i,j) = (AB)(j, i) = Zaﬂcbki

= (B")(i,k)(A")(k, j) = (B'A")(i, ).
k=1

La prueba de 6 es analoga a la de 2, utilizando 3. ]

Observaciones 1.12.

1. SiA= (a1 a2 ... aip) € Mixn(K) y B = (bij) € Mpxs(K), entonces
(a11a12 ... a1n) B
= (a11b11 + a12bo1 + -+ + a1nbp1 .. a11b1s + a12bas + -+ + a1nbns)
=an(biibiz ... bis) + -+ a1n(bpi bpz2 - .. bs)
=anF1(B)+ - + a1, Fn(B),

en donde Fj(B) denota la matriz fila correspondiente a la fila i-ésima de B.

2. 851 A = (a;j) € Mpxn(K) y B = (bjj) € Mpxs(K), como consecuencia de la
observacion anterior, se tiene que la fila i-ésima de la matriz AB es de la forma:

FZ(AB) = ai1F1<B) +---+ aan(B)

b11

b
3. SiA= (aij) S men(K) y B = ?1 S Mnxl(K), entonces

bnl

a11b11 + a12b21 + -+ - + a1pbn1
a21b11 + ag2bar + - - + aznbni

AB =
m1b11 + amabar + - - 4+ amnbni
aiy ain
as azp

= N UV 2 =bnCi(A) 4+ - + b1 Cn(A),

am1 Gmn
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en donde Cj(A) denota la matriz columna correspondiente a la columna j-ésima
de A.

Esta propiedad también se deduce directamente del apartado 1 de la observaciéon

utilizando que (AB)! = Bt A"

4. Si A= (ai5) € Mpmxn(K)y B = (bij) € Mpxs(K), la columna j-ésima de la matriz
AB es de la forma:

CJ(AB) = bljcl(A) + bnjcn(A)'

Ejemplo 1.13.

12 0 7 -1
12 -1 ;)_(1]_6—3
11 L 4 -1
04 3 15 6

Notese que, como hemos visto en 2 y 3 de las observaciones se tiene que:

(7,-1) = 1(1, -1) + 2(3,0) + 0(1, 2),
(6,-3) = 1(1,—1) +2(3,0) + (=1)(1,2),

7 1 2 0
6 1 2 -1
1 =1 1 +3 1 +1 0
15 0 4 3

y lo anélogo para las restantes filas y columnas.

1.3. Matrices elementales

Definicion 1.14. Llamaremos matriz elemental de orden m a cualquiera de las siguien-
tes matrices:

1. La obtenida de I, intercambiando la fila i con la j, que denotamos por Ep,«F;.

Erer;(i,§) = Erer(J,1) = Erer (b k) = 1si k # 4,5 y las demés entradas
son cero.

L mow, FrRor:

2. La obtenida de I, multiplicando la fila i por « € K y a # 0, que denotamos por
EuF;.

Eor (k. k) =1si k#1i, Eqr,(i,7) = a y las demés entradas son cero.
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I rya E.r, conae Ky a#0.

3. La obtenida de I,,, suméndole a la fila ¢ la fila j multiplicada por o € K, siendo
i # j, que denotaremos por Ep, qF;.

EF,rar;(k, k) = 1Yk, EF,1ar;(i,j) = o y las demas entradas son cero.

Im mj EF¢+CYFJ"
Proposicion 1.15. Si A € M, «n(K), entonces:
1. Ep oA € Mpxn(K) es la matriz obtenida de A al intercambiar su fila i-ésima
con la j-ésima.

2. Eor,A € Mpxn(K) es la matriz obtenida de A al multiplicar su fila i-ésima por un
escalar oo # 0.

3. Eryar;A € Myxn(K) es la matriz obtenida de A sumdndole a su fila i-ésima la
j-ésima multiplicada por o € K, para i # j.

Demostracion. Para hacer la demostracién utilizaremos la observacion [1.12]

1. F(ErerA) =0F1(A) + -+ 1F;(A) +--- + 0F,(A) = Fj(A),
H‘/—/
J
Fij(Ep,srA) = 0F1(A) + - + 1F(A) +- - + 0F,(A) = F5(A) y
H(—/

Fk(EFiHFjA) = Fi(A), sik #1,j.

2. Fi(Eqr,A) =0F1(A)+ - +aF;(A)+---+0F,(A) =aFi(A) y
v
Fk(EaFZA) = Fk(A)7 sik #i.

3. Fi(EF1ar;A) =0F1(A) + -+ 1F(A) + -+ aFj(A) +- -+ 0F,(A)

i J
= Fi(A) + aFj(A) y, si k # i, entonces Fi(Ep,1ar; A) = Fi(A). O

Como consecuencia inmediata de esta proposicion se tiene:

Corolario 1.16. Toda matriz elemental es invertible y su inversa también es una matriz
elemental. Concretamente,

(EFﬂ—}Fj)il - EFiHFj7 (E()(Fi)il — Ealei y (EFZ—FO(F])il - EFi—OéFj'
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Definicion 1.17. Dos matrices A, B € My, xn(K) son equivalentes por filas si existen
matrices elementales F1, ..., F; tales que B = FE;--- E1A.

Es evidente que “ser equivalentes por filas” es una relacion de equivalencia en el
conjunto M, xn (K).

Notese que si A, B € M, xn(K) son equivalentes por filas, significa que de una se
obtiene la otra tras una sucesion finita de operaciones de los siguientes tipos:

1. Intercambiar dos filas.
2. Multiplicar una fila por un escalar no nulo.

3. Sumarle a una fila un multiplo escalar de otra.

Estas operaciones se llaman operaciones elementales por filas.

Proposicion 1.18. Si A, B € M,,(K) son matrices equivalentes por filas, entonces
A es invertible si, y solo si, B es invertible.
Observaciones 1.19. Sea A € My,xn(K), entonces:

1. AEFp,F; € Mpxn(K) es la matriz obtenida de A al intercambiar su columna i-ésima
con la j-ésima.

2. AE.p, € Myxn(K) es la matriz obtenida de A al multiplicar su columna i-ésima
por un escalar a # 0.

3. AEE1aF; € Mpxn(K) es la matriz obtenida de A sumandole a su columna j-ésima
la i-ésima multiplicada por o € K.

La observaciéon anterior nos indica que Ef, ., Fj €8 la matriz obtenida de la identidad
intercambiando la columna i-ésima con la j-ésima, E,f, es la matriz obtenida de la
identidad multiplicando la columna i-ésima por un escalar o # 0y EF, 1oF; es la matriz
obtenida de la identidad sumandole a la columna j-ésima la ¢-ésima multiplicada por
a € K. Esto justifica la notaciéon siguiente:

EFZ'HFJ' = ECiHCj) EaFi = EO&Ci? EF¢+O¢Fj = ECj—i-aCi-

1.4. Forma escalonada y rango por filas de una matriz
Definicién 1.20. Sea A € M;,xn(K). Se dice que A es escalonada por filas si:

1. Las filas nulas, si las hay, estéan al final.

2. El primer coeficiente no nulo de cada fila no nula, llamado coeficiente principal o
pivote de la fila, estd a la derecha de los pivotes de las filas anteriores.
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Si ademés todos los pivotes son 1 y los elementos que aparecen en la misma columna,
que el pivote de una fila son todos cero, se dice que es escalonada reducida por filas.

Notese que si una matriz es escalonada reducida por filas, el ntmero de pivotes
coincide con el nimero de filas no nulas.

Proposicion 1.21. Si A € M, (K) es escalonada reducida por filas, entonces
A es invertible si, y solo si, A =1I,.

Demostracion.

“=" Si A es invertible ninguna de sus filas es nula y, como es escalonada, el nimero
de pivotes coincide con el namero de filas y, por tanto, con el ntmero de columnas.
Ademas, por ser A reducida, se tiene que A = I,,.

“«<"” Trivial. O

Teorema 1.22. Toda matriz es equivalente por filas a una matriz escalonada y a una
unica matriz escalonada reducida por filas.

Demostracion. Ver algebra Lineal de L. Merino y E. Santos, pag. 21, o Algebra Lineal
y aplicaciones de J. Arvest, R. Alvarez y F. Marcellan, pag. 43. O

Ejercicio 1.23. Calcular una matriz escalonada equivalente por filas a la matriz A y
una escalonada reducida equivalente por filas a la matriz B, siendo

1 -2 3 9 1 -2 3 9
A= -1 3 0 -4 |,B=[0 1 3 5 | cMszuR).
2 5 5 17 0 1 2
Prueba.
Para la matriz A se tiene que:
1 -2 3 9 1 -2 3 9
—1 3 0 —4 ot P, 1 3 5 F3——2F1>
2 -5 5 17 -5 5 17
1 -2 3 9 1 -2 3 9
0 1 3 5 oo 1 3 5
o -1 -1 -1 0 2 4

Anéalogamente para la matriz B,
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1 -2 3 9 1 0 9 19
0 1 3 5 FiToF, 01 3 5 FooF,
0 01 2 00 1 2

1 0 01 1 0 0 1

0 01 2 0 0 1 2

Corolario 1.24. Sea A € M, (K).
A es invertible < A e I, son equivalentes por filas < A es producto de matrices

elementales.

Algoritmo para calcular la inversa de una matriz

Si A es no singular y si tq,...,ts es la sucesiéon de operaciones elementales por filas
que transforman la matriz A en I, estas operaciones, en el mismo orden, también
transforman la matriz I, en A~ de manera que el esquema

(A’In) t—> t—> (In’/rl)
1 s

nos indica como calcular la inversa de una matriz no singular, usando transformaciones
elementales por filas.

Ejemplo 1.25.

1 -2
3 8
del modo siguiente:

Sea A = ( B

-1
y,asi,A_1:< 3 1).
2 2

Definiciéon 1.26. Sea A € M, (K), llamaremos rango por filas de A, y lo denotare-
mos por 7¢(A), al nimero de pivotes (o el nimero de filas no nulas) de cualquier matriz
escalonada por filas que sea equivalente por filas a A.
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Observacion 1.27.

El rango por filas esta bien definido, ya que cualquiera de las matrices escalonadas
que sean equivalentes por filas a A tiene el mismo namero de pivotes. En efecto, si B es
una matriz escalonada por filas, su nmero de pivotes coincide con el nimero de pivotes
de la tnica escalonada reducida a la que es equivalente por filas, ya que:

. Si el pivote de la fila 4, esta la columna j, es o = b;j, se convierte en 1 haciendo
E,-1pB.

. Cada uno de los elementos no nulos de la columna j, by; #0, k=1,...,i—1, se
convierte en 0 haciendo F Fro—bi; FiEbij—l FiB .

1.5. Determinantes
En este apartado, las matrices que se consideran son matrices cuadradas.

El concepto de determinante de una matriz A = (a;;) € M, (K), puede ser definido
por induccién:

Para n = 1, se define |A| = det(A) = aq;.
Sea n > 1. Supuesto conocido el valor del determinante de una matriz de orden
n — 1, se define el determinante de la matriz A de orden n como:

|A| = det(A) = a11001 + - -+ + an1Qna-

Siendo a;; = (—1)""7 det(4;;), en donde A;; es la matriz de orden n — 1 que se
obtiene de A suprimiendo la fila i-ésima y la columna j-ésima. El escalar a;; se llama
adjunto del elemento a;; de A.

La féormula anterior se conoce como el desarrollo de Laplace del determinante de A
por la primera columna.

Veremos, mas adelante, que esta definiciéon no depende de la columna elegida, de
modo que

|A| = det(A) = a1jo; + - - - + apjanj, para cualquier j € {1,...,n}.
y que también se puede calcular cambiando el papel de las columnas por filas, es decir,

|A| = det(A) = a;1u1 + -+ - + @ineun, para cualquier i € {1,...,n}.

Ejemplos 1.28.

1. El determinante de una matriz de orden 2 es:

ail a2
a1 a2

= aj1aq] + a1t = aijagg — a21012.
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2. (Regla de Sarrus) El determinante de una matriz de orden 3 es:

ailp aiz2 a3
G21 Q22 Q23| = G11001 + G210021 + a310631

a3r az2 ass
aoo a93 a12 a3

a2 Q23

aj
= a1 s + as1

a32 a32

e

= a11(ag2a33 — ag2a23) + az1(ag2a13 — a12asz) + asi(aizazs — azais)

= 11022033 + 013021032 + 012023031 — (11023032 — 412021033 — G13022031.

'13

1
A 6’:6—12:—63/ g

— =N

3
2l=0+04+8-6—-2-0=0.
0

4. Si A = (a;j) € My (K) es una matriz triangular superior, |A| = a11 - - apy.

Se demuestra por induccion en n. Si n = 1, |A] = aj;. Sin > 1 y suponemos que
se verifica el resultado para matrices de orden n — 1, para una matriz A de orden n,
tenemos que |A| = ajjany = agp(—1) det(Aq).

Como Aj; es una matriz triangular superior de orden n — 1, det(A11) = aga - - anp
y, por tanto, |A| = a11a22 - Gnp.-

En particular, det(I,) = 1.

Determinantes y operaciones elementales

En el tema anterior aprendimos a transformar una matriz cuadrada A en una trian-
gular superior T = (d;;), realizando operaciones elementales en sus filas. Puesto que
sabemos que det(T') = dj; - - dyp, vamos a ver como afecta cada operacion elemental
en las filas de una matriz al calculo de su determinante, lo que nos permitira calcular
det(A), de manera rapida, a partir de det(7).

Proposicion 1.29. Se verifican las siguientes propiedades:

1. Si A, A" y A € M, (K) son tales que Fi(A) = F;(A") + F;(A") y, sij # 1, Fj(A) =
F;(A") = Fj(A”), se tiene que det(A) = det(A’) 4 det(A”).

2. Si A e M, (K) tiene dos filas iguales, entonces det(A) = 0.

3. Si se intercambian dos filas de A € My, (K), el determinante de la matriz resultante

es —det(A).
En particular, se obtiene que
det(EF,«—)Fj) = —det(In) = —1 y que det(EFi(_)F].A) = det(EFﬁ—)Fj) det(A).
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4. Si multiplicamos los elementos de una fila de la matriz A € My, (K) por un escalar
B, obtenemos una matriz cuyo determinante es 8 det(A).

En particular, si A tiene una fila de ceros, entonces det(A) = 0. Ademds, si 5 # 0,
det(Egr,) = fdet(I,) = y det(Egp, A) = det(Egp,) det(A).

5. Siala filai-ésima de A € My (K) le sumamos la j-ésima multiplicada por un escalar
B, siendo i # j, obtenemos una matriz cuyo determinante es det(A).

En particular, se tiene que
det(EFi—i—BFj) = det(In) =1 Yy det(EFi+ﬁFjA) = det(EFngFj) det(A)

Demostracion. La demostracion de las propiedades 1 y 2, se puede consultar en el libro
“Algebra lineal con métodos elementales” de Merino L. y Santos E.

3.

4. Sea A = (a;;j) una matriz de orden n, usaremos inducciéon en n para probar esta
propiedad. Si n = 1 es evidente. Supuesto n > 1 y que el resultado es cierto para
matrices de orden n — 1, si

all . Ain

/
A= | Bai ... Pap
anl e Ann

se tiene que det(A") = anad; + - + Panaly -+ + anal,;. Como oy = a1y,
por hipoétesis de induccion, para ¢ # i se tiene que o}, = Bay1, obtenemos que
det(A') = a1 far + - + Bajroit + - - + ap1fony = fdet(A).
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5. Utilizando las propiedades 1, 4 y 2, se obtiene:

Fi(4) RA)| (R4
Fi(A) + BF;(A) Fi(A) Fj(A)

= e B - :|A|‘
Fj(A) Fj(A) Fj(A)
FolA) A B

Observaciones 1.30.

1. Si Ae M,(K)y p € K, se verifica que |A| = " |A|.

Es consecuencia inmediata de que 8A = FEgp, ---Egp, A y de la propiedad 3
anterior.

2. Si A’ es la matriz obtenida de A € M,,(K) suméandole a una fila una combinacion
lineal de las demas, |A’| = |A|.

Es consecuencia de la propiedad 5.
Proposicion 1.31. Si A es una matriz de orden n,
A es no singular si, y solo si, |A| # 0.

Demostracion. A es no singular si, y solo si, existen Ey, ..., Es matrices elementales tal
que A = E4 --- B, de donde se sigue que

|A’:|E1"'Es|:‘E1HE2"'Es‘:"':‘El""|E5‘§£0-

A es singular si, y solo si, A es equivalente por filas a una matriz escalonada por
filas A’ que tiene una fila de ceros si, y solo si, existen F1,..., Es matrices elementales
tal que A = Ey --- E;A’, de lo que se deduce que

|A| = \E1~-E5A’\ = |E| \E2~--ESA’\ =...=|Ey|---|E \A’\ =0. O
Teorema 1.32. Si A y B son matrices de orden n, entonces |AB| = |A||B|.
Demostracion.

Caso 1) Si A es no singular.
Hemos visto que:

Si A es no singular, A es producto de matrices elementales, es decir, A = Fy - -+ Ej
y |Al = |E1]- - |Es| # 0.
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Utilizando reiteradamente las propiedades 3, 4 y 5 de la proposicion y que el
producto de matrices es asociativo, se tiene que:

|AB| = |E\(Ey - - ExB)| = |Er[|Ey - ExB| = - - - = |Er[ | Byl - - - | E| | B] = |A] [ B].

Caso 2) Si A es singular.

Existen matrices elementales E1, ..., Es y una matriz A’ que tiene una fila de ceros
tal que A=FEy---EsA"y |[A] =0.

Asi, |AB| = |Ey - EA'B|=--- = |Ey| -+ |Es| |A'B| = 0, puesto que la matriz A'B
tiene también alguna fila de ceros, y |AB| =0 = |A||B]. O

Pretendemos ahora ver que el desarrollo de Laplace para el calculo del determinante
puede hacerse a lo largo de cualquier columna o de cualquier fila y, para ello, veremos
que el determinante de una matriz coincide con el de su traspuesta.

Lema 1.33. La traspuesta de una matriz elemental, E, es una matriz elemental que
tiene mismo determinante que E.

Demostracion. El resultado es consecuencia inmediata de que

(EFiHFj)t = (ECiHCj)t = EFiHFja
Eyr, = Ebo, = Ear, ¥

(EFtar;)' = (E¢;+ac;)' = EptaF,- O

Teorema 1.34. Si A es una matriz de orden n, entonces |A| = |A| .

Demostracion. Sabemos que A es no singular si, y solo si, A® es no singular [(A~!)! =
(AH)~1]. Por tanto, |A| = 0 si, y solo si, }At| =0.

Supongamos ahora que |A| # 0, es decir, existen Fji,..., E} matrices elementales
tal que A= Ey---Ey y, asi, A = (Ey)t--- (E1)".
En consecuencia, ‘At} = ‘(Ek)t} e ’(El)t‘ = |Ex| - |E1| = |Al. O

Corolario 1.35. Las proposicion[I.29 es vdlida si se cambia la palabra fila por columna.

Corolario 1.36 (Desarrollo de Laplace del determinante por la primera fila).

Si A = (ai;) es una matriz de orden n, entonces

|A| = a11a11 + -+ - + a1pay.
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Demostracion. Basta con observar que la primera columna de A es (a11,...,a1,)t y
los adjuntos de los elementos de la primera columna de A? coinciden con los correspon-
dientes a los elementos de la primera fila de A.

En efecto, como

(Alj)t = (At)jl, para todo j, y
arj = (=1)"7 det(Ay;) = (—1)"7 det(Ay;)" = (—1)" det((4");1),

se tiene que:

|A] = |AY = ay1 (=) det((A)11) + - -+ + a1 (—1)"T det((A")n1)
= a1 (=) det(Ann) + - +arn (1) det(Arn) = antans + -+ arpany. O

Proposicion 1.37 (Desarrollo de Laplace del determinante por cualquier columna
(respectivamente fila) ).
Si A = (aij) es una matriz de orden n, entonces

|A| = apjonj + -0+ apjQgg, para j =1,...,n,

|A| = ajiein + -+ -+ QinQip, parai=1,... n.

Demostracion. Sea A’ = Ep, A la matriz obtenida de A intercambiando la primera
fila con la segunda. Calculando el determinante de A’ con el desarrollo de Laplace por
la primera fila:

’A/’ = a21(_1)1+1 det(Agl) + agz(—1)1+2 det(Agz) +-- a2n(—1)1+n det(Agn)
y, como |A] = —|A'|, se tiene que:
| Al = a1 (—1)*" det(Ag1) + - -+ + agn(—1)*T" det(Agn) = agianr + - - - + agn0n.

De la misma forma, si A” es la matriz obtenida de A intercambiando la segunda fila
con la tercera, calculando el desarrollo de Laplace de A” por su segunda fila, se obtiene:

‘A”l = agl(—1)2+1 det(Agl) + a32(—1)2+2 det(Agg) +---+ CLgn(—l)2+n det(Agn)
y, por tanto, como |A| = —|A”|, se tiene que:
|A’ = agl(—1)3+1 det(A31) cee 4 agn(—1)3+” det(Agn) = as1a31 + -+ aznQ3gy.-

Repitiendo el proceso las veces que sea necesario, se obtiene el desarrollo por cual-
quier otra fila y, teniendo en cuenta que |A| = |At| , se obtiene el desarrollo por cualquier
columna. O

Proposicion 1.38. Si A = (a;;) es una matriz no singular de orden n, entonces
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Al = \A\_l (adj(A))!, en donde adj(A) = (a;;) € My (K).

Demostracion. Como |A| # 0, podemos definir la matriz B := |A|™" (adj(A))!. La
matriz B es de orden n y vamos a comprobar que es inversa de A. En efecto,

(AB)(i,i) = 3. apwB(k,i) = 3 ap |[A| P ag = |A|7HAl =1
k=1 k=1
y, si 1 # j, se tiene que
(AB)(i,j) = kE aixB(k, j) = kZ ai |A " ag, = |A]T! (kZ arajr) =0
-1 -1 -1

n
yaque Y a;po = 0, porque es el desarrollo de Laplace, a lo largo de la fila j-ésima, del
k=1
determinante de una matriz que tiene todas sus filas como las de A, excepto la j-ésima

que coincide con la i-ésima de A, es decir, es el determinante de una matriz con dos
filas iguales. O
1.6. Ejercicios

1.- Evaluar las siguientes operaciones con matrices reales:

1 -2
4 ) 4 1 0 1
(5—3),(5—3)< )( ) 3 5
< 2 2 2 2 3 0 7
2.- Una matriz A se dice idempotente si A2 = A.

a) Probar que una matriz idempotente es cuadrada.

b) ;Son idempotentes las matrices siguientes?

10 01 001
00)1o)¥|200
1 00

3.- Se consideran las matrices sobre el cuerpo R:

01 11
A‘<1 0>yB_<o 1)'
Justificar la verdad o falsedad de las siguientes afirmaciones:

a) AB = BA.
b) (A+ B)? = A% +2AB + B2
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c) A(A+ B) = A2 + AB.

4.- Sea A € M,,(R) una matriz no singular. Demostrar las siguientes propiedades:
a) (A Hl=A
b) Para cada o € R con a # 0, ()™ =a~ 1471,
c) A es simétrica & A1 es simétrica.
a?/2

1 o
5.- Sea A(a)=1| 0 1 a | e M3(R) y S € R. Se pide:
0 0 1

a) Demostrar que A(a)A(B) = A(a+ B).
b) Demostrar que A(3a) — 34(2a) + 3A(«) = I.

6.- Demostrar que el producto de dos matrices diagonales es también una matriz dia-
gonal. ;Es conmutativo este producto?

7.- Sean A,B € M,(R) y a € R. Justificar la verdad o falsedad de las siguientes
afirmaciones:

a) Si A+ B es una matriz diagonal, entonces A y B son matrices diagonales.
b) Si A es una matriz diagonal, entonces AB es una matriz diagonal.
c) Sia# 0y aA es una matriz diagonal, entonces A es una matriz diagonal.

d) Si AB es una matriz diagonal, entonces A y B son matrices diagonales.

0 -1 1
8.- Se considera la matriz A= 0 1 —1 | € M3(R).
0 0 1

Hallar una formula para A", siendo n un entero positivo.
)

10

9.-81A:(1 1

> € Ms(R), demostrar que A2 =24 — I5 y calcular A%,
10.- Sean A = (ai;j) € Ms5x3(R) y B = (bij) € M3x4(R) tales que

ai1+ap+taz=avVi=1,...,5yb1+bo+bs+bs=pYVi=1,...,3.
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Demostrar que la suma de los elementos de cada una de las filas de la matriz producto
AB es af.

2 1
11.- Halla una matriz elemental E que transforma la matriz A = _é i en B,
1 2
donde:
2 1 2 1 2 1
0 4 -1 3 -1 3
a) B=1[ _ 5 :b) B= 0 4 ;¢) B= 0 3
2 5 4 1 2

12.- Encontrar, justificando la respuesta, matrices elementales E1, Fo, E3, F4 tales que:

a) ElA = B; b) EQB = A; C) E3A = C; d) E4C = A, donde

3 4 1 8 1 ) 3 4 1
A= 2 -7 -1 |,B=| 2 -7 -1 yC=1|2 -7 -1
8 1 ) 3 4 1 2 =7 3

L Es posible encontrar una matriz elemental E tal que EB = C? Justifica la respues-
ta.

13.- Encontrar una matriz A € M3(R) que verifique la igualdad siguiente:

EF1+2F3EF2<—>F1AE(—4)F3 = I3.

14.- Sean A, B € M3(R) tales que

. 11 -3 01 1
A‘1:§ -2 1 0| yAB=|0 5 8
00 3 1 00

Denotando por A; la matriz obtenida a partir de A multiplicando su fila 2 por 3,
Ag la matriz obtenida a partir de A intercambiando su fila 1 y su fila 3 y B3 la matriz
obtenida a partir de B multiplicando su columna 2 por 2.

Calcular, usando las matrices elementales, las siguientes matrices:

(A1), (A2)™', A1B, A3B y ABs.

15.- Sean A, B € M3(R) tales que

12 -1 010
Atlt= -2 1 0 |yAaB=[0 3 1
00 1 100
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Denotando por A; la matriz obtenida a partir de A multiplicando su fila 3 por —2,
Ag la matriz obtenida a partir de A intercambiando su fila 3 y su fila 2 y B3 la matriz

1
obtenida a partir de B suméndole a su columna 3 la colunma 2 multiplicada por —5

Calcular, usando las matrices elementales, las siguientes matrices:
(A1)71, (A2)7, A1B, A3By ABs.

16.- Calcular el rango por filas de la matriz

9 -1 -3 4
1 3 5 —1
5 1 -1 7 | €MaB)
7 7 9 1

17.- Hallar en funcién de a y b los rangos por filas de:

a 1 2 2 a+2 a
0a 0|yl 3 5 b ]eMs3R).
0 0 b 1 2 1
18.- Calcular el rango por filas de la matriz
1 1.0 0 0
01100
001 1 0 |eMsR).
0 00 11
a 0 0 0 1
19.- Calcular las inversas de las matrices
320 1 2 1
A=|0 10 |yB=|11 -1 |eM3R
6 6 1 11 0

y escribir A y B~ como un producto de matrices elementales.

20.- Calcular, cuando exista , la inversa de la matriz

-1 a 0
A= 2 0 a | € M3(C).
-1 3 -1

21.- Calcular los valores de a para que la siguiente matriz tenga inversa
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S Mg(R).

N = =
— QN
w w O

22.- Se consideran las siguientes matrices sobre el cuerpo R:

A= a 1 -1 y B=
51 1 1 -1 1 -1
1 -1 -1 1

a) Calcular, usando operaciones elementales, A~! y B~1

b) Utilizando el apartado anterior, calcular (34)~! y 5(B%)~!.

23.- Calcular, utilizando las operaciones elementales, la inversa de la matriz

1 a 0 0O
01 a 00
0 01 a O € M;5(R).
0 001 a
0 0 0 01
24.- Se consideran las matrices reales
1 a a® o o 000 0 1
01 a da a 01 a a? a’
A=]1001 a a* |yB=|01 14a a+a® a®>+a°
0 00 1 a 0 0O 1
00 0 0 1 1 a a? a3 at

a) Hallar, usando operaciones elementales, la inversa de la matriz A.
b) Calcular B~! a partir de A1,

25.- Demostrar que el determinante del producto de una matriz 2 x 1 por otra 1 x 2 es
siempre cero.

26.- Sean A,B € M,(R) y o € R. Razonar si son verdaderas o falsas las siguientes
afirmaciones:

a) |A+ B|=|A| +|B|.
b) |aA| = alA|.
c) |ad|=a"|A|.
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d) |[=A] = (=1)"[A].
e) Si AB tiene inversa también la tienen A y B.

f) Si|AB| =0, entonces |A| = |B| = 0.

27.- Sean A,B € M3(R) tales que |A| =3y |B| = 5. Calcular los determinantes de las
siguientes matrices:

AB, —A,;3B, A"'By A'Ep .p,B L.

28.- Calcular los determinantes de las siguientes matrices reales:

1 1 1 1 zr 1 1 1 a a a a
1 2 3 4 1 z 1 1 b b b a
A= 1 4 9 16 B = 1 1 z 1 ¢ = c c¢c b oal’

1 x 22 23 1 1 1 x d ¢ b a
T+a b c 1 1 1 1
B 1 14a 1 1
D= “x+z o yE=14 1 146 1
“ rre 1 1 1 1+e¢

29.- Sabiendo que los ntumeros 1353, 3751, 8492 y 6105 son todos divisibles por 11,
demostrar que el determinante de la siguiente matriz es, también, un miltiplo entero
de 11:

o 0 W
—_ o =W
o © wt
N — W

30.- Calcular A~!B, sin hallar previamente A~!, siendo

1 -1 1 4 1 2
A=|2 11 ]yB=|-20 3
2 —1 2 111

31.- Sea A una matriz cuadrada n x n formada por nameros enteros entre 0 y 9.
Demostrar que si las filas (las columnas) de A, leidas como un namero de n digitos,
forman un multiplo de 3, entonces |A| también es un multiplo de 3.

32.- Resolver en Z la ecuacion:

1 =z 0 z
0 2 z 0 _9
1 0 -1 =«
r 1 -1 =«
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33.- Determinar los valores reales de = para los que se verifica que |A| # 0, siendo

z 2 0 3
1 2 3 3
A= 1 01 1
1 1 1 3
34.- Calcular el determinante
1 2 1 2
-1 1 2 1
11 2 2
-2 1 1 1

por el procedimiento de llevarlo a la forma triangular.

35.- Calcular el determinante de Vandermonde

1 1 1 1
a b ¢ d
a? v 2 d?
at v oA B

36.- Calcular los determinantes de las siguientes matrices reales de orden n :
a) A= (ai;) siendo a;; = méx {i, j}.

b) B = (b;;) siendo b;; = min {i, j}.

T a a ... a
a r a ... a
c)C=|a a x ... a
a a a ... T

37.- Calcular el determinante de la matriz

«Q a+1 « a
a a  a+1 € My(R).
@ o a  a+l
38.- Demostrar que:
a> a 1 bed
¥ b 1 acd
2 e 1 apd |= O @e—a)d=a)c—b)(d-b)(c—d)
d> d 1 abec
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39.- Una matriz cuadrada es antisimétrica si A' = —A. Probar que si 2 # 0, el deter-
minante de una matriz antisimétrica de orden impar es cero.

40.- Hallar los posibles valores del determinante de una matriz A, en cada uno de los
siguientes casos:

a) A es idempotente, es decir A2 = A.
b) A es ortogonal, es decir AA! = I.

c) A es nilpotente, es decir existe n tal que A” =0

41.- Sean A, B € My(R) tales que |A| = =3 y |B| = 9, calcular el determinante de la
1 .
matriz §A5B_1At.
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Capitulo 2

Sistemas de ecuaciones lineales

A partir de ahora, K denotard un cuerpo.

2.1. Ecuaciones lineales

Definiciéon 2.1. Una ecuacion lineal con coeficientes en K y con n incdgnitas (o va-

riables) w1, 2, ..., T, es una expresion de la forma
a1x1 +asxo + -+ apxy, =0 (%)
en donde los elementos a; € K, parai=1,...,n, se llaman coeficientes de la ecuacion

y b € K se llama término independiente.
Diremos que (a1, @2, ...,a,) € K™ es solucion de la ecuacion lineal (*) si

arog + agor + -+ apoy, =0
es decir, al sustituir z; = aq,..., T, = a, en (x) se verifica la igualdad anterior.

Si el ntimero de incognitas es pequeiio estas se denotaran, usualmente, por las letras
T, Y, 2,y ...

Ejemplos 2.2.

1. (0,0) y (2,—1) € R? son soluciones de la ecuacién lineal z + 2y = 0.

2. La ecuacion 22 4+ 2y = 1 no es lineal.

2.2. Sistemas de ecuaciones lineales

Definicion 2.3. Una coleccidén de m ecuaciones lineales con coeficientes en K con las
mismas n incoégnitas xy, T2, ..., Ty

25
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a11x1 + a1are + -+ - + a1pxy = by
ao1 1 + a2 + -+ - + a2, Ty = by

(8)7

Am121 + Ama®2 + -+ AmnTy = by,

se llama sistema de m ecuaciones lineales con n incognitas. En forma abreviada,

n
> ajjr; =b;parai=1,...,m.
j=1
Los a;; parai=1,...,my j=1,...,n,sellaman coeficientes del sistema y los b;, para
1=1,...,m, se llaman términos independientes del sistema.
Si b; = 0 para cada ¢ = 1,...,m, es decir, si todos los términos independientes son
cero, se dice que el sistema es homogéneo.
Una n-épla (aq,...,a,) € K™ es una solucion del sistema S, si lo es de cada una

de sus m ecuaciones.

Un sistema es compatible si admite alguna solucién. En caso contrario, se dice que
es incompatible. Cuando un sistema compatible tiene una tinica solucién se dice que es
compatible determinado y, si tiene més de una, se dice que es compatible indeterminado.

Todo sistema homogéneo es compatible, puesto que (0,...,0) € K™ es una solucién
a la que se le llamara solucion trivial.

Ejemplos 2.4.
Sean tres sistemas con coeficientes en R:

1.

r+y =2 . . .

vty =7 es un sistema incompatible y representa a dos rectas paralelas.
2.

r+y =2 . . .

y =7 es un sistema compatible determinado, puesto que (—5,7) es su
tnica solucion. Representa a dos rectas que se cortan en el punto (—5,7).

3.

=2 . . . . .
{ 2§ 1 23 _, esun sistema compatible indeterminado, puesto que tiene

mas de una solucion, por ejemplo (1,1) y (0,2). Se trata ahora de dos rectas
coincidentes.

2.3. Interpretacién matricial de un sistema

Dado un sistema de ecuaciones lineales con coeficientes en K.
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a1171 + a12%2 + -+ + a1pTy = b1
a1 1 + a2 + -+ - + aop Ty = by

(S)
Am1T1 + AmaX2 + -+ AmnTy = by,

llamaremos:
. matriz de los coeficientes del sistema a la matriz A = (a;;) € Mpmxn(K),

. matriz de los términos independientes a la matriz B = (b1 ...bpy)" € Myx1(K),

« matriz ampliada del sistema a la matriz

ail N A1n b1
(AlB)=1 ... ... ... ... e./\/lmx(nﬂ)(K).
ami --- Gmn bm
T
Si denotamos por X = | : |, el sistema anterior tiene la siguiente expresion ma-
In
tricial:
AX = B.

Notese que también se puede expresar como

Ci(A)zy + -+ Cp(A)x, = B.

2.4. Meétodo de Gauss y Regla de Cramer.

Supongamos que queremos resolver el siguiente sistema:

z+y +3z =4
y +2z =3
z =1

La tercera ecuacién nos indica que z = 1, sustituyendo este valor en la segunda, se
tiene que y = 1y, sustituyendo ambos valores en la primera, obtenemos que x = 0. Asi,
(0,1,1) es la tnica solucion de este sistema, que es por tanto un sistema compatible
determinado.

El método utilizado, de sustitucion hacia atras, nos permite resolverlo de forma
muy sencilla porque estd en forma escalonada. En general, un sistema arbitrario no
aparece en forma escalonada y, para resolverlo con la técnica anterior, trataremos de
transformarlo en otro con las mismas soluciones que se presente en forma escalonada.

Definicién 2.5. Dos sistemas con n incoégnitas x1,x9,...,x, se dicen equivalentes si
tienen el mismo conjunto de soluciones.
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Vamos a considerar tres tipos de operaciones que nos permitiran transformar un sis-
tema, S, en otro que sea equivalente, S’. A estas operaciones les llamaremos operaciones
elementales y son las siguientes:

1. Intercambiar dos ecuaciones (F; <> F}).
2. Multiplicar una ecuacion por o € Ky a # 0 (aF5).

3. Sumarle a una ecuacion otra multiplicada por a € K. (F; + aF}j con i # j).

Notese que:

Proposiciéon 2.6. Si S es un sistema de ecuaciones lineales, todo sistema, S’, obtenido
a partir de S tras un nimero finito de operaciones elementales, es equivalente a S.

Demostracion. Es suficiente demostrar que cada una de las operaciones elementales
transforma un sistema en otro equivalente. ]

Definiciéon 2.7. Un sistema de ecuaciones lineales se dice escalonado si su matriz
ampliada es una matriz escalonada. En un sistema escalonado las incégnitas correspon-
dientes a los pivotes se llamaran incdgnitas principales y las demés incognitas libres.

Proposicion 2.8. Todo sistema de ecuaciones lineales es equivalente a un sistema
escalonado.

Demostracion. Es evidente que las operaciones elementales en las ecuaciones de un sis-
tema se corresponden biyectivamente con las correspondientes operaciones elementales
en las filas de la matriz ampliada. El resultado se sigue de que, como ya vimos, toda
matriz es equivalente por filas a una matriz escalonada. O

El Método de Gauss consiste en transformar, usando operaciones elementales, un
sistema en otro equivalente que sea escalonado y resolver este, si es posible, usando
sustitucion hacia atrés o concluir que no tiene solucién.

Ejemplos 2.9. Vamos a resolver tres sistemas de ecuaciones lineales con coeficientes
en R.
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1.
r — 2y + 3z 9 o r — 2y + 3z = 9
2x — by + bz 17 2 -y - z = -1
r — 2y + 3z =9
FgTFg Yy + 32 = 5
2z = 4
La tnica solucion de este sistema es (1,—1,2). Por tanto, se trata de un sistema
compatible determinado.
2.
y — 2z = 0 T — 3z = -1
T - 3z = -1 Bof y - oz = 0
—r + 3y = - + 3y = 1
T - 3z = -1 T - 3z = -1
FstF v — 2= U g5 y — 2= 0
3y — 3z = Oy + 0z = 0

Las ternas de la forma (—1 + 3z,2,2) con z € R son las soluciones del sistema.

Por tanto, se trata de un sistema compatible indeterminado en donde x e y son las

incognitas principales y z la incognita libre.

3.
r — 3y + =z = 1 r — 3y + z = 1
2 — y — 2z = 2 Yo 5y — 4z = 0
x + 2y — 3z —1 T + 2y — 3z = -1
z — Jy + =z = 1 z— 3y+ =z 1
AoF oy — 4z = 0 oo oYy— 4z = 0
5y — 4z = -2 Oy— Oz —2
La tltima ecuacién nos indican que se trata de un sistema incompatible.
4.
ar +y =1 ar +y =1
(a+ 1)z +y =2 FR-hA x =1
X == 1 €T =
Fi1<Fs ax _|_y =1 Fo—aFy Yy = 1—a

o bien, si escalonamos el sistema considerando las variables en otro orden se tiene que:

=1 Yy +ax
T

—
=92 F-F

=1
=1

Y +ax
y +a+1x
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Notese que es un sistema compatible determinado con solucion (1,1 — a).

Como se aprecia en los ejemplos anteriores, el método utilizado solo afecta a los
coeficientes y a los términos independientes del sistema y, por lo tanto, se pueden dejar
de escribir las variables y hacer las mismas transformaciones en una tabla (matriz) en
donde aparezcan ordenados solamente los coeficientes y los términos independientes.

5. Sea el sistema en forma matricial:

1 -2 3\ [z 9
1 30 ||y|l=] -4
2 -5 5 /) \z 17

Consideramos su matriz ampliada y la escalonamos de la forma siguiente:

1 -2 3 9 1 -2 3 9

1 30 -4 |20 1 3 5

9 -5 5 17 /)52 o 1 -1 -1
1 -2 39 1 -2 39
rm |0 135 )0 135
0 02 4] 2 0 0 1 2

Por tanto, un sistema equivalente al de partida es:

T — 2y + 3z =9
y + 3z =5
z = 2

cuya solucion se obtiene usando sustitucion hacia atras, como se indicé anteriormente.

También se puede continuar el proceso hasta llegar a una matriz que sea escalonada

reducida,
1 -2 3 9 10 9 19
0 1 3 5 Yo 01 3 5
0 01 2 001 2
1 0 01 100 1
FoF, 01 35 H3F, 010 -1
0 01 2 0 01
que es la matriz ampliada del sistema
z = 1
Yy = -1
z = 2

y que permite encontrar de manera inmediata su solucion, (1,—1,2).
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2.5. Discusion de un sistema escalonado

Para un sistema arbitrario, S, de m ecuaciones lineales con n incognitas, una vez
que hemos escalonado su matriz ampliada, de orden m x (n + 1), hasta una matriz
escalonada reducida, se pueden dar los siguientes casos:

1. Sihay un pivote en la Gltima columna, el sistema es incompatible ya que corresponde
a una ecuacién de la forma O0xq + - -+ + O0x,, = 1.

2. Si no hay pivote en la tltima columna, se pueden dar dos posibilidades:

a) Numero de pivotes = nimero de incognitas = n. En éste caso, existe una tnica solu-
cion y la solucién viene dada por la tltima columna. Es decir, la matriz escalonada
reducida tiene una de las formas siguientes

10 0 b
1 0 b
. . 10 0 b
: : 01 0 b
0 0 . 1 b,| o L
0 0 0 :
: 00 1 b,
0 0 0 0
y la solucion del sistema es (by,...,b,) € K™.

b) Nuamero de pivotes < namero de incognitas. En éste caso, hay més de una solucion
y estas estaran parametrizadas por las variables libres.

Dicho de otro modo, en un sistema escalonado de m ecuaciones lineales con n in-
cognitas y r pivotes (r < n + 1), se verifica que:

1. Si el dltimo pivote esta en la ultima columna, es decir, la ultima ecuacioén no nula (la
r-ésima) tiene término independiente distinto de cero y, por tanto, es de la forma
0z1 + -4 0x, = b, con b # 0, el sistema es incompatible.

2. Si el dltimo pivote no esté en la tltima columna, hay dos posibilidades:
a) Sir = n, entonces el sistema es compatible determinado.

b) Sir # n, es decir r < n, entonces el sistema es compatible indeterminado. Para cada
valor asignado a cada una de las n — r incognitas libres se obtiene una solucién
del sistema.
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Ejemplos 2.10.

1. El sistema visto en el ejemplo el sistema

1 -2 3 x 9
-1 30 y| = 4 |, esta en el caso 2a).
2 =5 5 z 17
2.
1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4
2 4 6 8 2 4 6 8 0 0 0O
El sistema cuya matriz ampliada es A corresponde al caso 2b); de la segunda
ecuaciéon se obtiene que z = 1 y, sustituyendo éste valor en la primera, se tiene
que x = 1 — 2y. Por tanto, las soluciones del sistema son las ternas de la forma
(1 —2y,y,1) para todo y € R.
3.
1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4
2 4 6 9 2 46 9 0 001

El sistema cuya matriz ampliada es B esta en la situacion 1) y se trata de un sistema
incompatible.

Proposicion 2.11. Si A € M, (K). Un sistema AX = B es compatible determinado
st, y solo si, A es no singular.

Demostracion.
“<” Si A es no singular, entonces X = A~ B.

“=" Si AX = B es compatible determinado, A es equivalente por filas a una matriz
escalonada reducida cuyo nimero de pivotes coincide con el nimero de incognitas, es
decir, A es equivalente por filas a la matriz I,, y, por tanto, es no singular. ]

Proposicion 2.12 (Regla de Cramer). Si AX = B es un sistema de n ecuaciones
lineales con n incdgnitas compatible determinado, su unica solucion viene dada por:

) all . al(i_l) bl al(i+1) . QA1p
i =A"" ... ... cee oy parai=1,...,n.

anl ... an(i_l) bn an(i+1) e Ann

Demostracion. Si AX = B, al ser A no singular, X = A™'B = |A] 7! (adj(A))'B y

entonces
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zi = X(i,1) = |A7" 3 ((adj(A)!) (i, k)b = [A] 7" S anibr = |A] Y brovg.
k=1 k=1 k=1

n
Notese que > bray; es el desarrollo, por la columna i-ésima, del determinante de

k=1
una matriz que se obtiene de la matriz A cambiando su columna i-ésima por la de los
términos independientes del sistema. O

2.6. Ejercicios

1.- Resolver, si es posible, los siguientes sistemas de ecuaciones lineales con coeficientes
en R:

r +y +z -t = 1

y —z +t = -1

)\ 3 +62 —6t = 6
-y +z —t = 1

2z +z =
r +2y =
dr +4y +z —t =

|
|

Tt = N

3z +d5y -7z =
4 —d5y —6z =0

r +y +z =6

d) 20—y +z =
3z —z =0
z 4y 4z +t = 6
e) 2z +3y -t =0
—3x +4dy +z +2t = 4
=0

r +2y —z +t

2.- Resolver simultaneamente los sistemas de ecuaciones lineales con coeficientes en R

2 +y +3z = 2 2 4y +3z = 1
z =3y 4z = 1 vy r =3y +z = -2
or —8y +6z = -2 5r —8y +6z2 = -5

3.- Calcular el valor de a € R para que sea compatible e indeterminado el sistema de
ecuaciones lineales con coeficientes en R:

ax +y +z =«
r toay +z =«
r +y 4+az =«
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Para este valor, calcular la componente x de la solucién tal que y =1y z = 4.

4.- Determinar para que valores reales de a el sistema de ecuaciones lineales con coefi-
cientes en R siguiente tiene solucion tnica, tiene infinitas soluciones y no tiene solucion.

T +y +z =

w
Il
SRR

5.- Dado el sistema de ecuaciones lineales con coeficientes en R:

r 2y +z = -2
-z +y 4az = 1
22 +ay 44z = -2

Discutir su compatibilidad, en funcién de los valores del parametro a € R, y resol-
verlo en los casos en que sea compatible.

6.- Hallar condiciones sobre el parametro k que hagan compatible el sistema de ecua-
ciones lineales con coeficientes en R:

x +2y —2 = 3
- -y 4z = 2
-z +y +z = k

7.- Hallar los valores reales del parametro « para que el siguiente sistema de ecuaciones
lineales con coeficientes en R tenga soluciones no triviales.

(a+2)x -2y 43z = 0
-2z +(a—1)y +6z = 0
x +2y 4az = 0

b 2
8.- Sea 4 4 | € Msx4(R) la matriz ampliada de un sistema S. Encontrar
2 b

[eo R SHIS
e @ o

los valores que deben tomar a y b en los siguientes casos:

a) S tiene solucion unica.
b) S no tiene solucion.
c) Las soluciones de S vienen dadas en funciéon de un parametro.

d) Las soluciones de S vienen dadas en funciéon de dos parametros.

9.- Discutir, en funcién de los valores de o € R, el sistema de ecuaciones lineales con
coeficientes en R siguiente:
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T +oay +z = 1
—x +(2—-a)y = 1
1-a)r +(-a?+a—-2)y +(1-2a)z = —a®—a

10.- Se considera el sistema de ecuaciones lineales con coeficientes en R,

3z +y +(a+l)z = 4
-y +3z = S
2z +y -z = 3

;,Cuando es compatible indeterminado?

11.- Se considera el sistema de ecuaciones lineales con coeficientes en R,

r 4y +=z 1
(1+0%)z +2y +2z = 2b
(1-b)x +z = —b
Vr 4y +z = b

a) Analizar para que valores b € R el sistema tiene alguna solucion.

b) Resolver el sistema para los valores de b encontrados en el apartado anterior.

12.- Siendo b € R consideramos los sistemas de ecuaciones lineales con coeficientes en

R:
r +y +z = 3
a) br +y = b
2y 4z = 2
br 4y —z = b
b) r +by 4z =1
x 4y —2bz = 2

Estudiar su compatibilidad para los diferentes valores de b y resolverlos en los casos
en que sean compatibles.

13.- Sea el sistema de ecuaciones lineales con coeficientes en R siguiente:

2  —y =5
r =3y =
T +5Yy =«
x +Py =3

yr +2y =4

Resolverlo para los valores de «, 3,7 que lo hagan compatible.

14.- Se consideran los sistemas siguientes:
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g a1 + a2y = ap g a1 + a2y + azz = ap
bix + by =bo biz + bay + b3z = by

con a; # 0y by # 0. Sabiendo que S es incompatible, analizar la posibilidad de que S’
sea compatible.

15.- Resolver, sobre Zs, €l sistema:

z 4y =1
y +z = 0
x +z =1

16.- Responder razonadamente la veracidad o falsedad de las siguientes afirmaciones:

a) Todo sistema de una ecuacion lineal con dos variables es compatible.

b) Todo sistema de dos ecuaciones lineales con tres variables es compatible.
¢) Si un sistema es compatible admite infinitas soluciones.

d) Un sistema de ecuaciones lineales puede tener exactamente dos soluciones.

e) Todo sistema de tres ecuaciones lineales con dos variables es incompatible.

17.- Se considera el sistema AX = B con B # 0y oy (8 dos escalares dados. Sabiendo
que si X1 y X2 son dos soluciones del sistema también es solucion a X+ 5 Xo. Analizar
la relacion que debe existir entre a0 y 5.

18.- Se considera, S, un sistema homogéneo de tres ecuaciones con tres incognitas
AX =0y, 9, el sistema cuya primera ecuacion es la diferencia entre la primera y la
segunda de S, su segunda ecuacion es la diferencia entre la segunda y la tercera de S y
su tercera ecuacion es la diferencia entre la tercera y la primera de S. Sabiendo que S
es compatible y determinado analizar si también lo es S’.

19.- Se considera un sistema AX = B. Estudiar en que caso ocurre que si X1 y X5 son
dos soluciones del sistema también lo es X7 — Xs.

20.- Sea S un sistema de m ecuaciones lineales con n incoégnitas. Sabiendo que m < n,
probar que S puede ser incompatible o compatible indeterminado, pero no puede ocurrir
que sea compatible determinado.



Capitulo 3

Espacios vectoriales

Definicién 3.1. Sea K un cuerpo. Se dice que un conjunto no vacio V es un espacio
vectorial sobre K o que es un K-espacio vectorial si:

1. En V esté definida una operacion interna que denotaremos por + de modo que (V, +)
es un grupo abeliano.

2. Existe una operacién externa, llamada producto por escalares:

KxV —V
(o, v) = aw

tal que para todo v, w € V y «, 8 € K se tiene:
a) (a+ B)v=av+ P,

b) a(v+w) = av + aw,

c) a(fv) = (af)v,

d) 1gv=w.

Los elementos de V' se llaman wvectores y los de K escalares. El elemento neutro
para la operacién + se denota por 0 y se llama wvector cero. Dado un vector v € V su
simétrico para + se llama opuesto de v y se denota por —uv.

Ejemplos 3.2.

1. K es un K-espacio vectorial.
2. R™ es un R-espacio vectorial.

3. My xn(K) es un K-espacio vectorial.

-~

. Pn(K) (polinomios de grado < n con coeficientes en K) es un K-espacio vectorial.

37
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5. {f: R - R | f es aplicacion es un R-espacio vectorial.

6. K[x] (polinomios con coeficientes en K) es un K-espacio vectorial.

Proposicion 3.3. StV es un K-espacio vectorial, se verifica:

1. Dadosae K yv eV, av=0 si, y solo si, a« =0 o v =0.

2. Dados o, B € K yv eV, v#0, siav= Puv, entonces a = 3.
3. Dados a € K yv €V, se verifica que (—a)v = —(av) = a(—v).
Demostracion.

1.

“<” Como Ov = (0 4+ 0)v = Ov + Ov, se obtiene que Ov = 0. Andlogo si v = 0.

1

“=7 Si av = 0, con a # 0, se verifica que v = 1gv = (@ ta)v = a1 (aw) =

a~ 10 =0.

3. Siae KywveV,sesigue que (—a)v+ av = (—a+ a)v = 0v = 0.

3.1. Subespacios vectoriales

En adelante, V denotara un K-espacio vectorial.

Definicién 3.4. Un subconjunto no vacio, U, de V' es un subespacio de V si:

1. u+u' € U para todo u, v’ € U.

2. au € U para todo u € U y todo a € K.

Equivalentemente, au + v’ € U para todo u,u’ € U y todo a, 3 € K.

Notese que el vector cero de V estda en U ya que, como U # &, existe u € U y
Ou = 0 € U. Ademés, U es un espacio vectorial con las mismas operaciones que V' y
también con el mismo neutro para la operacion +.

Ejemplos 3.5.

1. {0} y V son subespacios de V' y se llaman subespacios triviales.
2. U={(2,0,y) | z, y € R} es un subespacio de R3.

3. U={(z,y,2) € R3 | z +y = 1} no es un subespacio de R3.
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4. U={(z,y,2) €ER3 |z +y =0, x + 2y + 2 = 0} es un subespacio de R3.
5. U ={A € M,(K) | A es diagonal} es un subespacio de M,,(K).

6. El conjunto de las soluciones de un sistema homogéneo, de m ecuaciones con n
incognitas y coeficientes en K, es un subespacio de K.

Proposicion 3.6. Si U y W son subespacios vectoriales de V', entonces U NW es un
subespacio de V' pero, en general, U UW no lo es.

Demostracion. UNW # @& ya que 0 € U N W. También se verifica que:

lLuweUW suweUyu,weW =>utweUyutw e W s utw e UNW.

22ueUnNWyae KeuelUyueWyaoae K=sauclUyaueW & au e
Unw.

Por otra parte, si V = R?, U = {(2,0) | + € R} y W = {(0,9) | y € R}, como
(1,0) e U, (0,1) €e W y (1,0) + (0,1) = (1,1) ¢ U U W, se tiene que U UW no es un
subespacio de V. O

3.2. Sistema de generadores. Independencia lineal

Definicién. Sea S un subconjunto no vacio de V. Una combinacidn lineal de elementos
de S es un vector de V de la forma v = ajv; + -+ + an,v, con ag,...,a, € Ky
Vi,...,0, € S.

Ejemplos 3.7.

1. En R? el vector (3,7) es combinacién lineal de los vectores (1,1),(1,0) y (0,5) ya
que (3,7) = 2(1,1) + 1(1,0) + 1(0,5) = 7(1,1) — 4(1,0).

En este ejemplo, se observa que la forma de expresar un vector como combinacién
lineal de un conjunto de generadores no es dnica.

2. El vector (1,1,1) € R?® es combinacion lineal de los vectores (1,1,0), (0,1,1) y
(1,0,1). En efecto,

« +y =1
(L,1L,1) =a(1,1,0) + 8(0,1,1) +7(1,0,1) & ¢ o« +8 =1
g+ =1

Aplicando el método de Gauss,
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1 01 1 10 1 1
01 1 01 1 1
1 0 1 1 1 0 1 1
— 01 -1 0 — 01 -1 0
F3—F: 1 )
T 0 21/ \oo0o 11
. . . 1
obtenemos que la tinica solucién del sistema es (5, 2 5) y que

1 1 1
(1,1,1) = 5(1, 1,0) + 5(0, 1,1)+ 5(1,0,1).

Definicién 3.8. Sea S un subconjunto no vacio de V. Se dice que S es un conjunto
de generadores de V si todo vector de V' se puede expresar como combinacién lineal de
elementos de S.

Proposicion 3.9. 5i S es un subconjunto no vacio de V', el conjunto de las combinacio-
nes lineales de elementos de S, {ayvi+-- -+ anvy, | 01,...,an € K yv1,...,0, € S}, es
un subespacio de V' llamado subespacio generado por S, y se denota por (S). Ademds,
(S) es el menor subespacio de V' que contiene a S.

Por convenio se tiene que (&) = {0}.

Si V = (S), entonces S es un conjunto de generadores de V.

Notacion 3.10. Si S = {v1,...,v,}, usaremos la notacion (vi,...,v,) en lugar de

<{1)1, N ,Un}>.
Ejemplo 3.11. Si U = {(z,y,2) € R? | x = y} se tiene que:

U = {2(1,1,0) 4+ 2(0,0,1) | 2,2 € R} = {(1,1,0), (0,0,1)).

Observacion 3.12. Si Sy S’ son subconjuntos no vacios de V/

(S) c (") S c (8"
(8)=(9) & y & y
(") c (S) S’ (S)

En particular, si S C V y v € V se verifica que:

(S) = (SU{v}) = v e (S).
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Como consecuencia, en un conjunto de generadores S se puede eliminar un vector v si

) 7
y solo si, v es combinacién lineal de los demés elementos de S. Es decir, si v € Sy
S\{v} es no vacio,

(5) = (S\{v}) & v e (S\{v}).

Lema 3.13. Sea S = {v1,...,v,} C V. Se verifica que:

i) (Ui, ViU, s = (U1, Uy ey Vs Up)
i) (v1,..., 0., 0n) = (U1, ..., Q0;,...,0,) cona € K ya#0.
iii) (vi,..., 05,05, .., 0n) = (U1,..., 0 + BUj, ... 05, 0n) con B EK eiF .

Definicién 3.14. Si U y W son subespacios de V', se define el subespacio suma de U
yWecomoU+W:={u+w|uelUyweW}.

Notese que:

a) U+ W = (UUW) y, por tanto, es el menor subespacio de V' que contiene a U
yaW.

b) SiU = (S) y W = (5'), entonces U + W = (SU S").
Definicién 3.15. Un subconjunto no vacio, S, de V se dice que es linealmente inde-
pendiente si:
[aqvr + -+ apvy, =0, € Ky v; € S]= o =0 paratodoi=1,...,n,

es decir, la tnica combinacién lineal de vectores de S que es igual a cero es la trivial.

En otro caso, se dice que S es linealmente dependiente, es decir, existe una combi-
nacion lineal de vectores de S igualada a cero con algin coeficiente distinto de cero.

Ejemplos 3.16.

. 2 1 3 0 10 . .
1. El conjunto S = {(O 1) , <2 1> ) <2 0)} C M2 (R) es linealmente indepen-

diente. En efecto:

201\, 80 (10)_ (0 0y
Mo 1) 7%\ 1) 7 2 o/ " \0o 0

20 4+ 3a9s + a3 =0
(6731 =0
200 + 203 =0

o+ g =0
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2. {(1,1,1),(0,1,1),(0,0,7)} es un subconjunto de R? linealmente independiente.

Observaciones 3.17.
1. SiS={u} CV,
S es linealmente independiente < u # 0,

vaqueau =0 a=00u=0.
2. Todo conjunto que contenga el vector 0 es linealmente dependiente.

3. El conjunto S = {u,v} C V con u # 0y v # 0, es linealmente dependiente si, y solo
si, existe a € K tal que u = aw.

4. Sean S7 y Sy subconjuntos no vacios de V' tales que S1 C Ss.

a) S; linealmente dependiente = Sy linealmente dependiente.

b) S linealmente independiente = S; linealmente independiente.

5. Un subconjunto S de V' con al menos dos elementos es linealmente dependiente si,
y solo si, existe un v € S tal que v € (S\{v}).

Veamos ahora en que condiciones un conjunto linealmente independiente puede ser
ampliado a otro que también lo sea.

Proposicion 3.18. Sean S # @ un subconjunto de V linealmente independiente y
veV,v¢S. Severifica que:

v ¢ (S) & SU{v} es linealmente independiente.

Demostracion.

“=" Sea av + ajuy + -+ apu, =0 con o, aq, ..., € Kyug,...,u, €S. Como
v ¢ (S) se tiene que a« = 0 y, como ademas S es linealmente independiente, a; = 0 para
1=1,...,n.

“«<” Trivial ya que si v perteneciese a (S), SU{v} seria linealmente dependiente. []

Notese que, como consecuencia de la proposicion anterior, las filas no nulas de una
matriz escalonada A de orden m X n son vectores linealmente independientes de K™.
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3.3. Bases y dimensiéon

Introducimos a continuacién el concepto de base que es esencial en el estudio de los
espacios vectoriales. Trataremos, inicamente, el caso de espacios vectoriales finitamente
generados, aunque los resultados son validos para espacios vectoriales generales.

Definicién 3.19. Un subconjunto ordenado, B, de V' es una base de V si:

1. B es un conjunto generador de V.

2. B es linealmente independiente.

Ejemplos 3.20.

1. El conjunto C = {e; = (1,0,...,0),ea = (0,1,...,0),...,e, = (0,...,0,1)} es una
base de K™ como K-espacio vectorial y se llama base candnica.

N

. Si A € M,,(K) es una matriz no singular, tanto el subconjunto de K" formado por
las columnas de A, como el formado por las filas de A, son bases de K" ya que
cualquier sistema de la forma AX = B o A'X = B tiene una tnica solucién.

w

. El conjunto {(1,0,3),(0,1,7)

, ,(0,1,7),(0,0,1)} es una base de R? y, sin embargo, el conjunto
{(1’ 0’ 3)7 (07 17 7)7 (07 07 1)7 (

,1,1)} no lo es puesto que es linealmente dependiente.

(
1

4. En P3(R) el conjunto {1, 2,22, 23} es una base.

Definicion 3.21. Se dice que V es finitamente generado si existe un subconjunto finito,

S, de V tal que (S) =V.

Teorema 3.22. Sea B = {v1,...,v,} un subconjunto de V. Son equivalentes:

1. B es una base de V.

2. Cualquier vector de V' se escribe de modo iinico como combinacion lineal de vectores

de B.

Demostracion. 2) = 1) Por hipotesis (B) = V. Ademaés, B es linealmente independiente
yva que si ajv; + -+ - + apvy, = 0= 0v; + - - - 4+ Ov,, de la hipétesis de unicidad, se sigue
que a; =0 parai=1,...,n.

1) = 2) Siempre que ayv; + -+ + v, = Brv1 + -+ + Buvp 0, equivalentemen-
te, si (a1 — S1)vr + -+ + (an — Bn)vn, = 0, teniendo en cuenta que B es linealmente
independiente, se tiene que a; = §; parai=1,...,n. O
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Definiciéon 3.23. Si B = {v1,...,v,} es una base de V'y v = aqv; + -+ + apvy se
llaman coordenadas de v en la base B a:

(a1,...,an) € K™

Ejercicio 3.24. Determinar las coordenadas de (2,3,5) € R? y de (1,3,6) € R? en la
base B ={(0,1,3),(0,2,7),(2,3,5)}.
Demostracion.

Ya que (2,3,5) = 0(0,1,3) + 0(0,2,7) + 1(2,3,5) se tiene que las coordenadas del
vector (2,3,5) en la base B son (0,0, 1).
Por otra parte,

(1,3,6) = a(0,1,3) + 5(0,2,7) +7(2,3,5)

B—dy= -3 = !
. 7 1
es decir, las coordenadas del vector (1,3,6) en la base B son (5, -1, 5) ]

Teorema 3.25 (Teorema de la existencia de base). Sea V' # {0} un espacio vectorial
con un conjunto finito de generadores S. FExiste un subconjunto, B, de S que es una base

de V.

Demostracion. Notese que, ya que V' # {0}, todo conjunto de generadores de V' tiene
al menos un vector distinto de 0.

Si S es linealmente independiente, ya es una base de V.

En caso contrario, existe v € S que es combinacion lineal de los de S\{v} y (S) =
(S\{v}) .

Si este nuevo conjunto de generadores es linealmente independiente ya es una base
de V. En otro caso, existe v/ € S\{v} tal que es combinacion lineal de los vectores de
S\{v} y (S\{v}) = (S\{v,v'}).

Repitiendo el proceso, tantas veces como sea necesario, se llega a un sistema de gene-
radores linealmente independiente ya que, en el caso mas desfavorable, encontrariamos
un conjunto generador con un dnico vector que al ser distinto de 0 ya serfa linealmente
independiente. O

Ejercicio 3.26. Sea U el subespacio de R* generado por:
S ={v;=(1,1,0,0),v2 = (0,1,0,0),v3 = (—1,-1,0,0),v4 = (1,2,0,0),v5 = (0,2, 3,3)}.

Encontrar una base de U.
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Demostracion. Teniendo en cuenta que (S) = (vi,v2,vq,v5) = (v1,v2,05) ¥
v3=—v1 V4=v1+v2

que el conjunto S’ = {v1,v9,v5} es linealmente independiente, se sigue que S’ es una

base de U. 0

Acabamos de ver que un espacio vectorial finitamente generado y distinto de {0}
tiene una base finita. De hecho puede tener mas de una base, por ejemplo, C = {e1, ea}
y B={(1,1),(2,3)} son bases distintas de R2.

Nuestro siguiente objetivo es demostrar que todas las bases de un espacio vectorial
no nulo y finitamente generado tienen el mismo nimero de elementos.

Teorema 3.27. Sea B = {v1,...,v,} una base de V. Todo subconjunto de V' con mds
de n elementos es linealmente dependiente.

Demostracion. Sea S={uy,...,un} C V con m >ny aju; + -+ + iy, = 0, con
aj € Kparaj=1,...,m.

Como B = {v1,...,v,} es una base de V, cada u; es combinacion lineal de elementos
de B, es decir, para cada j = 1,...,m existen ¢;; € K tales que u; = c1;v1 +- - -+ CpjVn.
Por tanto,

0=oai(ci1vr + -+ + cn1vn) + - + am(Cimv1 + -+ + Comtn)

= (e + aeci2 + - 4 amcim)vr + - - + (@161 + a2Cn2 + -+ -+ A Com)Un

y, como B es base, se tiene que

ajc1l +agci + -+ apmceim =0
o1cp1 + agcp2 + -+ amcpm =0

Este sistema es homogéneo, por tanto, compatible y, como el nimero de incégnitas,
m, es mayor que el de ecuaciones, n, tiene soluciéon no trivial y, en consecuencia, S es
linealmente dependiente. O

Teorema 3.28. Si V tiene una base con n elementos, toda base de V tiene también n
elementos.

Demostracion. Sean B = {v1,...,v,} y B bases de V.

En primer lugar, hacemos notar que B’ es un conjunto finito; en caso contrario,
cualquier subconjunto de B’ con méas de n elementos seria linealmente dependiente, en
contradicciéon con la definicién de base.

Si B'={u1,...,un}, teniendo en cuenta que B es base y B’ linealmente indepen-
diente, se tiene que m < n y también, puesto que B’ es base y B un conjunto linealmente
independiente, se obtiene que n < m. O
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Definiciéon 3.29. Si V' es un espacio vectorial finitamente generado y V' # {0}, al nu-
mero de elementos de cualquiera de sus bases se le llama dimension de V', y escribiremos
dimg (V') o dim(V'). Por convenio se admite que dim{0} = 0.

Ejemplos 3.30.

[y

. dimg(K) =1y dimg(K") = n.

[\

. dimgp (M xn(R)) = mn.

. W={(a,b,-b,a) | a,b € R} ={a(1,0,0,1) + b(0,1,—1,0) | a,b € R}
=((1,0,0,1),(0,1,—1,0)) es un subespacio de R* con dimg (W) = 2.

w

4. Veamos un ejemplo de un subespacio, W, de R* con dimg(W) = 2.

W ={(z,y,2,t) eR* [z +y —z+1t=0,y+2t =0}
={(z,y,2,t) ER' |z =z+t,y=—2t} = {(z +t,—2t,2,t) | z,t € R}
={2(1,0,1,0) + £(1,-2,0,1) | z,t € R} = {(1,0,1,0), (1, -2,0,1)).

Teorema 3.31. Si V' es un espacio vectorial y dim(V) =n # 0. Se verifica:

1. §5i S es un subconjunto de V' linealmente independiente con n elementos, entonces S
es una base de V.

2. 51 S es un conjunto de generadores de V con n elementos, entonces S es una base
de V.

Demostracion.
1) Veamos que V' = (S). En efecto:

Dado v € V, si v ¢ (S), sabemos que S U {v} es un conjunto linealmente indepen-
diente con n + 1 elementos, en contradicciéon con el teorema visto antes.

2) Si S es linealmente dependiente hemos probado, en el teorema de existencia de
base que existe un subconjunto B de S de m elementos que es una base con m < n,
lo que contradice que dim(V') = n. O

Teorema 3.32. Sea B = {vy,...,v,} una base de V. Si S={u1,...,us} es un sub-
congunto de V' linealmente independiente, entonces s < n y existen vi,,...,v;, , € B
tales que el conjunto {uy,...,us,vi,...,v; .} es una base de V. En particular, todo
subconjunto de V' linealmente independiente se puede ampliar a una base de V.

Demostracion. Sabemos que todo conjunto con mas de n elementos es linealmente de-
pendiente y, por tanto, s < n.

Sis < m, S no puede ser base y (ui,...,us) € (vi,...,v,) = V. Asi, existira
vy, € {v1,..., v} tal que vy, & (ui,...,us)y{u1,...,us,v; } es un conjunto linealmente
independiente con s+ 1 elementos. Repitiendo el proceso n—s veces se tiene el resultado.

O
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Ejemplo 3.33. Sea S={u; = (1,1,1,1),uz = (1,2,3,4)} C R*. Veamos como se puede
ampliar S a una base de R%.

Por una parte, sabemos que (uj,us) = ((1,1,1,1),(0,1,2,3)).

U —uUl

Ademas, S'={(1,1,1,1),(0,1,2,3),(0,0,1,0),(0,0,0,1)} es un conjunto de 4 vec-
tores escalonados no nulos y, por tanto, linealmente independientes. Asi, R* = (S’).
Como

(8" =((1,1,1,1),(1,2,3,4),(0,0,1,0), (0,0,0, 1)),

se obtiene que {(1,1,1,1),(1,2,3,4),(0,0,1,0),(0,0,0,1)} es una base de R*.

Proposicion 3.34. Sean V un espacio vectorial de dimension finitan y U un subespacio
de V. Se verifica que:

1. dim(U) < dim(V).
2. dim(U) = dim(V) & U = V.

Demostracion. 1) Suponemos conocido que todo espacio vectorial tiene una base. Si U
es un subespacio de V, todo subconjunto de U linealmente independiente tendra a lo
sumo n vectores porque dim(V) = n y, en consecuencia, dim(U) < n.

(Otra demostracion). Si U = {0} es trivial. En otro caso, existe u; € U, u1 # 0y
el conjunto {u1} es linealmente independiente. Si este conjunto generase U ya estaria.
En caso contrario, existira algiun ug € U, uz ¢ (u1) y el conjunto {uy,us} C U sera de
nuevo linealmente independiente. Repitiendo el proceso y teniendo en cuenta que en V'
no hay subconjuntos independientes de mas de n elementos, encontraremos una base de
U con a lo sumo n elementos.

2) Si dim(U) = dim(V) = n, entonces U tiene una base de n elementos. Como
sabemos que todo subconjunto de V' linealmente independiente y con n elementos es
base, se obtiene que U =V y la base de U lo es también de V. O

Proposicion 3.35 (Formula de Grassmann). Sean V' un espacio vectorial de dimension
finita n y U, W subespacios de V. Entonces,

dim(U) + dim(W) = dim(U + W) + dim(U N W).

Demostracion. Sean By = {u1,...,us} una base de U y By = {wq,...,w,} una base
de W.

Sabemos que si Byaw = {v1,...,v:} es una base de U N W, entonces se tie-
ne que 0 < t < min{r,s} y, como Bynw es un subconjunto linealmente indepen-
diente tanto de U como de W, existen u;,,...,u;, , elementos de U y w;,,...,w;, _,
elementos de W de modo que By = {vi,..., v, Uiy, ..., u;j,_,} es una base de U y

By ={v1,..., v, w;,...,w; _,} es una base de W.
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Como
U+W = <U1,~-7Utaui17-~,Uis,“wz‘17---,wir,t>,

para obtener el resultado, es suficiente comprobar que el conjunto
B = {01, U Uiy ey Uiy Wiy oo s Wi, }

es linealmente independiente y, por lo tanto, una base de U + W. ]

3.4. Rango de una matriz

Vamos a demostrar que el espacio vectorial generado por las filas de una matriz tiene
la misma dimensién que el espacio vectorial generado por las columnas de la matriz y
esto nos permitira definir el rango de la matriz.

Si A € Mpyxn(K) se tiene que (Fi(A),...,F,(A)) es un subespacio de K" y
(C1(A),...,Cr(A)) es un subespacio de M, x1(K).

Proposicion 3.36. Si A, B € My,xn(K) son matrices equivalentes por filas, entonces
(F1(A),...,Fpn(A) = (Fi(B),...,Fn(B)).

Demostracion. Como demuestra el lema cada operacion elemental que se hace en
las filas de una matriz deja invariante el subespacio vectorial de K™ generado por sus

filas. O
Corolario 3.37. Si A € M, «n(K), se tiene que:
rr(A) = dim((Fy(A), ... Fu(A)).

Demostracion. Toda matriz, A, es equivalentes por filas a una matriz escalonada, B.
Por definicion, r(A) es el niimero de pivotes de B, es decir, la dimension del espacio
(F1(B),...,Fn(B)) vy, por la proposicion dim((F1(A),..., Fn(A))). O

Corolario 3.38. Si A, B € My,xn(K) son matrices equivalentes por filas, entonces

ri(A) =rs(B).

Definiciéon 3.39. Si A € M,,xn(K), se define rango por columnas de A,y se denota
por 7¢(A), como dim((C1(A),...,Cn(A))).

Notese que si A, B € My, xn(K) son matrices equivalentes por columnas, entonces
re(A) = re(B).
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Proposicion 3.40. Si B € M, «n(K) es una matriz escalonada reducida con s pivotes,
entonces

ri(B) =5 =r.(B).

Demostracion. Si B es una matriz escalonada reducida, B es equivalente por columnas
a una matriz de la forma:

I, B’
( 0 0 >€Mm><n(K>

Es claro que las n — s tltimas columnas son combinacién lineal de las s primeras
y, como estas son linealmente independientes y las columnas de esta matriz generan el
mismo espacio que las de B, se tiene que rf(B) = s = r.(B). O

Proposicion 3.41. Si A, B € My, xn(K) son matrices equivalentes por filas, entonces
re(A) = ro(B).
Demostracion. Puesto que, al ser A y B matrices equivalentes por filas, los sistemas
AX =0y BX =0 tienen las mismas soluciones, se tiene que:
a1C1(A) + -+ an,Cp(A) =0 < (aq, ..., ) es solucion de AX =0
< (a1, ..., ap) es solucion de BX =0 < ayC(B) + -+ + o, Cr(B) = 0.

Es decir, las columnas de A y de B verifican las mismas condiciones de dependencia
lineal y, como consecuencia, r.(A) = r.(B). O

Corolario 3.42. Si A € My,xn(K), entonces
r7(A) =rc(A).

Demostracion. Sabemos que A es equivalente por filas a una matriz B escalonada re-
ducida. Entonces,

rf(A) =rp(B) = namero de pivotes de B = r.(B) = r.(A). O

Definiciéon 3.43. Si A € M, «,(K) se define rango de A como el rango por filas de A
o el rango por columnas de A y se denotara por r(A).

Proposicion 3.44. Sea A € M,,(K), entonces
r(A) =n si, y solo si, det(A) # 0.

Demostracion. r(A) = n < rf(A) = n < A es equivalente por filas a I, < A es no
singular < det(A) # 0.

Otra demostracion.

det(A) # 0 & A es no singular < El sistema homogéneo AX = 0 tiene solucion
tnica < La tnica relaciéon de dependencia lineal entre las columnas de A es la trivial
< {C1(A),...,Cn(A)} es un conjunto linealmente independiente < r(A) = n. O
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Otro método para el calculo del rango

Vamos a dar un método para calcular el rango de una matriz en el que no se utilizan
transformaciones elementales.

Sea A = (aij) € Mpxn(K).

Llamaremos un menor de orden p de la matriz A al determinante de una submatriz
de orden p de A. Es decir, det(4,), en donde

Qirjp - Qiggy
Ay =
aipjl ce aipjp
siendo 41, ...,1%p las filas y ji,..., jp las columnas de A no suprimidas.

Algoritmo del calculo del rango:

Se toma un menor de orden p no nulo, A, = det(A4,) # 0, se forman todos los
menores de orden p + 1 que resultan de orlar A, con una fila fija F;(A), siendo i ¢
{i1,...,ip}, y con cualquiera de las restantes columnas. Si todos estos menores son
nulos se suprime la fila F;(A) y se procede con otra hasta que:

1) Se encuentre un menor de orden p+ 1 no nulo con el que repetiriamos el proceso,

2) Todos los menores de orden p + 1 son nulos, con lo que el rango de A seria p.

Explicacion:

A tiene un menor de orden p no nulo, A, = det(A4,) # 0, si, y solo si, las p colum-
nas de A, son linealmente independientes. En este caso la matriz formada por las filas
i1,...,%p de A (respectivamente la matriz formada por las columnas ji, ..., j, de A) tie-
ne rango p ya que tiene p columnas (respectivamente p filas) linealmente independientes
y su ntmero de filas (respectivamente columnas) es p. Por tanto r(A) = r¢(A4) > p.

Sir(A) > p, como las filas i1, ..., 4, de A son linealmente independientes existira un
k ¢ {i1,...,ip} de modo que {F;(A),...,F; (A),Fx(A)} es un conjunto linealmente
independiente. Entonces,

. e i
F A |~ P
Fi(A)
Como en la matriz anterior, que es de rango p + 1, las columnas ji,...,J, son
linealmente independientes existird un s ¢ {ji,...,jp} tal que las columnas ji, ..., jp, s

sean linealmente independientes. Asi, la matriz obtenida orlando A, con la fila k y la
columna s, es de orden p + 1 y de determinante distinto de cero. Es decir, existe un
menor de orden p 4 1 no nulo obtenido orlando A,,.
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3.5. Teorema de Rouché-Frobenius

Teorema 3.45. Sean A € My xn(K) y AX = B un sistema de ecuaciones lineales. Se
verifica que:

1. El sistema es compatible si, y solo si, r(A) = r(A|B).

2. Si el sistema es compatible y r(A) = r(A|B) = r < n, se tiene que es compatible
determinado si, y solo si, r = n.

Demostracion.
1) Como, AX =B & C1(A)z1 + -+ Cp(A)z, = B, se tiene que:
AX = B es compatible & B € (C1(A),...,Cy(A4))
< (C1(A),...,Ch(A)) = (B,C1(A),...,Ch(A))
< r(A) =dim (C1(A4),...,Ch(A)) = dim (B,C1(A),...,Ch(A)) = r(A|B).

2) Si r(A) = r(A|B) = r < n, entonces el conjunto {C1(A),...,Cn(A)} es li-
nealmente dependiente, es decir, existen escalares aq,...,a, no todos cero tales que
a1C1(A) + -+ + a,Cp(A) = (0), es decir, (aq,...,ay) es una solucién no trivial del
sistema homogéneo AX = (0). Es inmediato comprobar que si (81, ..., S,) es una so-
lucion de AX = B también lo es (a1 + B1,...,an + Bpn) v, por tanto, el sistema tiene
més de una solucion.

Reciprocamente, si (aq,...,a,) v (B1,...,,) son dos soluciones distintas del sis-
tema AX = B, tenemos que (a; — 1) C1(A) + -+ + (an — Bn)Crn(A) = (0) y, ya que
existe algin 7 para el cual o — §; # 0, se sigue que el conjunto {C1(A),...,Cr(A)} es
linealmente dependiente y 7(A4) < n. O

Corolario 3.46. Sea AX = B un sistema de ecuaciones lineales compatible. Si o es
una solucion del sistema, entonces 5 es una solucion del sistema si, y solo si, o — 3 es
solucidon del sistema homogéneo AX = 0.

3.6. Ecuaciones de un subespacio

Sean U un subespacio de K", B = {(a11,...,a1n),-..,(as1,...,as,)} una base de
Uyu=(x1,...,2,) € K™
u=(x1,....,2n) €U & {(a11,---,a1n) .-, (As1,...,asn), (x1,...,2)} €8
a1 ... Qln
un conjunto linealmente dependiente < r GSI asn = s & Escogido un menor
X1 ... Ty

no nulo de orden s de la matriz A = (a;;), det(As) # 0 y los determinantes de las
matrices de orden s + 1 obtenidas orlando A son todos cero.
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Ejercicios 3.47. Calcular las ecuaciones de los siguientes subespacios de R*:
1' U = <(1’ 27 37 4)? (Oa 1a 27 0)7 (Oa 1a 1a 1)>
2. W=¢((1,1,1,0),(0,1,1,1))

Demostracion.

1. (z,y,2,t) €U &

1
0
0 =0 -3z—-2y+2+t=0.
x

LS = =N
N =N W
+ = O

2. W =((1,1,1,0),(0,1,1,1))

1110 1 1 1 1 10
(r,y,z,t) eW<=r|0 1 1 1|=3<1]0 1 1]=0y|0 1 1]=0
r Yy z t T Yy z rz y t
—y+2=0
(:){:B—y+t:0
o bien, como
1110 11 1 0
01 1 1 F—>F 0 1 1 1 se tiene,
x Yy z F3f’<;fz)1F2 0 0 z2—y t—y+=z
11 1 0 1110 gt
rlo1 1 1 =rfo 111 —3@{96_”“:
0 0 2—y t—y+=x x Yy z t yri=

3.7. Ejercicios

1.- Probar que el grupo abeliano (R?, +) no admite estructura de espacio vectorial para
las siguientes multiplicaciones por escalares:

a) a(z,y) = (ax,ay?), para todo (z,y) € R? y a € R.
b) a(z,y) = (ay, ax), para todo (z,y) € R? y a € R.

c) a(z,y) = (0,ay), para todo (x,y) € R? y a € R.

2.- Sea V un K-espacio vectorial, « € K y v € V. Probar que
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(—a)v = —(aw) = a(—v).

3.- Determinar cuales de los siguientes subconjuntos de R* son subespacios:
a) Uy = {(a,b,c,d) €eR* |a+b=0,c—d=0}.

b) Uz = {(a+ 2b,0,2a,a+ b)) | a,b € R}.

c) Us={(a,b,c,d) € R* | a®> + b* > 0}.

d) U, ={(a,b,c,d) e R* | a = 1}.

e) Us = {(a,b,c,d) € R* | a®> + b* = 0}.

f) Us = {(a,b,c,d) € R* | a® +b> = T7}.

h) Uz = {(a,b,c,d) e R* | c € Z}.

4.- Sea S = {(1,1,0),(0,1,2)} C R3. ; Alguno de los vectores u = (3,5,4), v = (2,4,7)
pertenece al subespacio (S)?

5.- Sean F = {(z,y,2) € R® [ 22—y —32 = 0} y u = 3+06,6,1+0a), v =
(1 —f,2,3 + 2a) dos vectores de R3. ;Para qué valores de o y 3 se tiene que u,v € F?

7.- Determinar para que valores de a € R se verifica que:
a) (1,—1,&) € <(13171)7(07132)>'
b) (1707 _6) € <(17171)7(1727a+1)>

c) (0,2,a) es combinacion lineal de los vectores (4,0,5) y (2,a,3).

8.- Se consideran los subespacios de R?
Ur={(a,b,c) eR* |a+b—2c=0} y U =((1,1,1)).
Demostrar que Us C Uj.
9.- Se consideran los subespacios de R?
Up = {(a,b,c) ER3 |a—b—3c=0}y Us = {(2,2,0),(4,1,1))
Demostrar que U; = Us.

10.- Sean V un K-espacio vectorial y v, v, v3 € V tales que ajv1 + agvs + agvs = 0,
con asag # 0. Probar que (v, v2) = (v1,v3).

11.- Sean K = Zy = {0, 1} el cuerpo de 2 elementos y U un subconjunto no vacio de
K™. Probar que:
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U es subespacio vectorial de K" < u+v € U, Vu,v € U.

12.- Probar que el espacio vectorial U = {(a,b,c) € R® | a + 2b — ¢ = 0} est4 generado
por los vectores u; = (1,0,1) y ug = (0,1,2) y que también esta generado por los
vectores v1 = (2,—1,0) y va = (—1,1,1).

13.- Comprobar que los vectores de R*, u; = (1,0,-2,5), ug = (2,1,—1,4) y ug =
(—1,2,0,2), son linealmente independientes.

14.- Hallar ¢ y d € R para que el vector (1,1, ¢, d) pertenezca al subespacio vectorial
de R* generado por los vectores (1,2,—1,2),(1,3,0,2) y (0,1,0,1).

15.- Se consideran, los subespacios de R*,

G =((3,0,2,2),(0,0,0,5)) y
F={(1,0,1,-1),(1,2,3,1),(0,1,1,1), (2,4,6,3), (1,0,1,0)).

Hallar un conjunto de vectores escalonados que también genere F' y probar que
GCF.

16.- Sean u,v y w tres vectores linealmente independientes de R3. Demostrar que los
vectores u + v,u — v y u — 2v + w también son linealmente independientes.

17.- Sean V un K-espacio vectorial y {u1,...,us} un conjunto de vectores de V' li-
nealmente independiente. Probar que el conjunto de vectores {v1,...,v4}, en donde
V1 = UL,V = U] — Uo,V3 = U] — Uy — U3, V4 = U] — Us — U3 — U4, €S linealmente
independiente.

18.- Calcular para que valores de a son linealmente independientes los vectores:
a) (1,a,0,-1),(1,a,a —2,a — 3),(0,1,2a — 2,a) € R%.
b) (1,1,1),(1,1+a% 1+ a), (1,1 + a?,2a) € R3.

19.- Sean V un K-espacio vectorial y u,v,w € V. Razonar si son verdaderas o falsas
las siguientes afirmaciones:

a) Siwu € (v,w), entonces u y w son linealmente dependientes.

b) (u,v,w) = (u,u+v,u + w).

c) Siu ¢ (v,w), entonces u y w son linealmente independientes.
d) Siu ¢ (v,w), entonces u,v y w son linealmente independientes.

e) Los vectores u — v,v — w y w — u son linealmente dependientes.
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f) Siw = u+ v, entonces (u,v) = (u,w).

Si u, v, w son linealmente dependientes, entonces u,v también son linealmente de-
) ) ) )
pendientes.

h) Si w y v son linealmente independientes, w ¢ (u) y w ¢ (v), entonces u,v y w son
linealmente independientes.

i) Si w y v son linealmente independientes, entonces u + v y u — v son linealmente
independientes.

j) Siwy v son linealmente independientes, la ecuacion au + v + y(u 4+ v) = 0 solo
tiene la solucion o = g =~ = 0.

k) Se verifica que dim (u, v) = dim (u) + dim (v).
1) Si wy v son linealmente independientes y o € K\ {0}, entonces au y v son lineal-

mente independientes.

20.- Sean u,v y w tres vectores linealmente independientes de un K-espacio vectorial.
,Cuales de las siguientes afirmaciones son falsas?

a) Los vectores u — v,v —w y w — u son linealmente independientes.
b) Los vectores u,u + v y u + w son linealmente independientes.

c) Los vectores u + v,v + w y u + w son linealmente independientes.
d) dim (u,v) = 2.
21.- Sea V un K-espacio vectorial y sean u1, uo, us, uqs € V. Demostrar que las siguientes

condiciones son equivalentes:

a) Los vectores ui,ug,us3 y uy son linealmente independientes.

b) Los vectores uj + u4, ug + ug, ug + ug y ug son linealmente independientes.

22.- Hallar una base para cada uno de los siguientes subespacios de R3:
a) U = {(a,2a,4a) | a € R}.

b) Uy ={(a+2b,—a+b,—a+10b)|abeR}.

c) Us={(a,b,c)|a+b—c=0}.

d) ((1,1,-2),(2,-1,1),(3,-3,4),(4,-5,7)).

23.- Encontrar una base para los siguientes subespacios vectoriales de R%:
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a) U= {(x,y,2,t) ER' [z —y+2 -2t =0,y +2=0}.
b) ((1,2,11,-4),(1,2,5,0), (1,4,2,2)).
¢) ((1,0,1,0),(2,-1,0,1)) N ((1,0,1,0), (4,—1,2,1)).

24.- Probar que B={u; = (—1,1,1),us = (1,-1,1),us = (1,2, —1)} es una base de
R3. Calcular, en esta base, las coordenadas de los vectores de la base canénica.

25.- Demostrar que los vectores (1,0,0,0),(1,1,0,0),(1,1,1,0) y (1,1,1,1) son una
base de R* y calcular las coordenadas de (1,1,1,0) y de (5,3,6,1) en dicha base.

26.- Sabiendo que un vector u € R? tiene coordenadas (1, 3) en la base B = {(1,2), (4, —1)}
y coordenadas (6, ) en la base B’ = {(1,1), (1, —1)}, calcular a y .

27.- Sea S = {(1,0,0,1),(0,2,0,2),(1,0,1,0),(0,2,2,0)} un subconjunto de R%. En-
contrar una base de (S), ampliarla a una base de R* y calcular las coordenadas de

(1,1,1,1) en dicha base.

28.- Escribir una base de P2(R) y explicar por qué los siguientes conjuntos no son base
de P2(R):

a) {1,2z,2% —1,52}.

b) {1 —z,1—2% 32?22 —1}.

29.- Sea {v1,v2,v3} una base de un K-espacio vectorial V. Probar que el conjunto
{v1,v1 + v2,v1 + v2 + v3} también es base de V.

30.- Sea U = {(z,y,2,t) €R* |z —y + 2 — 2t =0,y + z = 0}. Hallar una base para U
y ampliarla a una base de R%.

31.- ;Para que valores de « los vectores (o, 0,1, —a), (o, 1,2,1) v (1,0, a, ) generan
un subespacio vectorial de R* de dimension 27

32.- Calcular, en funciéon de a € R, la dimensién y una base de los siguientes subespacios:
a) Uy ={((1,a,0,—a),(0,1,1,a),(~1,0,a,0),(2,a + 1,—a + 1,0)) C R*.

b) Uy ={((1+a,1+a,2),(1,a,1),(0,1 —a,a—1)) C R3.

33.- Se consideran los subespacios de R3

U =1{(1,0,1),(1,1,1)) y W = ((0,0,1), (1,1,0)).
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Calcular una base, la dimensién y las ecuaciones de los siguientes subespacios: U, W,
WnUyW+4U.

34.- Se consideran los subespacios de R3:

U, = <(1,2,1),(1,2,(1+2),(3,6,a+4)> y
W:{(mayaz)€R3|x—y—Z:0}.

a) Determinar, en funcion de los valores del parametro a, la dimension y unas ecuaciones
del subespacio U,.

b) Calcular una base de W y ampliarla a una base de R3.

c) Para a = 0, calcular una base de Uy N W y otra de Uy + W.

35.- Se consideran los subespacios de R*
U=1((1,1,1,1),(0,2,1,1)) y W = ((0,2,1,a + 2),(1,1,0,1)).
a) Calcular unas ecuaciones implicitas para U.

b) ; Para que valores de a la dimension de U + W es 37

c) ; Para que valores de a se tiene que U N W ={(0,0,0,0)}?

36.- Dados los subespacios de R*:
U=A{(a,b,c,d) |b+c+d=0} y W ={(a,b,c,d) | a+b=0,c=2d}.

Calcular sus dimensiones y dar una base para cada uno de los siguientes subespacios:

U W, UnNnWyU+W.
37.- Se consideran los subespacios de R3:
U={(a,b,c)|]a—b—c=0}y W ={(a,0,¢) | a,c € R}.
Dar una base para cada uno de los siguientes subespacios: U, W, UNW y U + W.
38.- En R* se consideran los subespacios

U:{(x,y,z,t)€R4]a?—y+22—t:0,y—2220}y
W =<(0,0,1,1),(1,0,1,2),(2,0,3,5) >.

a) Encontrar una base para cada uno de los subespacios siguientes: U, W y U + W.

b) Probar que ((1,0,0,1)) cUNW.
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39.- Encontrar unas ecuaciones implicitas para el subespacio de R? que tiene por base
{(2,1,1),(1,1,2)}.

40.- Calcular unas ecuaciones implicitas del subespacio de R%:
U={(2,00,1),(1,1,0,3)).

41.- Hallar una base y unas ecuaciones implicitas para el subespacio de R® generado
por los vectores (1,1,1,1,1),(1,1,1,1,0) y (1,1,1,0,0).

42.- Se consideran los subespacios de R3:
U ={(z,y,2) |z +y+2=0} yUs = {(z,y,2) €R3 | 22 —y — 2 = 0}.
a) Calcular una base para U;.

b) ;Es U; U Us un subespacio de R3?

c) Probar que Uy + Us = R3.

43.- Sean los subespacios de R*:

U={(z,y,2,t) |c+y+32—-2t =0}y
W =((1,1,0,1),(2,2,-1,2),(3,4,0,2),(2,3,—1,1)).

Calcular bases para U y W. Ampliar la base obtenida para U a una base de R*.
Encontrar unas ecuaciones implicitas para W y calcular una base para U N W.

44.- Calcular una base del subespacio de R3:
((2,1,-1),(1,2,2)) N {(—1,0,1),(3,1,1)).
45.- Se consideran los subespacios de R?:
F={(1,-2,0,a),(0,1,2,5)) y G = ((—1,3,1,1),(0, 2,5, 2)).
a) (Para que valores de a se tiene que dim(F + G) = 37

b) Determinar para que valores de a se tiene que FF NG = {(0,0,0,0)}.

46.- Sean o y 3 ntimeros reales distintos de cero. Se consideran los subespacios de R*:
U=1{((1,0,1,0),(-,0,0,0)) y W = ((0,1,0,1),(0,1/av, —cx, 1/8)).
a) Calcular, en funcion de los valores de o y 3, la dimension del espacio vectorial U+ W.

b) Hallar unas ecuaciones implicitas de U.
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c) Calcular para que valores de a y /3 se tiene que U N W # {(0,0,0,0)}.

d) Para a = = —1, probar que (5,2,3,2) e U + W.

47.- Sean los subespacios de R*:

F={(z,y,z,t) eR* |z +y+32-2t =0} y
G =((1,1,0,1),(2,2,-1,2),(3,4,0,2), (2,3, —1,1)).

Calcular bases para F' y G. Ampliar la base obtenida para F' a una base de R?.
Encontrar unas ecuaciones implicitas para G y calcular una base para F'NG.

48.- Encontrar los valores de a y b en R para que sean linealmente dependientes en R?
los vectores (3,2,a,5),(2,-3,5,a) y (0,13,b,7).

49.- En R* se consideran los subespacios:

U:{(xayvz7t) |.T:y} y W:{(CE,y,Z,t) | Z:t}'

Razonar, dando una demostracién o un contraejemplo, si las afirmaciones siguientes
son verdaderas o falsas:

a) Rf=UaW.
b) UNnW =((1,1,1,1)).
c) Siwv ¢ U, entonces R* = U + (v).

50.- Razonar la verdad o falsedad de las afirmaciones siguientes:

a) Si S7 y Sy son subconjuntos no vacios de R3 tales que S; C S v S es linealmente
independiente, entonces también lo es Ss.

b) Si 51 y S2 son subconjuntos no vacios de R3 tal que S; C Sy y S es linealmente
dependiente, entonces también lo es So.

c) El subespacio de R? {(a,a,a) | a € R} tiene dimension 3.

d) Si {u,v,w} es una base de R3 y ¢ es un vector no cero de R3, entonces {u +t,v, w}
también es base de R3.

e) Si Uy y Us son subespacios de R3 tal que dim(U;) < dim(Us), entonces Uy C Us.
f) Siu e (v,w) CR3, entonces u y v son linealmente dependientes.
g) Si (z,y,2) € ((0,0,1),(2,0,1)), entonces y =0y z = 1.

h) La dimension del subespacio {(z,y,2) € R® |z +y — 2 =0} es 1.
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i) Si S ={vi,...,v,} esun conjunto de vectores linealmente independientes, entonces
cualquier subconjunto de S no vacio es linealmente independiente.

j) Para cualesquiera vectores v,u y w de un espacio vectorial, los vectores u — v, v — w
y w — u son linealmente dependientes.

k) Todos los subconjuntos de S = {(1,0),(1,1),(0,1)} con dos elementos son base de
R2.

51.- Sea V un K-espacio vectorial. Razonar, dando una demostracién o un contraejem-
plo, si las afirmaciones siguientes son verdaderas o falsas:

a) Siwu,v,w €V, entonces (u,v) N (u,w) = (u).

b) Siu,v,w,t € V son linealmente independientes, entonces se tiene que (u, v)N{(w,t) =

{0}

c) Siwu,v,w € V son linealmente independientes y ¢ ¢ {u, v, w}, entonces {u, v, w,t} es
linealmente independiente.

52.- Sea U = ((1,1,0,a),(3,—1,b,—1),(—3,5,0,a)) un subespacio de R*.

a) Hallar a y b para que dim(U) = 2.

b) Para los valores anteriores de a y b, hallar unas ecuaciones implicitas de U y encon-
trar un subespacio W de R* tal que U CW¢ R4

53.- Se consideran los subespacios de R*:
U={(1,-2,0,a),(0,1,2,5)) y W =((-1,3,1,1),(0, 2,5, 2)).

a) ;Para que valores de a se tiene que dim (U + W) = 37

b) Determinar para que valores de a se tiene que U N W = {(0,0,0,0)}.

54.- En R?* se consideran los subespacios:

U=1{(1,-1,1,0),(0,1,-1,1),(1,0,0,—1),(3,-1,1,-2)) y
W = ((1,0,0,0), (1,-2,2,0), (0,1, —1,1)).

a) Calcular unas ecuaciones implicitas para U.
b) Demostrar que (0,1,0,0) ¢ U y que U + {(0,1,0,0)) = R*.

c) Probar que U = W.



3.7. EJERCICIOS 61

d) Justificar que v = (v/3,v/2 — 1,1 —/2,0) € U y encontrar v',v” € U de modo que
{v,v',v"} sea una base de U.

55.- Sea U = (u,v,w) C R* tal que dim(U) = 3. Razonar, dando una demostracién o
un contraejemplo, si las afirmaciones siguientes son verdaderas o falsas:

a) (u,v) N (u+v+w)={0}.

b) (u,v) + (u+v+w) =U.

c) Sit ¢ U, entonces {u,v,w,t} es una base de R*.

d) (u+v) S (u,v) .

56.- Sean U y W subespacios de RS tales que dim(U) = 2 y dim(W) = 5. Razonar, dan-

do una demostracién o un contraejemplo, si las afirmaciones siguientes son verdaderas
o falsas:

a) U+ W =R’ < U no esta contenido en W.
b) UcCW.
c) UnWw ={0}.
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Capitulo 4

Aplicaciones lineales

Definicién 4.1. Sean V' y W espacios vectoriales sobre un cuerpo K. Se dice que la
aplicaciéon f: V — W es una aplicacion lineal si verifica:

1. f+v) = f(v) + F(),
2. f(av) = af(v),

para cualesquiera v, v’ € Vy a € K.

Ejemplos 4.2.
1. La aplicacion f: V — K, definida por f(v) = 0, es una aplicacion lineal.

2. La aplicacion identidad idy: V' — V, definida por idy(v) = v, es una aplicacion
lineal.

3. La aplicacion f: R? — R, definida por f(z,y) = = + y, es una aplicacién lineal.

4. La aplicacion f: R? — R3, definida por f(z,y) = (z +y,x — ¥y, %), es una aplicacién
lineal.

5. Laaplicaciéon f: R? — R3, definida por f(z,y) = (z+y,2—y, 1), no es una aplicacién
lineal.

Proposicion 4.3. Sea f: V — W una aplicacion lineal. Se verifica que:
1. f(0)=0.
2. f(—v) = —f(v), para todov € V.

3. flaqvr + -+ apvy) = arf(vi) + -+ anf(vn), para todo v; € V y a; € K, con
t:1,...,n.

63



64 CAPITULO 4. APLICACIONES LINEALES

4. Si{vi,...,v,} es un subconjunto de V linealmente dependiente, entonces el subcon-
gunto, {f(vi),..., f(vn)}, de W es un linealmente dependiente.

Proposicion 4.4. Sean f: V — W y g: W — U aplicaciones lineales. La composicion
go f:V —= U es también lineal.

Demostracion.

=
—~
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~
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~
—
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—
<
=

Definicién 4.5. Una aplicacion lineal f: V — W se dice que es un isomorfismo lineal
cuando es una aplicacién biyectiva.

Proposicién 4.6. Si f: V. — W es un isomorfismo lineal, entonces f~1: W — V
también lo es.

Demostracion. Como f es una aplicacion biyectiva tiene inversa, f~': W — V. Falta
probar que f~! también es lineal.

Para todo w,w’ € W y a € K se tiene que:
flfHaw)] = aw = af[fH(w)] = flaf ' (w)] y
flf Y w+w)] =w+w = fIf~Hw)] + fIf )] = fIfHw) + fH )],

Teniendo en cuenta el caracter inyectivo de f, se demuestra la linealidad de f~!. O

Proposicion 4.7. Si f: V — W es una aplicacion lineal, se verifica:

1. Si U es un subespacio de V', entonces f(U) es un subespacio de W. En particular,
Im f es un subespacio de W. Ademds, si U = (u,...,us), entonces f(U) =

<f(u1)v ce 7f(us)>

2. Si L es un subespacio de W, entonces f~1(L) es un subespacio de V. En particular,
F71({0}) es un subespacio de V que se denotard por Nicleo de f o Ker f.

Demostracion. 1) Como f(0) =0 € f(U), entonces f(U) # @. Ademas, para u,u’ € U
y a € K, se tiene que f(u) + f(u') = fu+u') € f(U) y af(u) = flau) € f(U).

2) Dado que f(0) =0¢€ L,0 € f~YL) y, para w,w’ € f~Y(L) y a € K, se tiene
que f(w+w') = f(w) + f(w') € Ly flaw) = af(w) € L. B

Ejercicio 4.8. Sea la aplicacion lineal f: R? — R? definida por:
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f<$;y7z) = (-%'—Fy,.ﬁ —Z,T = Z)
Calcular los siguientes subespacios:

a) El nicleo y la imagen de f.

b) f71((1,1,1), (0,0,1)).

c) fH(z,y,2) ER® |z —y+2=0}.

Demostracion. a) Ker f = {(z,y,2) ER® |z +y =0, 2 — 2 = 0}

={(z,9,2) ER’ |z = —y =2} = {(z, ~2,2) |z € R} = (1, -1,1)).
Im f = (f(1,0,0), f(0,1,0), £(0,0,1))

=((1,1,1), (1,0,0), (0,-1,-1 = 1,0,0), (0,—-1,-1)).
(LD, (L0.0), (O-1-1) | = ((1,0,0), (0.1, -D)

b) f~1{(1,1,1), (0,0,1))

={(z,y,2) eER® | (x +y,x — 2,0 — 2) € ((1,1,1), (0,0,1))}

1 0 z+4y
={(z,y,2) ER3| |1 0 x—2|=0}={(z,y,2) €R®|y+2z=0}.
11 z—=2

c) fH(z,y,2) €R3 |z —y+ 2 =0}
:{($ayaZ)ER3|$+y—(x—z)—|—a:—z:O}

={(z,y,2) €eR® |z +y =0} = ((1,-1,0), (0,0,1)). O

Teorema 4.9. Sean V y W espacios vectoriales, B = {vi,...,v,} una base de V y
Wi,y ..., Wy € W.

Eziste una inica aplicacion lineal f: V — W tal que f(v;) = w;, parai=1,...,n.

Demostracion. Como las coordenadas de cada vector v € V respecto de una base B son

n n

tnicas, si v = Y a;v; se define f(v) = Y a;w;. De este modo, f es lineal y f(v;) = w;
i=1 i=1

para ¢ =1,...,n. La unicidad es inmediata. O

Proposicion 4.10. Sea f: V — W una aplicacion lineal entre espacios vectoriales de
dimension finita.
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1. f es inyectiva si, y solo si, Ker f = {0} si, y solo si, cualquier subconjunto de V
linealmente independiente tiene como imagen un subconjunto de W linealmente
independiente.

2. f es sobre si, y solo si, cualquier conjunto de generadores de V' tieme como imagen
un conjunto de generadores de W.

3. f es biyectiva si, y solo si, la imagen de una base de V' es una base de W.

Demostracion. 1) Si f es inyectiva, entonces Ker f = {v € V' | f(v) =0 = f(0)} = {0}.
Reciprocamente, f(v) = f(v') & flv—v)=0cv—v € Ker f = {0} v ="1".

Ademas, si {v1,...,v,} C V es un conjunto de vectores linealmente independiente
y arf(v1) + -+ + arf(v,) = 0, el caracter lineal de f indica que ajvy + -+ + ayv,
pertenece a Ker f = {0} y, por la independencia lineal de {v1,...,v,}, se tiene que
ap=---=a, =0y, asi, {f(v1),..., f(v,)} es linealmente independiente.

Finalmente, para el reciproco basta considerar que si v # 0, como {v} C V es
linealmente independiente, sabemos que {f(v)} C W es linealmente independiente vy,

por tanto, f(v) #0y Ker f ={0}.

2) Si V = (95), entonces Im f = ({f(v) | v € S}). En consecuencia, f es sobre si, y
solo si, W = ({f(v) | v e S}).

3) Por los dos apartados anteriores, si f es biyectiva y {v1,...,v,} es base de V,
entonces {f(v1),..., f(v,)} es base de W.

Reciprocamente, si {v1,...,v,} es base de V, utilizando la hipotesis, se tiene que
{f(v1),..., f(vy)} es base de W. Por el teorema anterior, existe una tunica aplicacion
lineal g: W — V tal que g(f(v;)) = v, para i = 1,...,n; dicha aplicacion g es inversa
de f y de ello se tiene el resultado. O

Corolario 4.11. Sean V y W espacios vectoriales de dimension finita. Entonces,
V y W son isomorfos si, y solo si, dim(V') = dim(W).

Demostracion. Si f: V. — W es un isomorfismo y {vi,...,v,} es base de V, la pro-
posicién anterior nos demuestra que {f(v1),..., f(v,)} es base de W y, por tanto,
dim(V) = n = dim(W).

Reciprocamente, si dim(V) = n = dim(W), B ={vi,...,v,} es una base de V' y
B’ ={ws,...,w,} es base de W, la aplicacion lineal f: V — W definida por f(v;) = w;,
para i =1,...,n, es un isomorfismo, por la proposicién anterior. O

Corolario 4.12. Todo espacio vectorial de dimensidn n es isomorfo a K™.
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Teorema 4.13 (Teorema de la dimension). Sea f: V — W una aplicacion lineal y sea
dim(V') = n. Se verifica:

dim(Ker f) + dim(Im f) = dim(V).

Demostracion. Como Ker f es un subespacio vectorial de V', dim(Ker f) =r < n.

Si {v1,...,v,} es una base de Ker f, es un subconjunto de V' linealmente inde-
pendiente y, por tanto, existen v,i1,...,v, € V tales que {vi,...,vp,Vp41,...,0} €8
una base de V. Teniendo en cuenta que f(v;) = 0, para i = 1,...,7, se tiene que

Imf = <f(1]7~+1), B f(vn)>
Bastara comprobar que este conjunto de generadores de Im f es linealmente inde-
pendiente. En efecto,

Q1 f(Vrg1) + - Fanf(vn) =0 & flarp1vep + -+ apvy) =0
S Qpp1Vpr1 + -+ apu, € Ker f < existen ay, -+, € K tales que
Qry1Upy1 + -+ QpUp = QU1 + -+ - + QU

La independencia lineal de {v1,...,v,,0p41,...,v,} muestra que o; = 0, para to-
do i =1,...,n,y, en particular, que {f(vy+1),..., f(v,)} es un conjunto linealmente
independiente. O

Corolario 4.14. Sea V un K-espacio de dimension n y f: V. — V wuna aplicacion
lineal (endomorfismo de V).

f es inyectiva < f es sobre & f es un isomorfismo.

Demostracion. f es inyectiva < dim(Ker f) = 0 < dim(Im f) =n < f es sobre. [

4.1. Matriz asociada a una aplicacién lineal

Sean B = {v1,...,v,} y B = {w1, ..., wy,} bases de los espacios vectoriales V' y W.

m
Definicion 4.15. Si f: V — W es una aplicacion lineal definida por f(v;) = ) a;jw;,
i=1

para cada vj con j = 1,...,n, lamatriz A = (a;j) € My,xn(K) se llama matriz asociada
a la aplicacion lineal f respecto de las bases B y B’y se denota por (f)p .

Notese que el orden de la matriz A es m x n, siendo m la dimensién de W y n la
de V, y que la matriz A tiene como columna j-ésima las coordenadas en la base B’ de
la imagen del vector v; de B.
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Notacion. Si V' es un espacio vectorial, B = {v1,...,v,} es una base de V' y
n
(x1,...,xy) son las coordenadas de un vector v € V' en la base B, es decir v = ) z;v;,
j=1
€1
la matriz columna : la denotaremos por (v)g.
Tn

Observacion 4.16. Utilizando notacién matricial, para la aplicacion lineal anterior f, se
tiene que:

(f()s = (s (V)85

n
En efecto, si v = ) x;v;, entonces
j=1
n n n m m n
)= O wjv) =Y wif () =3 ;O agwi) => (O xjai)w.
j=1 j=1 j=1 1 J

1= i=1 j=1

Ejemplos 4.17.
1. Si f: R3 — R? es la aplicacién lineal definida por
f(xayaz) = (x—y,y—i—z,z,x—z)

y B =1{(1,1,1),(1,0,1),(1,1,0)} es una base de R3, la matriz asociada a f res-
pecto de la base B y de la base candnica es:

(f)se =

O~ N O
O = =
— O = O

Ademas, si B = {(0,2,1,0),(1,1,1,0),(0,1,0,1),(0,0,0,1)}, se tiene que

1 00
010
0 0 0

2. Si A= (aij) € Muxn(K), existe una aplicacion lineal fq: K™ — K™ cuya matriz
asociada respecto de las bases candnicas es A, que esta definida por:
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falxy,...,zn) = (an1x1 + -+ 4+ QinTny - o+, Qp1T1 + + -+ + ApnTp).

3. Sean V' y W espacios vectoriales, B = {v1,...,v,} vy B’ = {w1,...,wy} bases de V
y W, respectivamente, y A = (a;j) € My, xn(K). La aplicacion lineal f: V — W
m
definida por f(v;) = ) a;jw; para cada vj, con j = 1,...,n, tiene a A como
i=1
matriz asociada respecto de las bases By B'.

4. Si V es un espacio vectorial de dimensién n y B es cualquier base de V, la matriz
asociada a la identidad de V respecto de la base B (en el dominio y en el rango)
es I,.

Veamos a continuacion la relaciéon entre el producto de matrices y la composicion
de aplicaciones lineales.

Proposicion 4.18. Sean V, W y U espacios vectoriales con bases B = {vi,...,v,},
B'={wi,...,wn} y B" ={ui,...,us}, respectivamente.
Sif:V—=>Wuyg: W — U son aplicaciones lineales, entonces

(go s = (9)p 8 (f)BB € Msxn(K).

z
n

Demostracion. Siv = E%xjvj y (v)g= © |, se verifica que:
i= .

(9) 8 (f)Bp (V)8 = (9)8 .87 (f(0)8 = (9(f ()8 = (90 ) (v)))B" = (9°f)B,B" (V)B-

Por lo tanto, si consideramos las coordenadas de los vectores de la base B, la igualdad
anterior nos proporciona la igualdad de las columnas de las matrices (g o f)gpr ¥

(9)5 5 (f)BB O

Ejemplo 4.19.

Sean f: R? = Ry g: R — R? las aplicaciones lineales definidas por f(z,y) =z + ¥
y g(l‘) = (1:731:)'

La composicion g o f: R? — R? est4 definida por (go f)(z,y) = (z + v, 3z + 3y).
Las matrices asociadas a estas aplicaciones en las bases canénicas son:

(flee=(1 1), (9cc = (;)) y (g0 flee= @) (1 1)= (;} ;)

Corolario 4.20. Sean V' y W K-espacios vectoriales con bases B = {vi,...,v,} y
B = {w1,...,w,}, respectivamente, y f: V — W una aplicacion lineal. Se verifica:
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f es un isomorfismo < A = (f)gp es una matriz no singular.

Demostracion. Si f es un isomorfismo, (f)g s tiene como inversa (f_l)B/ﬁ.
Por otra parte, si A es no singular existe una tnica aplicacion lineal g: W — V tal
n
que g(w;) = Y A7Y(k,i)vy, para i = 1,...,n. Se verifica que (g9)ps=A"'ygesla
k=1

aplicaciéon inversa de f. O

4.2. Matriz de cambio de base

Hemos visto que un espacio vectorial puede tener mas de una base y vamos a estudiar
como varian las coordenadas de un vector al cambiar la base.

Consideraremos que V es un espacio vectorial de dimension n y que By B’ son bases
de V.

Definicién 4.21. Se llama matriz de cambio de base de B a B’ a la matriz asociada a
la aplicacion identidad de V' considerando en el dominio la base B y en el codominio la
base B, es decir, la matriz (idy)p .

n
Notese que si B = {vy,..., v}, B = {v},..., v v; = Y a;;V, se verifica que
) 9 ) 1> yUns Y J J Y
=1

1=
(idv)pp = (aij) € My(K). Ademas, (v)p = (idyv)pp(v)s, es decir, al multiplicar la
matriz del cambio de base por la matriz columna de las coordenadas de un vector v en
la base B nos da la matriz columna de las coordenadas del vector v en la base B’.

Observaciones 4.22.

1. La matriz de cambio de base de B a B’ es no singular, por estar asociada a un
isomorfismo, y su inversa es la matriz de cambio de base de B’ a B.

2. Sea V un espacio vectorial de dimension ny B = {vy,...,v,} una base de V. La
aplicacion lineal f : V' — K™ definida por f(v;) = e; (siendo e; el i-ésimo vector
de la base canoénica de K™) es un isomorfismo, que denominaremos isomorfismo

de asignacion de coordenadas. En consecuencia, {v],...,v,,} C V es una base de
V si, y solo si, la matriz A, definida por C;(A4) = (a1, . . -, ani)?, con v} = i a;jiv;
=1
para todo ¢ = 1,...,n, es de rango n, es decir, es no singular. ’
3. Toda matriz no singular es una matriz de cambio de base.
En efecto, si A = (a;j) € M, (K) es una matriz no singular y B'= {v],...,v},} es
una base de V, si definimos v; = zn: apjvy, para j =1,...,n, entonces otra base
k=1

de V es B={v1,...,vn} vy la matriz del cambio de base de B a B es A.
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4. Si B es una base de K™, es trivial calcular la matriz de cambio de base de B a la
base candnica.

Nos planteamos ahora la siguiente pregunta. ;Cémo cambia la matriz de una apli-
cacién lineal al cambiar las bases en el dominio y en el rango?

Proposiciéon 4.23. Sean V' y W espacios vectoriales, By = {vi,...,vn} y By, =
{vl,..., v} bases de V' y By = {w1,...,wn} y By, = {w],...,w},} bases de W.
Si f: V. — W es una aplicacion lineal, se verifica que:

(N)By By = (dw)sy, 5y (B, By, (idv)s, 5, -

Demostracion. El resultado es consecuencia de que f = idy o foidy y de la proposicion
418 O

Ejemplo 4.24. Consideramos en R? las siguientes bases:
B={(1,1,1),(1,2,0),(0,0,1)}, B'={(1,2,1),(1,0,0),(1,0,1)} y C la canonica.

La matrices de cambio de base de B a C y de C a B’ son:
-1

110 111
(idga)pec=11 2 0] =A y  (idgs)es=(2 0 0 = (AL
1 01 1 01

Ademés, (idRiﬂ)B,B’ = (idR3)C,B’ (id]R3)B,C'

Notese que, también se podria hallar directamente (idgs)p g sin mas que expresar
los vectores de la base B como combinacién lineal de los de la base B’, como vemos a
continuacion. Para ello debemos de resolver tres sistemas de ecuaciones con (idgs)p ¢
como matriz del sistema, es decir,

(17 17 1) = x(17 27 1) + y(17 07 O) + Z(l7 07 1)

(1,2,0) = 2'(1,2,1) +4(1,0,0) + 2'(1,0,1)

(O’ 07 1) = l’”(]_, 2a ]-) + y//(lv 07 0) + Z/,(lv 07 1)

Para resolverlos, simultdneamente, escalonamos la matriz (A|A’).

111110 1 1 1 1 10

2001 20|20 —2 -2 -1 0o 0 |25

101101 5" \og -1 0 o0 -11) B2
1

1 11 Cip 00 5 1 0

0 -1 0 0 — 1| e 100 1 —1
9 _ Fy —Fo—F 1

0 9 -1 92 -9 1P 01 1 11
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1
- 10
2

(idgs)pp=| 0 1 -1
1
|
2

Definicién 4.25. Sean A, B € M, x»(K). Se dice que Ay B son equivalentes si existen
matrices no singulares P € M,,,(K) y Q € M, (K) tales que A = PBQ.

En particular, si A y B son equivalentes por filas (respectivamente, por columnas)
son equivalentes siendo en este caso ) = I,, (respectivamente, P = I,).

Observacion 4.26. Teniendo en cuenta que toda matriz no singular puede ser pensada
como una matriz de un cambio de base, podemos afirmar que dos matrices son equi-
valentes si, y solo si, son matrices asociadas a la misma aplicacién lineal respecto de
diferentes bases.

Teorema 4.27. Sean V y W espacio vectoriales de dimensiénn ym y B y B’ bases de
V y W, respectivamente.

Si f: V. — W es una aplicacion lineal tal que A = (f)ppr € Mmxn(K), entonces
r(A) = dim(Im f).

n

Demostracion. Sean B= {v1,...,v,}, B' = {wi,...,wn}y f(v;) = > a;jw;. Las coor-
i=1
denadas de f(v;) en la base B’ son (a1, .., amj), es decir, la fila j-ésima de la matriz

Al. Puesto que la asignacion de coordenadas es un isomorfismo entre Wy K™, se tiene

que:

r(A) =r.(A) = dim ((C1(A),...,Cr(A))) = dim ((f(v1),..., f(vy))) = dim(Im f). O

Corolario 4.28. Dos matrices equivalentes tienen el mismo rango.

Demostracion. Como vimos en la observacién dos matrices equivalentes son ma-
trices asociadas a la misma aplicacién lineal respecto de diferentes bases y el rango de
ambas coincide con la dimensién de la imagen de dicha aplicacion lineal. O

Este resultado ya lo conociamos, sabiamos que dos matrices equivalentes por filas
o por columnas tienen el mismo rango; si A y B son equivalentes, existen matrices
no singulares P € M, (K) vy Q € M, (K) tales que A = PBQ, asi, A y BQ son
equivalentes por filas y BQ y B son equivalentes por columnas y, por tanto, todas
tienen el mismo rango.

Teorema 4.29. Sean A, B € M,xn(K).
Las matrices A y B son equivalentes si, y solo si, r(A) = r(B)
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Demostracion. En el corolario anterior vimos que las matrices equivalentes tienen el
mismo rango.

Reciprocamente, basta con demostrar que si 7(A) = r entonces la matriz A es
. I, 0
equivalente a 5 O> € Mpxn(K).

Para ello consideremos la aplicacion lineal f: K™ — K™ cuya matriz asociada
respecto de las bases canonicas es A. Dado que dim(Im f) = r(A) = r y que, por el
teorema n = dim(Im f) 4+ dim(Ker f), se tiene que dim(Ker f) =n —r.

Si {vy4+1,...,v,} es una base de Ker f, existen vi,...,v, € K" de manera que
B={vi,...,0p,0r41,...,Un} es una base de K".

Por otra parte, {f(v1),..., f(v,)} C Im f es un conjunto de generadores de Im f
con tantos elementos como su dimension y, por tanto, es una base de Im f.

Existen wy41,...,wy, € K™ tales que B = {f(v1),..., f(vr), Wr41,..., W} es una

base de K™ y asi la matriz asociada a f, respecto de las bases By B, es <{)r 8) . O

Corolario 4.30. Si A € My, xn(K), se verifica que U = {(x1,...,2,) € K™ | AX =0}
es un subespacio de K™ de dimension n —r(A).

Demostracion. Si consideramos f: K™ — K™ la aplicacion lineal que tiene A como
matriz asociada respecto de las bases candnicas, U = Ker f es un subespacio de K".
Ademés como, por el teorema n = dim(Ker f) + dim(Im f) = dim(Ker f) + r(A),
se tiene que dim(U) = n — r(A). O

Definicién 4.31. Sean A, B € M,,(K). Las matrices A y B son semejantes si existe
una matriz P € M,,(K) no singular de modo que B = PAP~ !,

Notese que si dos matrices cuadradas son semejantes también son equivalentes. El
reciproco no es cierto, toda matriz es equivalente a una que es diagonal, como nos
muestra la demostracion del teorema [1.29] pero no es semejante a una matriz diagonal.
El objetivo de nuestro préximo tema es estudiar en que condiciones una matriz es
semejante a una que sea diagonal.

4.3. Ejercicios

1.- ;Cuales de las siguientes aplicaciones son lineales?
a) f:R? = R2 dada por f(z,y) = (z —y,0).
b) f: R? — R3, dada por f(x,y) = (v + 3y, -2, 2).

c) f: R — R, dada por f(x) = z2.
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d) f:R?® — R2, dada por f(z,y,2) = (y,r2).

2.- Dadas las aplicaciones:
a) f:R? — R3 definida por f(z,y) = (x —y,z +y, —x + ).
b) f: R — R? definida por f(z) = (x,1).
c) f: R?® — R3 definida por f(z,y,2) = (y,0,2y — 2).
d) f:R? — R? definida por f(z,y,2) = (z +y,2%).
Se pide:
i) Determinar cuales son lineales.

ii) En las aplicaciones lineales obtenidas, hallar el nticleo, la imagen e indicar si son
inyectivas, sobreyectivas o biyectivas.

3.- ;Existe alguna aplicacién lineal f: R? — R? tal que f(1,0) = (1,1), £(3,2) = (1, -1)
y f(3,3) = (2,2)?

4.- Probar que dado un K-espacio vectorial V| toda aplicaciéon lineal f: V — K no
nula es sobreyectiva.

5.- Sean f: V — V' y g: V! — V" aplicaciones lineales y v € V. Demostrar que:

veKer f= (v) CKer(gof).

6.- Dadas aplicaciones lineales f: V — V' y g: V/ — V', probar las siguientes afirma-
ciones:

a) Im(go f) CIm gy Ker f C Ker (go f).

b) gof=0<1Im f C Ker g.
7.- Sea f: R?® — R? la aplicacion lineal definida por:
[y, 2)=(@+2y+ 20—y z—y).
Se pide:
a) Hallar una base y las ecuaciones implicitas de Ker f.

b) Hallar una base y la dimension de Im f.

c) Analizar si el vector (4,0,2) pertenece a Im f.
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8.- Sea f: R?® — R* la aplicacion lineal definida por:
flx,y,2) = (y+ 2z, + 208y + az,x +y — z, 2 + 2y + 2).
Determinar « y 8 para que f no sea inyectiva.
9.- Se considera la aplicacion lineal f: R? — R? definida por:
f@y,2)=(@+yy+z1-2)
a) Probar que f no tiene inversa.
b) Sea U = {(x,y,2) € R® |z — y + z = 0}, calcular una base del subespacio f~(U).
c) Siw =((0,1,1),(1,1,a)), determinar para que valores de a la dimension de f(W)

es 1.

10.- Sean V' y W dos espacios vectoriales, f: V — W una aplicacion lineal y v1,v9 € V.
Razonar, dando una demostracion o un contraejemplo, si las afirmaciones siguientes son
verdaderas o falsas:

a) f({v1,v9)) es un subespacio vectorial de dimension 2.

b) Siwv; y vg son vectores linealmente dependientes, entonces f (v1) y f (v2) son vectores
linealmente dependientes.

c) SiV = (v1,v2), entonces W = (f (v1), f (v2)).

11.- Sean f: R3 = R? y g: R? — R3 las aplicaciones lineales dadas por:

flx,y,2) = (x,—x+y+22)y g(x,y) = (x +y,—z —y,22).

a) Calcular las imagenes de los vectores de la base canénica de R? mediante la aplicacion
lineal h =go f.

b) Determinar unas ecuaciones implicitas del subespacio h™1 ((—1,1,2)).
c) Calcular una base del nicleo de h y sus ecuaciones.

d) Determinar la imagen mediante h de la interseccion de los subespacios:

U={(a+ba—-0b-b)|abeR}y W ={(z,y,2) eR3 |z —y+2=0}.

12.- Sean u = (1,—1,3), v = (=3,3,a) € R® y f: R? = R3 es una aplicacion lineal tal
que Ker f = {(z,y,2) € R® | 2 +y + 2z = 0}. ;Para que valores de o se cumple que
f(u) = f(v)?
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13.- Hallar una aplicacién lineal f: R3 — R3 cuya imagen esté generada por los vectores
siguientes: (1,1,1) y (1,1,0). ;Es tnica?

14.- Hallar una aplicacién lineal f: R* — R3 cuyo ntcleo sea el siguiente subespacio
((1,1,-1,1),(0,0,1,1)) de R*.

15.- Encontrar una aplicacion lineal f: R? — R3 de modo que Ker f = ((1,1,1)) y que
Im f ={(2,y,2) ER® |z +y+2z=0}. (Es tinica?

16.- ;Existe una aplicacion lineal f: R? — R* de forma que su ntcleo sea el subespacio
generado por {(1,1,0),(0,1,0)} y la imagen esté generada por {(1,1,1,0),(1,0,0,2)}?

17.- Se considera la aplicacién lineal f: R3 — R3 definida por:
flx,y,z2) =(r+z,2+y+2z,2—y).
a) Calcular una base para Ker f y otra para Im f.
b) Siendo U = {(z,y,z) € R? | 2 —y = 0}, encontrar una base para f~(U).
c) SiW = ((1,2,1),(2,2+ a,0)), determinar para que valores de a la dimension de
f(W) es 1.
18.- Sea f: R* — R3 la aplicacion lineal definida por:
flzyy,2,t) = (x+ z,2 —y + 2z, + t).
a) Calcular una base para Ker f y otra para Im f.

b) SiU = ((1,1,1,1),(—2,2,6,6)), calcular una base y unas ecuaciones implicitas para

fU).

c) Sea T = ((1,1,0)
subespacio f~!

,(0,0,1)). Calcular unas ecuaciones implicitas y una base para el

(T).

d) Encontrar dos vectores distintos v,v’ € R* tales que f(v) = f(v') = (1,2,3) y
justificar que f~1({(1,2,3)}) no es subespacio de R*.

19.- Se considera la aplicacién lineal f: R3 — R3 definida por:
fz,y,2) = (x+2,y,x + 2y + 2).

a) (Es f inyectiva?

b) Calcular para que valores de a el vector (2,—2,1+ «) esta en Im f.

c) SiW = {(a:, y,2) ER3 |z —az = 0}, determinar para que valores de a la dimension
de f(W) es 1.
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d) Sea B = {(0,1,1),(1,1,1),(0,0,1)} una base de R3, calcular las coordenadas de
f(1,1,1) en la base B.

20.- Sea U = {(z,y,2) € R® |z +y — 32 =0}.

a) Si f: R?® — R? es una aplicacion lineal tal que Ker f = U. ;Para qué valor de a se
cumple que f(1,1,2) = f(—1,0,«)?

b) Definir dos aplicaciones lineales distintas, f,g: R® — R3, verificando que Ker f =

Kerg="U.

21.- Sean V un K-espacio vectorial de dimension 2 y {v1,v2} una base de V. Se consi-
dera la aplicacion lineal f: V' — V definida por f(v1) =v1 y f(vy) = —vp. Calcular las
dimensién de Ker f e Im f.

22.- Se consideran las siguientes bases de R3:
B={(1,1,0),(0,1,1),(0,0,-1)} y B' ={(1,0,1),(0,1,—1),(0,1,0)}.
Si f,g: R? — R3 son las aplicaciones lineales definidas por:

f((lv 170)) = (13 1, 1)7 f((()? 171)) = (0> 1’2) y f((ovoa _1)) = (03030);
g(l,o, 1)) = (1,0, —1), g(O,l, —1)) =(0,1,2) y g(O, 1,0)) = (0, 1,2).

a) Calcular f(x,y,2).

b) Demostrar que f = g.

23.- Sea f: R? — R3 la aplicacién lineal dada por f(x,y) = (z —y,2x, —y). Sean
)

B = {(1,0),(1,1)} una base de R? y B’ = {(1,1,0),(0,1,0),(0,1,1)} una base de R3.
Calcular (f)p p-

24.- Sea f: R? — R? la aplicacién lineal definida por:

f(xvyaz) = (x"‘vay_ Z)'
a) Calcular la matriz asociada a f en las bases canonicas.
b) Hallar bases y la dimension de Im f y Ker f.

c) Si By = {(1,1,1),(0,1,2),(0,2,1)} y B2 = {(2,1),(1,0)} son bases de R? y R?,
respectivamente, calcular las matrices de cambio de base de B; a la base canoénica
en R3 y la de la base By a la canénica de R?, asi como la matriz de f respecto a
81 y BQ.



78 CAPITULO 4. APLICACIONES LINEALES

25.- Definir una aplicacién lineal f: R3 — R3 tal que:
Kerf = {(2,9,2) €ER® |z —y+2z=0}elmf={(r,y,2) ER® |2+ 2=0,y =0}
Calcular (f)¢ e

26.- Sean B = {(1,0,0),(1,1,0),(0,0,2)} una base de R® y f: R? — R3 la aplicacién
lineal definida por

(Nes=| —

O ==
e )
N OO

a) Calcular (f)gc v (f)ee-

b) Justificar que f es un isomorfismo y calcular (f~1)cc.

27.- Sea B = {u1,uz2,u3} una base de R? y f: R® — R3 la aplicacién lineal que cumple

flur) = up — 2ug + us
f(UQ) = —2u1 + 3us
Ker f = (2u; — ug + u3)

a) Calcular la matriz asociada a f en la base B.

b) Calcular la matiz asociada a f respecto de la base D = {ug, ug — uy, ug — ug — uq }.

28.- Sean B = {uj,us,u3} una base de R? y f: R?® — R3 la aplicacién lineal cuya
matriz asociada respecto de la base B es:

3 2 -1
Nps=| -2 -1 0
4 3 1

a) Probar que B’ = {us, f(u3), f?(u3)} es base de R3.

b) Calcular la matiz asociada a f respecto de la base B’

29.- Para cada o € R se considera la aplicacion f,: R?* — R3 tal que

1
2

O = o

1
(fa)qc =1 «
1

o 9

a) Determinar la dimension de Im f,, segtn los valores de a.
b) Calcular 8,7 € R de modo que (3,7,2) € Ker f.

c) Encontrar unas ecuaciones para Im f_;.
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30.- Para cada o € R se define la aplicacién lineal f,: R* — R3,
falz,y,2,t) = (ax +y, 2 + az,y +1).

a) Estudiar los valores de v que hacen que f, sea inyectiva y los que la hacen sobre-
) q q y y los q
yectiva.

b) Hallar una base de Ker fo.

c) Calcular fo(L), siendo L = {(z,y,2,t) € R* | z = z = 0}.

31.- Justificar la verdad o la falsedad de las siguientes afirmaciones:

a) Una aplicacion lineal f: R® — R% no puede ser sobreyectiva.
b) Si f: R® — R? es una aplicacion lineal, entonces Ker f # {(0,0,0)}.
c) Si f: R? — R3 es una aplicacion lineal, entonces Ker f # {(0,0)}

d) Si f: R™ — R™ es una aplicacion lineal inyectiva, entonces m = n'y f es isomorfismo.

32.- Se considera la aplicacion lineal f: R? — R3 definida por:
fx,y,2) = (x+y,z,c+y+22).

a) (Es f inyectiva?

b) Calcular para que valores de « el vector (1, a,7) esta en Im f.

c) SiW = {(z,y,2) € R* | # — ay = 0}, determinar para que valores de a la dimensién
de f(W) es 1.

d) Sea B = {(0,0,1),(0,1,1),(1,1,1),} una base de R3, calcular las coordenadas de
f(1,1,1) en la base B.

33.- Sea f: R* — R3 una aplicaciéon lineal. Razonar, dando una demostracién o un
contraejemplo, si las afirmaciones siguientes son verdaderas o falsas:

a) f es sobreyectiva.
b) f no es inyectiva.

c) dim(Ker f) = 1.

34. Sea f,: R? — R* la aplicacion lineal definida por:

falz,y,2) = (z,y + az,ay + 4z, + y + az).
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a) Calcular la dimension de Im f,, segin los valores de a.

b) Determinar para que valores de a se tiene que f, es inyectiva.

c) Encontrar un subespacio U de R* tal que Imfs + U = R*. ;Es tinico?

d) Si es posible, definir una aplicacién lineal inyectiva g: R® — R* verificando que

Im fo CImg.

35.- Sean B = {(1,1,0),(0,0,1),(0,1,0)} una base de R? y C su base canénica.
a) Calcular las matrices: (idgs)gc v (idgs)c g-
b) Hallar las coordenadas del vector v = (3,4,2) en la base B.
36.- Sean B = {(1,1,0,1),(0,-1,0,0),(0,0,1,0),(0,0,0,3)} una base de R* y la apli-
cacion lineal f: R? — R?* definida por:
f(1,0,0) = (1,1,0,1), f(0,1,0) = (-1,2,0,0) y £(0,0,1) = (0,3,0,1).
a) Hallar la matriz de cambio de base de la base candnica a la base B, en R%.
b) Calcular la matriz asociada a f respecto de la base canénica de R? y de la base B.
c) Hallar las coordenadas de f(1,1,0) en la base B.
37 .- Sean B = {(1,0),(1,1)} y B = {(1,1,0),(0,—1,0),(0,1,1)} bases de R? y R3,

respectivamente, y f: R? — R3 la aplicacion lineal definida por f(z,y) = (z+y, x, —2y).
Calcular (f)p p-



Capitulo 5

Diagonalizacion de matrices

5.1. Valores y vectores propios

En este tema V es un K-espacio vectorial de dimensién finita n.

Definicién 5.1. Sea f: V — V un endomorfismo de V.

1. Se dice que un escalar A € K es un wvalor propio (o autovalor) de f si existe un
vector no nulo v € V tal que f(v) = Av.

2. Se dice que un vector v € V es un vector propio (o autovector) si existe A € K tal

que f(v) = Av.

Lema 5.2. Sean f: V — V un endomorfismo de V y A € K.
Vi={v eV | f(v) = v} es un subespacio de V.

Cuando A € K es un valor propio de [ este subespacio se llamard subespacio propio
asociado al valor propio A.

Ademds, si A € My (K) es la matriz asociada a f respecto de una base B, entonces
dim(Vy) =n —r(A— A,).

Demostracion. Es suficiente con constatar que:

Vy = Ker(f — Midy), en donde Xidy: V' — V es la aplicacion lineal definida, por
Nidy (v) = \v, para cada v € V.
Ademas, ya que (f — Aidy)gp = A — A, se verifica que:

dim(Vy) = dim(Ker(f — Xidy)) = n — dim(Im(f — Xidy)) =n —r(A - A,). O
Proposicion 5.3. Sean f: V — V un endomorfismo de V, A € M,(K) la matriz

asociada a f respecto de una base B y A € K. Se verifica que:

81
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A es un valor propio de f si, y solo si, |A — \I,| = 0.
Demostracion. Sin més que considerar que V) = Ker(f — \idy ), se tiene que

A es un valor propio de f < Ker(f — Xidy) # {0}
< dim(Ker(f — Xidy)) =n—r(A—M,) #0& r(A—\,) <n< |A— )\, =0 O

Ejemplo 5.4. Consideremos el endomorfismo f: R? — R? definido por:
fle,y,2) =(y+z0+z0+y).

f tiene la siguiente matriz asociada respecto de la base canoénica
01 1
(flec=A=1|1 0 1
1 10

Sabemos que:

A es un valor propio de f < [A— A,| =0

—x 1 1 1 1 —=z
|A —zI,| = 1 —x 1 = - 1 —x 1
1 1 -2 |7 e 1
1 1 — 1 1
[ 0 —z—1 142 |=—(1+2) 11— ’:—(1+x)2(x—2).
FitoF) 0 14z 1-—2a?

Es decir, los valores propios de f son —1 y 2.

Para calcular V, = Ker(f — 2idgs) debemos de resolver el sistema:

-2 1 1 z 0
1 -2 1 yl =10
1 1 -2 z 0

—2 1 1 1 1 -2

1 -2 1 1 -2 1

1 1 -2 1 1 -2

Fy+2F \ () 3 =3 FiE 0 0 0
7%F3

dedonde, y=z=xy Vo =((1,1,1)) .

También V_1 = Ker(f + idgs) y para calcularlo resolvemos el sistema:
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111\ [z 0
111 yl =10
111 2 0

¥, por tanto, Vo1 = {(z,y,2) € R® |z +y + 2 = 0} = ((1,-1,0), (0,1, -1)).

5.2. El anillo de polinomios K|x]

Dado un cuerpo K, un polinomio en la indeterminada x con coeficientes en K es
una expresion de la forma

f(x) =ap+ a1+ azx® + - + ap_12" " + apa™

donde a; € K, para todo 0 <1 < n.

Si a; = 0, para todo 0 < i < n, f(x) se llama polinomio cero. En caso contrario, el
mayor entero s tal que as # 0 se llama grado del polinomio f(z), denotado por df(x), as
se llama coeficiente principal y a; es el coeficiente de grado ¢, 0 < i < n. Un polinomio de
grado 0 se llama polinomio constante. Cuando el coeficiente principal es 1, el polinomio
se dice que es madnico.

Dos polinomios, f(z) =ag+ a1x + -+ apx™ y g(x) = by + b1z + - - - + by x™, son
iguales si tienen el mismo grado y a; = b;, para todo i, 0 < i < 9f(x) = dg(x).

El conjunto de polinomios en la indeterminada x con coeficientes en K se denota

por K|z].

Ejemplo 5.5. En R [z] la expresion 3z° + 425 + 22 + 42 + 2 es un polinomio de grado
6, con coeficiente principal 3.

5.3. Suma y producto en K|x]
Sean f(x) = ap+ a1z + -+ apz™ y g(x) = by + byz + - - - + by z™ polinomios en

Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que n > m y, si n > m, ponemos
bm+1 = bmy2 = -+ = b, = 0. Se define la suma f(z) + g(x) y el producto f(z)g(x) de
los polinomios de la forma siguiente:

El coeficiente de % en f(x) + g(z) es a; + b;, para cada 0 < i < n.
El coeficiente de 2%, para 0 < i < n+m, en f(z)g(z) es
Z arbs = apb; + a1bi—1 + agbi—2 + - -+ + a;bo,
r4+s=t

donde las sumas y productos son en K. Es decir,
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f(@)+g(x) = (ap+ bo) + (a1 + b1)z + - + (ay, + by)z™ y
f(x)g(x) = apbo + (agby + arbg)x + - - - + apbpz™ ™.

De estas definiciones se deduce que f(z) + g(x) y f(x) - g(z) pertenecen a K|x].
Ademds, si f(z)+ g(z) £0 y f(z) - g(z) £0,

O(f(x) + g(x)) < max{0f(x),0g(x)} y O(f(x)g(x)) = Of (x) + Ig(x).

Ejemplo 5.6. Si consideramos f(x) = 3+ 2z +42% +42°, g(v) = 3x+22% + 423 € R[z],

f(x)+g(x) =3+ 52+ 622 + 423 + 425 y
f(@)g(z) =0+ 9z + 1222 + -+ + 162°.

Con estas operaciones (K[z],+,-) es un anillo conmutativo unitario. Sin embargo,
K|z] no es un cuerpo, puesto que los tinicos elementos con inverso son los polinomios
constantes no nulos.

En lo que sigue, veremos cémo las propiedades de divisibilidad en K[z]| y los resul-
tados que de ellas se deducen son anéalogas a las correspondientes en el anillo Z.

5.4. Algoritmo de division en K]|x|

Proposicion 5.7 (Algoritmo de division).

Sean f(z) y g(x) polinomios con coeficientes en un cuerpo K, siendo g(x) # 0.
Ezisten polinomios unicos q(x),r(x) en K|x] tales que f(x) = q(x)g(x) + r(x), donde
or(z) < dg(z) or(z) =0.

Demostracion. Prueba de la existencia:

Sean f(z) = ag + a1x + -+ + anx", g(xr) = by + byx + -+ + bpz™ € Klz| con
0f(z) =n y dg(z) = m.

Si 0f () < 0g(x), el resultado se cumple para g(z) =0y r(z) = f(x).

Supongamos pues que Jf(z) > dg(z). Haremos la demostracion por induccién en
of(x) =n.

Si n = 0, entonces dg(z) = 0, g(z) = by # 0y f(z) = ap = (aghy *)bo + 0. Basta
tomar g(z) = agby " v r(z) = 0.

Supongamos n > 0 y que el resultado es cierto para aquellos polinomios cuyo grado
es menor que 7.

El polinomio fi(z) = f(z) — axb,ta"™g(z) € K[z] verifica que df1(x) < n.

Aplicando la hipétesis de induccion, existen polinomios ¢ (z),r1(z) € K[z] tales que
fi(z) = qi(z)g() + ri(x) con Or1(z) < dg(x) o ri(z) =0.
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Ast pues, f(z) = anb,'2" "g(2) + fi(2) = (anby'a" ™™ + qi(2))g(@) + r1(2) ¥
tomando q(x) = apb,tx" "™ + q1(x) y r(x) = r1(z) se obtiene f(z) = q(x)g(z) + r(z),
donde Or(z) < dg(z) o r(z) = 0.

Esto completa la induccion y el resultado es cierto para todos los valores de df(x).

Prueba de la unicidad:
Supongamos ahora que f(x)
1

Ori(z) < g(x) o ri(z) =0, (i =
Bntonces, (¢1(2) — 42(2))g(2) = ra(x) — 11().

Si qi(z) # q2(), O[(q1(z) — q2(x))g(z)] = Og(x), mientras que d(ra(z) — r1(z)) <
maz{0ry(z),0ra(x)} < dg(x).

Se llega asi a una contradiccion y, en consecuencia, qi(z) = ga2(z) y r1(x) = ro(x).
Ul

q(x)g(x) + ri(x) = qx)g(x) + ro(z), donde

[\

)

)-

Los polinomios ¢(x) y r(z) se llaman cociente y resto, respectivamente, de dividir
f(z) por g(x). Si r(x) = 0 se dice que g(x) divide a f(x).

Notese que la construccion de fi(z) en la demostracion anterior da un algoritmo
para dividir dos polinomios.

Definicion 5.8. Sean f(z) =ag+ a1z + - +a2” € K[z]y a € K.
Llamaremos evaluacion de f(z) en a al elemento f(«a) = ag+aja+--- +a,a™ € K.
Diremos que « es una raiz o un cero de f(x) cuando f(a) = 0.

Notese que si f(x), g(z) € K[z] se verifica que la evaluacion de f(x) + g(x) en « es
f(a) + g(a) y la evaluacion de f(z)g(x) en a es f(a)g(a).

Teorema 5.9 (Teorema del resto).
Sean f(x) € K[z] y a € K. El resto de la division de f(x) por x — « es f(a).

Demostracion. Por el algoritmo de division, f(z) = (z — a)q(z) + r(z) con r(z) =0 o
Or(z) < 0(x — a) = 1. Por lo tanto, 7(z) = r es un elemento de K. Si evaluamos f(z)
en « se obtiene f(a) = (a — a)q(a) +r(a) =0+7. O

Teorema 5.10 (Teorema del factor).
Sean f(z) € K[x] y a« € K. Entonces, x — a divide a (o0 es un factor de) f(z) si, y
solo si, a es raiz de f(x).

Demostracion. Por el teorema del resto, x — « divide a f(x) si, y solo si, f(a) =0. O

Definicién 5.11. Sean f(z) =ag+ a1z + - +apz" € K[z] y o € K, diremos que «
es una raiz de f(x) de multiplicidad m si (z — a)™ divide a f(z) pero (z — a)™! no
divide a f(x).
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5.5. Polinomio caracteristico

Definicion 5.12. Si f: V. — V es un endomorfismo de V' 'y A € M, (K) la matriz
asociada a f respecto de una base B, entonces

a1 —x ... ain
|A—zl,| =

anl cee Qpp — X

es un polinomio de grado n con coeficientes en K que se llama polinomio caracteristico

de A.

Notese que si A" es la matriz asociada a f respecto de otra base B’ y P = (idv)p s,
hemos visto que A = P~'A’P. Entonces,

|A—al,|=|P'A'P —zl,| = |PT'A'P — P7!(2I,,) P|

= PN A —2L,)P| = |P7'|A — al,| |P| = |A' — 1] .

Como este polinomio no varia si se cambia la matriz A por otra que sea semejante
a ella, se dird también que es el polinomio caracteristico de f y se denotara por p.(f).

Obsérvese que los valores propios de A (o f) son pues los ceros de su polinomio

caracteristico.

Definicién 5.13. Un endomorfismo f: V — V es diagonalizable si existe una base de
V respecto de la cual la matriz asociada a f es una matriz diagonal.

Esta claro que si B = {v1,... ,v,} es una base de V,
Ato... 0
Des=|: | e fw)=rwparai=1,... .0
0 ... A\
< B ={vy,...,v,} es una base de V formada por vectores propios.

Definicion 5.14. Una matriz cuadrada es diagonalizable si es semejante a una matriz
diagonal.

Hay que tener presente que si f es diagonalizable el polinomio caracteristico de f es
de la forma

(A1 =)™ (A — )™,

en donde m; es la multiplicidad de la raiz \; y el nimero de veces que aparece repetido
el autovalor \; en la diagonal.
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Es claro que no todo endomorfismo es diagonalizable, por ejemplo f: R? — R?
definido por f(z,y) = (—y, ) tiene p.(f) = 22 + 1 y no es diagonalizable.

Es evidente que para que podamos diagonalizar un endomorfismo debemos de en-
contrar n vectores propios linealmente independientes.

Proposicion 5.15. Sea f: V — V un endomorfismo de V.
1. Sia,B € K son valores propios de f distintos, entonces:
a) V,nVz={0}.

b) Si B, es una base de V,, y B es una base de Vg, entonces la union disjunta B, UBg
es una base de Vo, + Vg y

dim(V, + V) = dim(V,) + dim(Vj).
2. Sean Ai,...,As € K wvalores propios de f distintos dos a dos.
a) Sii# j, entonces Vy, NV, = {0}.

b) Si By, = {vii,...,Un,;i} €s una base de V), para cadai=1,...,s, entonces la union
disjunta By, U ---U By, es una base de Vy, +---+ Vi, y

dim(Vy, +---+ Vi) =dim(Vy,) + - - - + dim(Vy,).
Demostracion.
l.a) Siv e V, N Vj, entonces f(v) = av = v y, por ser a # 3, se tiene que v = 0.
1.b) Vo, + Vs = (B, UBg) y, como
dim(Vy) + dim(Vg) = dim(Vy + V3) + dim(V, N V) = dim(V,, + V),
se tiene que B, U Bg es una base de V,, 4 V3.

2.b) Se demuestra por induccién en s.

Si s =1 es trivial.

Supuesto s > 1 y el resultado cierto para menos de s valores propios, veamos que
By, U---UDB,, es linealmente independiente:

Si0=ayvi1+ -+ apy1Vn1 + -+ A15V1s + - - - + ApysUn,s, entonces

=Uu =u/

u=—u €V, y, asi,

fW) =M = Aaaviz + - 4+ Many2Un,2 + - + Aa1sV1s + -+ + AN sUn,s
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= A2a12012 + - + A20ny2Un,2 + 0 As@isV1s + 0+ Asln,sUn,s, de donde
(A2 = Ap)aigvia + -+ 4 (A2 = A1) @ny2Uny2 + - + (As — A)arsvis + -+
+(As — A1)an, svn.s = 0.

Por la hipoétesis de induccién, se tiene que
()\2 — )\1)(112 = 0, ()\2 — )\1)&n22 = 0, ey (/\3 — Al)anss = 0,

y, teniendo en cuenta que \; # A1 para todo i # 1, obtenemos que
12 =" =Apy2 =+ =aps =0

y, por tanto, 0 = ' = —u y a;1 = -+ = anp;1 = 0, al ser By, linealmente
independiente. O

Proposicion 5.16. Si f: V — V es un endomorfismo de V y A es un valor propio de
multiplicidad m, entonces dim(Vy) < m.

Ademds, si X un valor propio simple dim(V)) = 1.

Demostracion. Si {vi,...,vs} es una base de V) y la completamos a una base de V,
B={vi,...,vs,...,0n}, se tiene que

M= (flps= <)\({s Aﬁ:)

Entonces, el polinomio caracteristico de f es
pelf) = M =2l = (A —2)° | M’ = al,_.|.

Y, como la multiplicidad de A en p.(f) es m, se deduce que s < m.
Sim =1, como 0 < dim(V)) < 1, se obtiene que dim(V}) = 1. O

Teorema 5.17. Sea f: V — V un endomorfismo de V,

f es diagonalizable si, y solo si, p.(f) = (A —x)™ -+ (As — )™ siendo \; € K,
L<m;<n, i#A\jsii#jydim(Vy,)=m; Vi=1,...,s.

Demostracion.
“=" Si f es diagonalizable existe una base B de V' de modo que

Ao 0

(f)B,B: : . :
0 ... A
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El polinomio caracteristico de f es p.(f) = (A1 — )™ -+ (As — )™ y, dado que
Vi, = Ker(f — \jidy ), se tiene que dim(Vy,) = n—r((f)g — Ailn) = n—(n—m;) = m;.

“«<” Como V), +---+ V), es un subespacio de V' y
dim(Va, + -+ 4+ Va,) = dim(Va,) + -+ + dim(Va,) = > m; = dpe(f) = n,
i=1

se tiene que Vy, +---+ V), =V y By, U---UB,, es una base de V formada por vectores
propios, es decir f es diagonalizable. O

Corolario 5.18. Si f: V. — V es un endomorfismo de V de tal forma que p.(f) =
(M —x)-- (A — ) con N\j # \j sii# j, entonces [ es diagonalizable.

Demostracion. Trivial ya que dim(V, ) =1 para todo 7. O
0 2 -2
Ejercicio 5.19. Probar que la matriz A= | —2 4 —2 | es diagonalizable.
-2 2 0

Demostracion. En primer lugar calculamos el polinomio caracteristico de la matriz A.

—x 2 -2 —x 2 —2
|[A—zl3|=| =2 4—2 -2 | = -2 4—z —2
—2 2 Bl g 2-2 —z 42
—x 2 =2 —T 0 -2

=(@-2)| -2 4—2 2| = (-2)| -2 2—2 -2 |=—(z—2)%.
0 11 | 0 0 -1

Tenemos pues el autovalor 0 de multiplicidad uno y el autovalor 2 de multiplicidad
dos.
Los subespacios propios son:

0 2 -2 T 0
Vo= @y2)eR || -2 4 2 | [y]=](0
-2 2 0 z 0
+2y -2z =0
=S (z,y,2) ER3| —22 +4y -2z =0
—2x 42y =0
= {(xvyvz) eR3 | x:y:z} = ((17171)> y
-2 2 =2 T 0
Vo=2S (z,y,2) ER3| | =2 2 -2 yl =10

-2 2 =2 z 0
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—2x 42y -2z =0
(v,y,2) ER3| =2z +2y -2z =0
—2z 42y -2z =0

={(2,y,2) €R*| =22+ 2y — 22 = 0} = {(z,y, ~x +y) | 2,y € R}
=((1,0,-1),(0,1,1)).
Asi,
1 10 000 1 10\ "
A=|1 o0 1 02 0 1 0 1 0
1 -1 1 00 2 1 -1 1

5.6. Ejercicios

1.- Calcular los valores propios y los subespacios propios de los endomorfismos de R3
dados por:

a) f(x,y,z) = (1""21}, —$+3y+2,y+2«'),

b) g(x,y,2) = (3z — 8y + 8z, —4x + Ty — 82, —4x + 8y — 9z).

2.- Estudiar si son diagonalizables los endomorfismos del ejercicio anterior. Si es posible,
encontrar una base B de R? tal que (g) B,5 sea diagonal.

3.- Se consideran los endomorfismos de R? dados por:

a) f(x,y,2) =Bz —y,—x+2y—z,—y+ 3z2),

b) f(z,y,2) = (—y— 2,2z +y— z,—2x + 2y + 22),

c) f(z,y,2) = (—x — 32,3z + 2y + 3z, -3z — z),

d) f(z,y,2) = (—x+y+ 2z, -4z + 3y + 32, -3z + y + 42),

e) f(x,y,2) = (52, 5y,52).

En cada caso, se pide: calcular los valores propios y los subespacios propios de f;
estudiar si f es diagonalizable; si es posible, encontrar una base B de R? tal que (f) BB
sea una matriz diagonal y una matriz no singular P tal que (f)g = PYf )ecP.

4.- Se considera la matriz

—_

A:

—_

10
3 2 S ngg(R).
-1 1

as}

a) Calcular los valores propios y los subespacios propios de A.
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b) ;Es A diagonalizable?

5.- Se considera la aplicacién lineal f: R? — R? cuya matriz asociada respecto de la
base candnica es:

1 10
Hee=1 1 3 2 | e Max3(R).
0 -1 1

a) Calcular los valores propios y los subespacios propios de f.

b) (Es f diagonalizable?

6.- Se considera la matriz

-2 2 =2
A= 2 -2 =2 € M3X3(R).
-2 =2 2

a) Calcular los valores propios y los subespacios propios de A.

b) Probar que A es diagonalizable y encontrar una matriz no singular P, tal que P~ AP
sea diagonal.

7.- Sea f: R?® — R3 la aplicacion lineal definida por:
f(x,y,2) = (z,y,3z + y + 22).
a) Demostrar que f es diagonalizable.

b) Encontrar una matriz diagonal D y una no singular P verificando que D = P(f)c P~ .

c¢) Hallar ((f)c,c)™ para todo valor de m natural.

8.- Se considera la matriz

1 a 1
A= -1 1 —a € Msy3(R).
1 0 a+1

a) Calcular el polinomio caracteristico de A, asi como sus valores propios.
b) ;Para que valores del pardmetro a es diagonalizable la matriz A?

c) Para dichos valores encontrar una matriz diagonal D y una matriz no singular P tal
que AP = PD.
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9.- Se considera la aplicaciéon lineal f: R? — R3 cuya matriz asociada respecto de la
base canodnica es:

2 0 a—2
(f)C,C = 01 a S ngg(R).
0 0 a

a) Calcular el polinomio caracteristico de f, asi como sus valores propios.
b) ;Para que valores del parametro a es diagonalizable f?
¢) Para dichos valores encontrar una matriz diagonal D y una matriz no singular P tal
que (f)ec=PDP L.
10.- Sea f: R? = R3 la aplicacion lineal definida por:
f(z,y,2) = (x 4+ ay + 32,2y + bz, 2).
a) Encontrar los valores de a y b para los que f es diagonalizable.

b) Sia =17y b= 3 encontrar una base B de R3 tal que la matriz

= o O

1 0
(fize=1| 0 2
0 0

11.- Sea la aplicacion lineal f: R3 — R3definida por:
f(x7y7z) = <_$+y—27x—y—27—$—y+z)-
a) Probar que f es diagonalizable.

b) Encontrar una base B de R? y una matriz no singular P tales que (f) B,5 sea diagonal

y (flesP = (f)s5-
12.- Sea f: R? — R? la aplicacion lineal dada por:
fle,y,2)=Br+y+z,2+3y+z,2+y+ 32).
a) Hallar los valores propios de f.

b) Encontrar una base B de R? tal que (f)p s es diagonal.

c) Calcular una matriz no singular P tal que (f)es8 = P(f)cc-

)

13.- Sea la aplicacion lineal f: R3 — R3 definida por:
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flzyy,2)=(x+y+z,2+y+z,2+y+2).

a) Justificar que f es diagonalizable y encontrar una base B de R? tal que la matriz
(f)B,B sea diagonal.

b) Calcular una matriz P tal que (f)gsP = P(f)cc-

14.- Se considera la aplicacién lineal f : R3 — R3 definida por:
fz,y,2) = (22 + (a — 2)z,y + az, az).
a) (Para que valores del parametro a es diagonalizable f?

b) Para dichos valores encontrar una matriz diagonal D y una no singular P tal que
(f)cc=PDP L.
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Capitulo 6

Producto escalar y ortogonalidad

Definicién 6.1. Un espacio euclideo es un R-espacio vectorial V' junto con una aplica-
cion, llamada producto escalar,

p:VxV >R
que verifica las siguientes condiciones:

1. p(urtug,v) = p(ur,v)+e(uz,v) y p(au,v) = ap(u,v), para todo ui, ug,v,u € V
y a€R.

2. p(u,v) = p(v,u), para todo u,v € V.
3. p(u,u) >0, para todo u € V.
4. p(u,u) =0 < u=0.

Es decir, es una forma bilineal simétrica y definida positiva.

Observacion 6.2.
- ¢(u,0) = p(0,u) = 0, para todo u € V.

- p(u,v) =0 para todov € V < u = 0.

Ejemplos 6.3.

1. R™ es un espacio euclideo con el producto escalar ordinario R” x R” — R definido
por:

((:Ela” . 7xn)7(yla" . 7yn)) = (331,. . 'axn) : (ylu" . 7yn) = TI1Y1 + - +$nyn
2. R? también es un espacio euclideo con la aplicacion R? x R? — R definida por:

((z1,22), (y1,¥2)) — T1y1 + 222Y2.

95
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Definicién 6.4. Sea (V, @) un espacio euclideo. Se llama longitud o norma de un vector
u € V' y se designa por ||u||, al ntimero real no negativo ‘\/np(u, u)‘ Se dice que u € V

es un vector unitario si ||u/| = 1.

Observacion 6.5. Sean u € V y a € R,
- Jull > 0.
-|lul| =0 < u=0.
- Nlowl] = | [[ul].

Proposicion 6.6 (Desigualdad de Cauchy-Schwartz). Sea (V) @) un espacio euclideo.
Para cualquier par de vectores u,v € V' se verifica:

lo(u, v)[ < Jlull [lv]l-
Demostracion. Siu = 0, el resultado es claro.

Supongamos u # 0. Para todo a € R, se verifica que:

0 < [l + v||* = p(au+ v, au + v) = a®p(u, u) + 2000(u, v) + @(v,v).

Como u # 0, p(u,u) > 0y, si consideramos o = —M, se tiene que:
o(u, u)
p(u,v)? ¢ (u,v)
0< ——=So(u,u) — 2 + p(v,v
ol T oy PO Y)
de donde se deduce que
gD("LL,'U)z 2
o < ev,0) = [lvf
[
y, por ello,
lp(u, v)| < [ull ||v]|.- O

Proposicion 6.7 (Desigualdad triangular). Sea (V, ) un espacio euclideo. Para cual-
quier par de vectores u,v € V, se verifica:

[Ju+ vl < lull + o]
Demostracion.

lu+ olf* = p(u +v,u+ ) = Jul® + 2p(u, v) + 0|
2 2 2 2 2
< Hlll™ + 2[ep(w, o) + [[oll™ < Hlull™ + 2 ffull {Jo]] + [Jol| = (full + o)™ O
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Observacion 6.8. De la desigualdad de Cauchy-Schwartz, |p(u,v)| < |Jul| ||v]|, se deduce
que — [lu|| [|[v|| < ¢(u,v) < ||lu||||v|| v asi, cuando u # 0 y v # 0, se obtiene que:

L ew)

< <1l
[l o]

La observacion anterior justifica la siguiente definicion.

Definiciéon 6.9. Sean u y v vectores no nulos de un espacio euclideo (V, ¢). El ntimero

real § € [0, ] tal que cosf = m recibe el nombre de dngulo que forman los vectores
ul| [|v
uy v. Asi,
p(u,v) = [[ull ||v]| cos 0.

6.1. Ortogonalidad. Bases ortonormales

Definicién 6.10. Sean u y v vectores no nulos de un espacio euclideo (V) se dice
que son ortogonales o perpendiculares si p(u,v) = 0, esto es, cuando forman un angulo
de 90 grados. En este caso escribiremos u L v.

Consecuencias:

1. 0 es ortogonal a cualquier vector de V.
2. Dos vectores no nulos son ortogonales si, y solo si, su angulo es de 90°.
3. uy v son vectores ortogonales < |ju + v||* = |lu||® + [[v||* (Teorema de Pitagoras).

4. En el espacio euclideo R" con el producto escalar usual, los vectores de la base
canodnica son ortogonales dos a dos.

Proposicion 6.11. Si los vectores no nulos vi,...,v, son ortogonales dos a dos en el
espacio euclideo (V, @), entonces son linealmente independientes.

T

Demostracion. Sean oy, ..., a, € R tales que ) o;v; = 0. Entonces, para cada v,
i=1

T s
0= @(Z U4, V) = Z a;p(vs,v5) = aje(v,vj).
i=1 i=1

Al ser vj # 0, ¢(vj,v;) # 0y, en consecuencia, a; = 0 para todo j =1,...,7. O
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Definicién 6.12. En un espacio euclideo (V, ), una base se dice que es ortogonal
cuando sus vectores son ortogonales dos a dos. Si ademaés, todos los vectores son de
norma 1 se dice que es ortonormal.

La base canoénica de R" es una base ortonormal en el espacio euclideo R™ con el
producto escalar usual.

n
Observacion 6.13. Si B = {vy,...,v,} es una base ortogonal de V y siv = > ajv; € V,
i=1

(,O(U,Ui)

entonces o; = 5
[[oil

parat=1,...,n.

Esta facilidad para calcular las coordenadas de un vector en una base ortogonal, nos
permite hacer una demostraciéon constructiva de la existencia de bases ortogonales en
cualquier espacio euclideo de dimensién finita.

o(v,u)
2
o]l

Definiciéon 6.14. Sean (V) un espacio euclideo y u,v € V. El vector v se

llama proyeccion ortogonal de u sobre v.

Notese que @(v’g) UH = w(v,z;) vl = plo,u) ||ul| cos 8, siendo el angulo 6 que
] ] ]l
forman u y v.
También se cumple que, v L (u— <'0|TU’|;L) v).
v

Este resultado nos ilustra sobre la construccién que se hace en el teorema siguiente.

Teorema 6.15. Todo espacio vectorial euclideo, (V, ), de dimension finita posee una
base ortogonal.

Demostracion. Sea B = {v1,...,v,} una base de V.
Tomamos u; = v; # 0.
. . SO(Uh 1}2)
Si definimos ug = vg — W u1 € V', ug es un vector no nulo, porque v y vg son
U1
linealmente independientes, y u1 L ug, ya que
Uy, v2 Uy, U2
o(ur, uz) = @(v1,v2 — L’Q) u) = @(vi,v2) — L’Q) o(vi,ur) =0.
[ | [ |
o . : izt p(u;,v;) :
Siguiendo este proceso, si definimos u; = v; — Wul € V se tiene que
=1 U;

uj #0, V7, y u; Loujsii#j.
Por tanto, {uj,...,u,} es una base ortogonal de V, ya que es un conjunto de n
vectores linealmente independiente en un espacio de dimensién n. O
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Corolario 6.16. Todo espacio vectorial euclideo, (V, @), de dimensidon finita posee una
base ortonormal.

Demostracion. Si B = {v1,...,v,} es una base ortogonal de V', entonces se tiene que
U1 Un

{, e } es una base ortonormal de V. O
o] [[onl

Ejercicio 6.17. En R* con el producto escalar usual, obtener una base ortogonal del
subespacio

U= (v, =(1,2,-1,0),vs = (1,0,—2,0),v3 = (0,1,1,0)) .

Demostracion. Tomamos u; = (1,2, —1,0),

o(v2,u1) 3 1 3
Uy = vy — P2 (1.0,-2,0) — 2(1,2,-1,0) = <7, 1, —7,0) y
s || 6 2 2
2 .
p(v3, u;) 1 5/1 3
uz = vy — 3 M) (0,1,1,0) — =(1,2, —1,0 +7(7,—1,—7,0>. 0

Ejercicio 6.18. En R* con el producto escalar usual, se pide:
a) Calcular un vector unitario ortogonal a los vectores:
(1,-1,1,1),(0,-1,2,1),(2,0,4,2).
b) Obtener una base ortonormal del subespacio
U= (u =(1,0,1,1),ue = (1,1,0,2),u3 = (0,1,0,0)).
Demostracion.

(x,y,2,t) L (1,-1,1,1) & xz—y+2z+t=0
a) (x,y,z,t) 1 (07_1727 1) g _y+2z+t: 0
(x,y,2,t) L (2,0,4,2) & 22+4z+2t=0

g (%ya%t) = (aa —OJ,CK,—?)Og), a e R.

1
Por tanto, 2—\/3(1, —1,1,—3) es un vector unitario y ortogonal a los pedidos.
b) vy = (1,0,1,1), con ||v1| = V/3,

3
vy = (1,1,0,2) — g(1,0, 1,1) = (0,1, —1,1), con |lva|| = /3,

1 21 1
v3 = (0,1,0,0) — 0(1,0,1,1) — 5(0, 1,-1,1) = (0, = —g), con |lus]| = \éé

1 1
,—3)} es una base orto-

Asi, B = { —(1,0,1,1),
{ﬁ( )

normal de U.

1
= 0717_171 9
\/g( )
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O]

Definicién 6.19. Sean U y W subespacios de un espacio euclideo (V). Diremos
que U y W son ortogonales si todo vector de U es ortogonal a todo vector de W'y
escribiremos U 1 W.

Notese que si {u1,...,u,} y {wi,...,ws} son, respectivamente, base de U y W:
ULWeu Lw;Vi=1,....,ryVj=1,...,s.

Definiciéon 6.20. Sea (V, ) un espacio euclideo y U un subespacio de V. Se llama
complemento ortogonal de U al subespacio U+ = {v € V | v L u,Vu € U}.

Proposicion 6.21. Si (V,¢) es un espacio euclideo y U es un subespacio de V', se
verifica que:

1. U LU
2. V=U+U+yUnUL ={0}.
8. dim(U) + dim(U+) = dim(V).

4 (U =U.
Demostracion. Si se considera {uj,...,u,} una base ortogonal de U y se comple-
ta a una base de V, {u1,...,up,Upq1,...,up}, a partir de esta base, usando el Mé-
todo de Gram-Schmidt, se obtiene una base ortogonal de V, que serd de la forma
{ug, ..., Up,Ups1, ..., 0n} y en este caso (vyi1, ...,0,) C UL,

Puesto que U N U+ = {0}, se verifica que dim(U) + dim(U') = dim(U + U+) <
n y, en consecuencia, se tiene que (vr+17 ceyUp) = UL. Por tanto, V = U + U+t y
dim(U) + dim(U*) = dim(V). O

Definiciéon 6.22. Sean (V,¢) un espacio euclideo, U un subespacio de V' y v € V.
Existen y son tnicos v € U y w € U™ tales que v = u + w. El vector u se llama
proyeccion ortogonal de v sobre U y se denotard por proy,,v.

Observacion 6.23. Si {uy,...,u,} es una base ortogonal de U y v € V, entonces
v, U v, U
pT‘OyU’U:SD(’Ql)Ul—F"'—{—SO(,;) .
1Y [[ur |

Ejercicio 6.24. En R3 con el producto escalar usual, encontrar el complemento orto-
gonal del subespacio W = {(x,y,2) | z =y} .
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Demostracion. W = ((1,1,0),(0,0,1)).

(,y,2) € Wt & “ng}@wiz«qg,o». O

Ejercicio 6.25. En R* con el producto escalar usual, encontrar el complemento orto-
gonal de
U=A{(z,y,z,t) |t +y—2+t=0,2z+y— 2+ 3t = 0}.

Demostracion.
r+y—2+t=0
2r+y—2+4+3t=0

U={(z,y,z,t) |z =-20,y=a+,z=a,t =} = U =((-2,1,0,1),(0,1,1,0)).

—2x+y+t=0 }

1
(:U?yvzay)eU s y+Z:O

1 1
Ut = {(a:,y,z,t) |z = 52+ by = —z} e Ut =((1,2,-2,0),(1,0,0,2)).

De otra forma,

Ya que U = {(z,y,2,t) |z +y—2+t=0,20+y — z+ 3t = 0}, se tiene que los vec-
tores (1,1, —1,1) y (2,1, —1,3) pertenecen a UL, Teniendo en cuenta que son indepen-
dientes y dim(U~) = 2, se deduce que:

((1,1,-1,1),(2,1,-1,3)) = UL O

Definiciéon 6.26. Sea (V, ¢) un espacio euclideo. Dados v, u € V, se define la distancia
entre v y u, como

d(v,u) = flv—ull.
Es consecuencia inmediata de la definiciéon que:

1. d(v,u) > 0Vo,ueV.
2. d(v,u) =0 v=u.
3. d(v,u) = d(u,v).

n
Observacion 6.27. Si B = {vi,...,v,} es una base ortonormal de V, v = > xv; y
i=1
n
u =Y y;v;, entonces
i=1
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(i —vi)? vy

ol
-

lo = ull* = (3 (@i — yi)vi,

i=1 %

(mi - yi)vi) =

1 =1

d(v,u) =y | > (2 — yi)*.

n
i=1

Proposicion 6.28. Sean (V, ) un espacio euclideo, U un subespacio de V yv € V de
forma que v = proy,v +w con w € UL. Se verifica que

d(v, proy,v) < d(v,u) Yu e U.

Demostracion. v —u = (v — proy,v) + (proy,v —u) Yu € U.
Como (v — proy,v) € Ut y (proy,v —u) € U, el teorema de Pitagoras nos dice que
lo = ul® = [[o = proy,v||* + [[proy, v — ul|* > |jv = proy,v|. [

Definiciéon 6.29. Sea (V) un espacio euclideo. Dados v € V' y U un subespacio de
V', se define la distancia entre v y U, como

d(v,U) = min{d(v,u) Yu € U} = d(v, proy,v).

6.2. Distancia de un punto a un hiperplano

Proposicion 6.30. EnR"™ con el producto escalar usual, siv = (p1,...,pn) €s un punto
de R"™ y a1x1 + -+ anxn = 0 es la ecuacion de un hiperplano H, entonces

d(v, H) — alPl;‘ o+ AnPn|
aj +---+a3
Demostracion. (a1,...,a,) € H-y,comodim(H*Y) = 1, se tiene que H+ = {(a1,--- ,ay)).

La base de H' se puede completar a una base ortogonal de R™ de la forma B =
{vi =(a1,...,ay),v2 ..., 05} y asi,

aip1 + -+ anPn
v — proy,v = 5 (a1,...,an) y
”(alﬂ' i 7an)H

aip1 + -+ anPn
ai+---+a2

d(v, H) = [lv — proy, vl =
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