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Introduccién

Nuestro objetivo

i Qué podemos “aprender” de una variedad algebraica sin hacer “casi nada” con ella?

Trabajaremos en el caso afin y con variedades definidas por polinomios que viven en un
conjunto constructible Q C K[X,..., X;].
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Test de nulidad de polinomios

Una pregunta basica

Sea f € Q, jpodemos “aprender” si f = 0 unicamente mediante evaluacién?

Ejemplo 1:

L (X X) (X = Xe) = (X = X5) =07

Ejemplo 2:
@ Q: conjunto de polinomios evaluables por una red neuronal.
e f,g € Q (no conocemos su expansién monomial ni sus coeficientes, sélo los podemos

evaluar).

if=0?7 jf=g?
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Test de DeMillo—Lipton—Schwartz—Zippel

Test de DeMillo—Lipton—-Schwartz—Zippel ([DML, 78], [Sch, 80] y [Zp, 79])

Sea f € Pg(X1,...,Xn) no nuloy sea C un subconjunto finito de K. Entonces:
Prob  [F(xts...,x) = 0] < =2
(s a)eC 1y+-5Xn ] #(C)

Dificultad: si exigimos certidumbre en la respuesta:
“el polinomio dado es nulo”,

el test anterior exige evaluar nuestro polinomio en todos los puntos de C":

iUn conjunto de tamaino exponencial!
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Conjuntos cuestores de Heintz & Schnorr

Para paliar esta dificultad surgen los conjuntos cuestores de J. Heintz y C. P. Schnorr
[HeSc, 82].

Definicién (en el sentido de [HeSc, 82])

Decimos que un conjunto {xi,...,x.} € A"(K) es un conjunto cuestor para Q si:

VFeQ, f(xi))=---=f(x)=0=f=0

Ejemplo basico: si Q := {f € K[X] : deg(f) < d}, entonces cualquier conjunto de d +1
puntos distintos es un conjunto cuestor para Q.

Pregunta: jexisten los conjuntos cuestores?, jdénde los puedo encontrar?
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Teorema fundamental de Heintz & Schnorr ([HeSc, 82])

Teorema ([HeSc, 82])

Supongamos que char(K) = 0. Sea Q un conjunto constructible parametrizable de poli-
nomios de grado acotado por d, A C A"(K) un reticulo y L > 6dim(f2).

Entonces:
o Existencia: existen conjuntos cuestores Q := (xi, ..., x.) € A" para Q.
o Densidad:
. 1
Prob [(x1,...,x.) es un conjunto cuestor para Q] > 1 — ——.
(X115 JEAL ut/

@ Herramienta principal: teoria del grado para conjuntos localmente cerrados de
[He, 83].

@ Algunas limitaciones: char(K) = 0, conjuntos constructibles parametrizables, A es
un reticulo, ...
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Un problema en el camino: Teoria del grado para constructibles

En el trabajo realizado junto a Luis Miguel Pardo Vasallo tratamos de dar respuesta a la
siguiente pregunta:

o Pregunta: ;Qué son los conjuntos cuestores y qué puedo hacer con ellos?

o Un problema en el camino: Para trabajar con conjuntos cuestores necesitamos definir
y saber cdmo utilizar la nocién de grado para conjuntos constructibles.

Un intento fallido: en la Remark (2) de [He, 83] se define el Z-grado (deg,) de un conjunto
constructible como el grado de su clausura Zariski.

Sin embargo, como ya se observé en [He, 85], esta nocidn presenta algunos problemas...
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iQué es un grado?

De acuerdo con el paradigma establecido en [He, 83], una nocién de grado para conjun-
tos constructibles debe ser una cantidad (actuando como un volumen) que verifica las
siguientes propiedades:

(1) Es siempre finita y coincide con la nocién usual para conjuntos localmente cerrados.

(2) Es sub—aditiva:

(3) Tiene un buen comportamiento respecto a la interseccién con variedades lineales y
respecto al producto cartesiano.

(4) Es controlable por proyecciones e imagenes de aplicaciones lineales.

(5) Satisface una Desigualdad de Bézout: el grado de la interseccién estd acotado por el
producto de los grados.

(6) Satisface alguna variacién de la Proposicién 2.3. de [HeSc, 82] (jresultado clave para
los resultados de existencia y densidad de conjuntos cuestores!).
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Grado de Heintz: Conjuntos localmente cerrados

Para la nocién usual de grado (localmente cerrados) usaremos deg(V).

Proposicion: Propiedades bésicas del grado para conjuntos localmente cerrados

@ Para todo conjunto localmente cerrado V C A"(K), su grado coincide con el grado

de su clausura Zariski: deg(V) = deg(V").
e El grado de un conjunto finito C C A"(K) coincide con su cardinal: deg(C) = #(C).
o El grado de una variedad lineal afin es 1.

o Para cualquier polinomio f € K[Xu, ..., Xy] no constante, el grado de la hipersuperfi-
cie V/(f) es a lo sumo deg(f) y, deg(V/(f)) = deg(f) si y sélosi f es libre de cuadrados.

v
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Los problemas del Z-grado

Consideramos el conjunto constructible:
C=:{(x,y) € A*(C) : xy # 0}U{(£1,0), (0, £1)},

que no es localmente cerrado, y la variedad alge-
braica:

D :={(x,y) € A*(C) : xy = 0}.

Tenemos que:
o C =A%)y, por lo tanto, deg,(C) = 1.
@ deg(D) = 2 por ser f(x,y) = xy libre de
cuadrados.
o CnND={(+£1,0),(0,£1)} y, por lo tanto, deg(C N D) = 4.

De lo anterior, se deduce que:

Figura: Conjunto constructible C.

4 =deg(CN D) £ deg,(C)-deg(D)=1-2=2

Por lo tanto, el Z-grado no cumple la desigualdad de Bézout. Esto nos lleva a buscar
nuevas nociones de grado para conjuntos constructibles que verifiquen una desigualdad
de este tipo.
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Nueva nocién: LCl-grado

Definicién: LC/-grado de un conjunto constructible

Sea C C A"(K) un conjunto constructible. Sea € =: {U1N V4, ..., U,NV,} una descompo-
sicién de C como unién finita de conjuntos localmente cerrados irreducibles que satisface:

(1) Vi es una variedad algebraica irreducible en A"(K),
(2) U; es el méximo de los abiertos Zariski O; C A"(K) tal que O;N V; C C,
(3) Vi# V.

Definimos el grado de C relativo a esta decomposicién como:
deg(C, @) Zdeg(V)

Entonces, definimos el LC/-grado de C como:

deg,;(C) := min{deg(C, ) : € es una descomposicién de C como unién

finita de conjuntos localmente cerrados irreducibles que satisface (1), (2) y (3)}
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Nueva nocién: w-grado

Definicién: m-grado de un conjunto constructible

Sea C C A"(K) un conjunto constructible y consideramos la clase de todos los subcon-
juntos localmente cerrados que se proyectan en C. Es decir, para cada m € N, m > n,
definimos:

Mm(C):={V C A" : V es localmente cerrado y w(V) = C}

donde 7 : A™ — A" es la proyeccidén candnica. Entonces, definimos:

n(c) = |J Nm(0),

m>n

y definimos el grado de proyeccién o m-grado de C como el siguiente minimo:

deg,(C) := min{deg(V) : V € NN(C)}.
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Tres nociones de grado diferentes para conjuntos constructibles

Consideramos la hipersuperficie cuadratica:

W= {(x,y,2) € A*(C) : xz+ (y* — 1) = 0}
y el conjunto constructible :

C :=n(W)={(x,y) € A*(C) : x#£0}U
U{(x,y) € A’(C) : X’ +y*—1=0}

Tenemos que:

o deg,(C)=1. . . .
o deglci(C) _3 Figura: Conjunto constructible C.
o deg (C) =2.

Esto es, cada una de las nociones de grado toma un valor diferente para C:

1= degz(c) < 2= degﬂ'(c) < deglci(c) =3
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Propiedades de las nuevas nociones

Sean C, D C A"(K) dos conjuntos constructibles.

Teorema: (1) Coincide con la nocién usual para localmente cerrados

Si C es localmente cerrado, entonces:

deg(C) = deg,(C) = deg, (C) = degy;(C)

Teorema: (2) Sub-aditividad

Las tres nociones de grado deg,, deg, y deg,.; son funciones sub—aditivas:
deg,(C U D) < deg,(C) + deg,(D),

deg, (CUD) < deg,(C) +deg, (D) y
deglci(c U D) S deglci(c) + deglci(D)'
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Propiedades de las nuevas nociones

Teorema: (3) Interseccién con variedades lineales

Para cada variedad lineal afin A C A"(K), se cumple:

deglci(A N C) S deglci(C)7 degﬂ'(A N C) S degﬂ'(C)

Teorema: (3) Producto cartesiano

deglci(C X D) S deglci(c) deglci(D)7 degﬂ'(C X D) S degﬂ'(c) degﬂ'(D)

Teorema: (4) Imégenes de aplicaciones lineales

Sea ¢ : A"(K) — A™(K) una aplicacién lineal:
o deg(£(C)") < deg;;(C)
@ En general, no es cierto que: deg, ;(¢(C)) < deg,;(C).
o deg,({(C)) < deg,(£(C)) < deg, (C) < deg,.;(C).
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Desigualdad de Bézout

Teorema: (5) Desigualdad de Bézout para conjuntos constructibles

Sean C, D C A"(K) dos conjuntos constructibles. Se verifica:
deg;(C N D) < deg);(C) deg,;(D),

deg, (C N D) < deg, (C)deg,. (D).
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Proposicion 2.3. de Heintz & Schnorr

La Proposicién 2.3. de [HeSc, 82] nos dice que:

deg (ﬁ Vi> < deg(V1) (max{deg(V;) : 2 <i < s})dmv1)

i=1

donde V; son variedades algebraicas.

Proposicién: (6) Extension de la Proposicién 2.3. de [HeSc, 82]

Sea Q2 C A"(K) un conjunto constructible y sean Wi,..., Ws C A"(K) una familia de
conjuntos localmente cerrados. Entonces, se verifica:

deglci (Q n (m VV’)) S deglci(Q) (méx{deglci(v]/i) ! S i S s})dim(n)

i=1
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Generalizacion de la Proposicion 2.3. de Heintz & Schnorr

Proposicién: (6) Generalizacién con el LCl-grado para conjuntos constructibles

Sean G, ..., Cs una familia de conjuntos constructibles. Sea r := dim( ;). Entonces,

(1) Cota superior en el sentido de la Proposicion 2.3. de [HeSc, 82].

deg . (ﬁ Ci) < degy; (ﬁ Ci) <

i=1 i=1
< <s+ a 1) degyi(C1) (méx{degi(G) : 2<j < s})'

(2) Cota superior en términos del “grado medio”: definimos el “grado medio” de la familia
G, ..., Cs como:

1 s
degav(clv °009 CS) = g Zdeglci(cf)'
i=1

Entonces, tenemos que:

degw (m C’) S deglci (m C’) S deglci(cl) Sr (dega.v(cl7 oty Cs))’ .
i=1

i=1
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Una consecuencia de la Extensién de la Proposicién 2.3.

Lema: Variedades evasivas cero-dimensionales para conjuntos constructibles

Sea k un cuerpo, @ C K un subconjunto finito y K la clausura algebraica de k. Sea
C C A"(K) un conjunto constructible.

Entonces, el niimero de puntos de interseccién de C y Q" satisface:
£(C N Q") < deg(C)E(Q)™™.
Dicho de otra forma,

_ deglci(c)ﬁ(Q)dim(C) 1 _ deglci(c)
(xl,.F.).,er'ﬂ’eon rgcl>1 #(Q)" —L #(Q)codim(C)*

Si C = V/(f) es una hipersuperficie definida por un polinomio f no nulo, el Lema anterior
es:

el test de DeMillo—Lipton—-Schwartz—Zippel.
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Generalizando la nocién de conjunto cuestor

Nueva definicién

Sea X un conjunto, K un cuerpo y F(X) C KX un subgrupo del grupo abeliano (KX, +).
Seam € Nysea Q C F(X)™ un conjunto de listas de funciones. Sea ¥ C € un subconjunto
propio de Q, que llamaremos discriminante.

Un conjunto cuestor de longitud L para £ con discriminante ¥ es un conjunto finito de L
elementos Q := {xl, .. ,xL} C X de forma que verifica la siguiente férmula:

VFeQ, f(xu)=-=f(x)=0€ K"=feX.

Los conjuntos cuestores son omnipresentes y aparecen bajo distintos nombres en las ma-
tematicas:

o “Identity sequences” en los tests de igualdad de funciones.
@ “Norming sets” en el ambito de las algebras de Banach.

@ “Samples” en el contexto de los Espacios de Hilbert con Nicleo Reproductor.
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Conjuntos cuestores: Listas de polinomios

Sea (d) := (dh,...,dm) una lista de grados. Consideramos el conjunto de listas de polino-
mios:

Play =P (Xa, ..., Xa) == [[ P4 (Xs, ..., Xn).

i=1

Proposicién: “Maldicién de la dimensién” para conjuntos cuestores

Sea Q C P{fj) un conjunto constructible, ¥ C © un discriminante en Q y Q C A"(K) un
conjunto cuestor de longitud L para € con discriminante . Entonces, tenemos que:

#(Q) = L > codimq(X) = dim(Q) — dim(¥).
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Generalizando el Teorema fundamental de [HeSc, 82]

Teorema

Sean X C Q C P(’f,) conjuntos constructibles con codimg(X) > 1. Supongamos que:
VF = (..., fn) €Q\ X, dim(V(fi,...,fn)) =n—m.

Sea C := V(hi,...,h) C A"(K) una variedad algebraica de interseccién comple-
ta de co—dimensién r > (n — m) + m/2 + 1/2 tal que deg(C) > 4", donde § :=
min{deg(hi1),...,deg(h;)}. Sea L € N y supongamos que se verifican las siguiente propie-
dades:

o L >6dim(9Q),

o log(9) > max{2(1 + log(d + 1)), 2ECeei(@)

o max{deg(),...,deg(h/)} < (14 1-)d.
Sea R := R(Q,X, C, L) el conjunto constructible de todas las listas de puntos Q € C* que
son conjuntos cuestores para £ con discriminante X. Entonces, existe un abierto Zariski

no vacio G(C) C G(n, n— r) tal que para cada A € G(C) la probabilidad de que una lista
Q € (C N A) esté en R satisface:

1
deg,; () edm(@+(m-1)L

PI‘Ob(CmA)L [R] Z 1-—
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Conjuntos cuestores y Dimension

En nuestra generalizacién del Teorema fundamental de [HeSc, 82] hemos afiadido la si-
guiente hipdtesis:

Vf = (... fn) € Q\ E, dim(V(f,... . fn)) = n—m

Esta hipétesis generaliza el caso ¥ = {0} e indica que el “asunto” de los conjuntos
cuestores es la

dimension

y no tGnicamente los test de nulidad.
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Conjuntos de Kakeya y cota inferior de Dvir

Definicién: Conjunto de Kakeya

Sea Fy un cuerpo finito de cardinal g. Decimos que subconjunto finito E C A"(F,) es un
conjunto de Kakeya si se verifica la siguiente propiedad:

Para cada punto proyectivo v € P,_1(Fg), existe x € E tal que:

px,v) ={x+tv: teF,} CE

Cota inferior de Z. Dvir [Dv, 09]: si E es un conjunto de Kakeya, entonces:

#(E) 2 ("}f”)

Z. Dvir empleé como herramienta principal: el Método Polinomial.
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Conjuntos de Kakeya y Conjuntos cuestores

Proposicion

Sea Fy un cuerpo finito de cardinal g y K := F, su clausura algebraica.

Sid<g—1yE C A"(Fg) es un conjunto de Kakeya, entonces E es un conjunto cuestor
para PX con discriminante ¥ = {0}. En particular, tenemos que:

H(E) > dim (ij) = <dj">, Vd<gq-—1.

jLos conjuntos de Kakeya son conjuntos cuestores de longitud exponencial!
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Conjuntos de Kakeya C Conjuntos cuestores

Proposicion

Sea I, un cuerpo finito con g elementos y K := F, su clausura algebraica. Sea d € N un
grado y k € N un entero positivo tal que:

d<q -1 (1)

dr"), la probabilidad de que una lista de puntos Q € A"(FF,)° sea

un conjunto cuestor para PX con discriminante ¥ = {0} es al menos:

1
qam(@)

Entonces, para s := k(

1—
En particular, dados d, k, g y n tales que:

d+n q”
k( p ><2", (2)

y verifican la desigualdad (1), entonces existen conjuntos cuestores para P/ con discri-
minante ~ = {0} que no son conjuntos de Kakeya.
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jGracias!
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