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Introducción

Nuestro objetivo

¿Qué podemos “aprender” de una variedad algebraica sin hacer “casi nada” con ella?

Trabajaremos en el caso af́ın y con variedades definidas por polinomios que viven en un
conjunto constructible Ω ⊆ K [X1, . . . ,Xn].
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Test de nulidad de polinomios

Una pregunta básica

Sea f ∈ Ω, ¿podemos “aprender” si f ≡ 0 únicamente mediante evaluación?

Ejemplo 1:

¿ (X1 + X2)(X1 − X2)− (X 2
1 − X 2

2 ) ≡ 0 ?

Ejemplo 2:

Ω: conjunto de polinomios evaluables por una red neuronal.

f , g ∈ Ω (no conocemos su expansión monomial ni sus coeficientes, sólo los podemos
evaluar).

¿ f ≡ 0 ? ¿ f ≡ g ?
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Test de DeMillo–Lipton–Schwartz–Zippel

Test de DeMillo–Lipton–Schwartz–Zippel ([DML, 78], [Sch, 80] y [Zp, 79])

Sea f ∈ Pd(X1, . . . ,Xn) no nulo y sea C un subconjunto finito de K . Entonces:

Prob
(x1,...,xn)∈Cn

[f (x1, . . . , xn) = 0] ≤ d

#(C)

Dificultad: si exigimos certidumbre en la respuesta:

“el polinomio dado es nulo”,

el test anterior exige evaluar nuestro polinomio en todos los puntos de C n:

¡Un conjunto de tamaño exponencial!
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Conjuntos cuestores de Heintz & Schnorr

Para paliar esta dificultad surgen los conjuntos cuestores de J. Heintz y C. P. Schnorr
[HeSc, 82].

Definición (en el sentido de [HeSc, 82])

Decimos que un conjunto {x1, . . . , xL} ⊆ An(K) es un conjunto cuestor para Ω si:

∀f ∈ Ω, f (x1) = · · · = f (xL) = 0⇒ f ≡ 0

Ejemplo básico: si Ω := {f ∈ K [X ] : deg(f ) ≤ d}, entonces cualquier conjunto de d + 1
puntos distintos es un conjunto cuestor para Ω.

Pregunta: ¿existen los conjuntos cuestores?, ¿dónde los puedo encontrar?
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Teorema fundamental de Heintz & Schnorr ([HeSc, 82])

Teorema ([HeSc, 82])

Supongamos que char(K) = 0. Sea Ω un conjunto constructible parametrizable de poli-
nomios de grado acotado por d , Λ ⊆ An(K) un ret́ıculo y L ≥ 6 dim(Ω).

Entonces:

Existencia: existen conjuntos cuestores Q := (x1, . . . , xL) ∈ ΛL para Ω.

Densidad:

Prob
(x1,...,xL)∈ΛL

[(x1, . . . , xL) es un conjunto cuestor para Ω] ≥ 1− 1

uL/6
.

Herramienta principal: teoŕıa del grado para conjuntos localmente cerrados de
[He, 83].

Algunas limitaciones: char(K) = 0, conjuntos constructibles parametrizables, Λ es
un ret́ıculo, ...
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Un problema en el camino: Teoŕıa del grado para constructibles

En el trabajo realizado junto a Luis Miguel Pardo Vasallo tratamos de dar respuesta a la
siguiente pregunta:

Pregunta: ¿Qué son los conjuntos cuestores y qué puedo hacer con ellos?

Un problema en el camino: Para trabajar con conjuntos cuestores necesitamos definir
y saber cómo utilizar la noción de grado para conjuntos constructibles.

Un intento fallido: en la Remark (2) de [He, 83] se define el Z -grado (degz) de un conjunto
constructible como el grado de su clausura Zariski.

Sin embargo, como ya se observó en [He, 85], esta noción presenta algunos problemas...
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¿Qué es un grado?

De acuerdo con el paradigma establecido en [He, 83], una noción de grado para conjun-
tos constructibles debe ser una cantidad (actuando como un volumen) que verifica las
siguientes propiedades:

(1) Es siempre finita y coincide con la noción usual para conjuntos localmente cerrados.

(2) Es sub–aditiva:

(3) Tiene un buen comportamiento respecto a la intersección con variedades lineales y
respecto al producto cartesiano.

(4) Es controlable por proyecciones e imágenes de aplicaciones lineales.

(5) Satisface una Desigualdad de Bézout: el grado de la intersección está acotado por el
producto de los grados.

(6) Satisface alguna variación de la Proposición 2.3. de [HeSc, 82] (¡resultado clave para
los resultados de existencia y densidad de conjuntos cuestores!).
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Grado de Heintz: Conjuntos localmente cerrados

Para la noción usual de grado (localmente cerrados) usaremos deg(V ).

Proposición: Propiedades básicas del grado para conjuntos localmente cerrados

Para todo conjunto localmente cerrado V ⊆ An(K), su grado coincide con el grado
de su clausura Zariski: deg(V ) = deg(V

z
).

El grado de un conjunto finito C ⊆ An(K) coincide con su cardinal: deg(C) = #(C).

El grado de una variedad lineal af́ın es 1.

Para cualquier polinomio f ∈ K [X1, . . . ,Xn] no constante, el grado de la hipersuperfi-
cie V (f ) es a lo sumo deg(f ) y, deg(V (f )) = deg(f ) si y sólo si f es libre de cuadrados.
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Los problemas del Z -grado

Consideramos el conjunto constructible:

C =: {(x , y) ∈ A2(C) : xy 6= 0}∪{(±1, 0), (0,±1)},

que no es localmente cerrado, y la variedad alge-
braica:

D := {(x , y) ∈ A2(C) : xy = 0}.

Tenemos que:

C
z

= A2(C) y, por lo tanto, degz(C) = 1.

deg(D) = 2 por ser f (x , y) = xy libre de
cuadrados.

Figura: Conjunto constructible C .

C ∩ D = {(±1, 0), (0,±1)} y, por lo tanto, deg(C ∩ D) = 4.

De lo anterior, se deduce que:

4 = deg(C ∩ D) 6≤ degz(C) · deg(D) = 1 · 2 = 2

Por lo tanto, el Z -grado no cumple la desigualdad de Bézout. Esto nos lleva a buscar
nuevas nociones de grado para conjuntos constructibles que verifiquen una desigualdad
de este tipo.
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Nueva noción: LCI -grado

Definición: LCI -grado de un conjunto constructible

Sea C ⊆ An(K) un conjunto constructible. Sea C =: {U1∩V1, . . . ,Ur ∩Vr} una descompo-
sición de C como unión finita de conjuntos localmente cerrados irreducibles que satisface:

(1) Vi es una variedad algebraica irreducible en An(K),

(2) Ui es el máximo de los abiertos Zariski Oi ⊆ An(K) tal que Oi ∩ Vi ⊆ C ,

(3) Vi 6= Vj .

Definimos el grado de C relativo a esta decomposición como:

deg(C ,C) :=
r∑

i=1

deg(Vi ).

Entonces, definimos el LCI -grado de C como:

deglci(C) := ḿın{deg(C ,C) : C es una descomposición de C como unión

finita de conjuntos localmente cerrados irreducibles que satisface (1), (2) y (3)}
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Nueva noción: π-grado

Definición: π-grado de un conjunto constructible

Sea C ⊆ An(K) un conjunto constructible y consideramos la clase de todos los subcon-
juntos localmente cerrados que se proyectan en C . Es decir, para cada m ∈ N, m ≥ n,
definimos:

Πm(C) := {V ⊆ Am : V es localmente cerrado y π(V ) = C}

donde π : Am −→ An es la proyección canónica. Entonces, definimos:

Π(C) :=
⋃
m≥n

Πm(C),

y definimos el grado de proyección o π-grado de C como el siguiente ḿınimo:

degπ(C) := ḿın{deg(V ) : V ∈ Π(C)}.
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Tres nociones de grado diferentes para conjuntos constructibles

Consideramos la hipersuperficie cuadrática:

W := {(x , y , z) ∈ A3(C) : xz + (y 2 − 1) = 0}

y el conjunto constructible :

C :=π(W ) = {(x , y) ∈ A2(C) : x 6= 0} ∪

∪ {(x , y) ∈ A2(C) : x2 + y 2 − 1 = 0}

Tenemos que:

degz(C) = 1.

deglci(C) = 3.

degπ(C) = 2.

Figura: Conjunto constructible C .

Esto es, cada una de las nociones de grado toma un valor diferente para C :

1 = degz(C) < 2 = degπ(C) < deglci(C) = 3
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Propiedades de las nuevas nociones

Sean C , D ⊆ An(K) dos conjuntos constructibles.

Teorema: (1) Coincide con la noción usual para localmente cerrados

Si C es localmente cerrado, entonces:

deg(C) = degz(C) = degπ(C) = deglci(C)

Teorema: (2) Sub-aditividad

Las tres nociones de grado degz , degπ y deglci son funciones sub–aditivas:

degz(C ∪ D) ≤ degz(C) + degz(D),

degπ(C ∪ D) ≤ degπ(C) + degπ(D) y

deglci(C ∪ D) ≤ deglci(C) + deglci(D).
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Propiedades de las nuevas nociones

Teorema: (3) Intersección con variedades lineales

Para cada variedad lineal af́ın A ⊆ An(K), se cumple:

deglci(A ∩ C) ≤ deglci(C), degπ(A ∩ C) ≤ degπ(C).

Teorema: (3) Producto cartesiano

deglci(C × D) ≤ deglci(C) deglci(D), degπ(C × D) ≤ degπ(C) degπ(D).

Teorema: (4) Imágenes de aplicaciones lineales

Sea ` : An(K) −→ Am(K) una aplicación lineal:

deg(`(C)
z
) ≤ deglci(C)

En general, no es cierto que: deglci(`(C)) ≤ deglci(C).

degz(`(C)) ≤ degπ(`(C)) ≤ degπ(C) ≤ deglci(C).
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Desigualdad de Bézout

Teorema: (5) Desigualdad de Bézout para conjuntos constructibles

Sean C , D ⊆ An(K) dos conjuntos constructibles. Se verifica:

deglci(C ∩ D) ≤ deglci(C) deglci(D),

degπ(C ∩ D) ≤ degπ(C) degπ(D).
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Proposición 2.3. de Heintz & Schnorr

La Proposición 2.3. de [HeSc, 82] nos dice que:

deg

(
s⋂

i=1

Vi

)
≤ deg(V1) (máx{deg(Vi ) : 2 ≤ i ≤ s})dim(V1)

donde Vi son variedades algebraicas.

Proposición: (6) Extensión de la Proposición 2.3. de [HeSc, 82]

Sea Ω ⊆ An(K) un conjunto constructible y sean W1, . . . ,Ws ⊆ An(K) una familia de
conjuntos localmente cerrados. Entonces, se verifica:

deglci

(
Ω ∩

(
s⋂

i=1

Wi

))
≤ deglci(Ω) (máx{deglci(Wi ) : 1 ≤ i ≤ s})dim(Ω)
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Generalización de la Proposición 2.3. de Heintz & Schnorr

Proposición: (6) Generalización con el LCI -grado para conjuntos constructibles

Sean C1, . . . ,Cs una familia de conjuntos constructibles. Sea r := dim(C1). Entonces,

(1) Cota superior en el sentido de la Proposición 2.3. de [HeSc, 82]:

degπ

(
s⋂

i=1

Ci

)
≤ deglci

(
s⋂

i=1

Ci

)
≤

≤

(
s + r − 1

r

)
deglci(C1) (máx{deglci(Cj) : 2 ≤ j ≤ s})r

(2) Cota superior en términos del “grado medio”: definimos el “grado medio” de la familia
C1, . . . ,Cs como:

degav(C1, . . . ,Cs) :=
1

s

s∑
i=1

deglci(Ci ).

Entonces, tenemos que:

degπ

(
s⋂

i=1

Ci

)
≤ deglci

(
s⋂

i=1

Ci

)
≤ deglci(C1) s r (degav(C1, . . . ,Cs))r .
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Una consecuencia de la Extensión de la Proposición 2.3.

Lema: Variedades evasivas cero-dimensionales para conjuntos constructibles

Sea κ un cuerpo, Q ⊆ κ un subconjunto finito y K la clausura algebraica de κ. Sea
C ⊆ An(K) un conjunto constructible.

Entonces, el número de puntos de intersección de C y Qn satisface:

] (C ∩ Qn) ≤ deglci(C)](Q)dim(C).

Dicho de otra forma,

Prob
(x1,...,xn)∈Qn

[x 6∈ C ] ≥ 1− deglci(C)](Q)dim(C)

](Q)n
= 1− deglci(C)

](Q)codim(C)
.

Si C = V (f ) es una hipersuperficie definida por un polinomio f no nulo, el Lema anterior
es:

el test de DeMillo–Lipton–Schwartz–Zippel.
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Generalizando la noción de conjunto cuestor

Nueva definición

Sea X un conjunto, K un cuerpo y F(X ) ⊆ KX un subgrupo del grupo abeliano (KX ,+).
Sea m ∈ N y sea Ω ⊆ F(X )m un conjunto de listas de funciones. Sea Σ ( Ω un subconjunto
propio de Ω, que llamaremos discriminante.

Un conjunto cuestor de longitud L para Ω con discriminante Σ es un conjunto finito de L
elementos Q := {x1, . . . , xL} ⊆ X de forma que verifica la siguiente fórmula:

∀f ∈ Ω, f (x1) = · · · = f (xL) = 0 ∈ Km =⇒ f ∈ Σ.

Los conjuntos cuestores son omnipresentes y aparecen bajo distintos nombres en las ma-
temáticas:

“Identity sequences” en los tests de igualdad de funciones.

“Norming sets” en el ámbito de las álgebras de Banach.

“Samples” en el contexto de los Espacios de Hilbert con Núcleo Reproductor.
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Conjuntos cuestores: Listas de polinomios

Sea (d) := (d1, . . . , dm) una lista de grados. Consideramos el conjunto de listas de polino-
mios:

PK
(d) := PK

(d)(X1, . . . ,Xn) :=
m∏
i=1

PK
di (X1, . . . ,Xn).

Proposición: “Maldición de la dimensión” para conjuntos cuestores

Sea Ω ⊆ PK
(d) un conjunto constructible, Σ ( Ω un discriminante en Ω y Q ⊆ An(K) un

conjunto cuestor de longitud L para Ω con discriminante Σ. Entonces, tenemos que:

](Q) = L ≥ codimΩ(Σ) = dim(Ω)− dim(Σ).
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Generalizando el Teorema fundamental de [HeSc, 82]

Teorema

Sean Σ ( Ω ⊆ PK
(d) conjuntos constructibles con codimΩ(Σ) ≥ 1. Supongamos que:

∀f := (f1, . . . , fm) ∈ Ω \ Σ, dim(V (f1, . . . , fm)) = n −m.

Sea C := V (h1, . . . , hr ) ⊆ An(K) una variedad algebraica de intersección comple-
ta de co–dimensión r ≥ (n − m) + m/2 + 1/2 tal que deg(C) ≥ δr , donde δ :=
ḿın{deg(h1), . . . , deg(hr )}. Sea L ∈ N y supongamos que se verifican las siguiente propie-
dades:

L ≥ 6 dim(Ω),

log(δ) ≥ máx{2(1 + log(d + 1)), 2 log(deglci(Ω))
dim(Ω)

},

máx{deg(h1), . . . , deg(hr )} ≤ (1 + 1
n−m

)δ.

Sea R := R(Ω,Σ,C , L) el conjunto constructible de todas las listas de puntos Q ∈ C L que
son conjuntos cuestores para Ω con discriminante Σ. Entonces, existe un abierto Zariski
no vaćıo G(C) ⊆ G(n, n− r) tal que para cada A ∈ G(C) la probabilidad de que una lista
Q ∈ (C ∩ A)L esté en R satisface:

Prob(C∩A)L [R] ≥ 1− 1

deglci(Ω)edim(Ω)+(m−1)L
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Conjuntos cuestores y Dimensión

En nuestra generalización del Teorema fundamental de [HeSc, 82] hemos añadido la si-
guiente hipótesis:

∀f := (f1, . . . , fm) ∈ Ω \ Σ, dim(V (f1, . . . , fm)) = n −m

Esta hipótesis generaliza el caso Σ = {0} e indica que el “asunto” de los conjuntos
cuestores es la

dimensión

y no únicamente los test de nulidad.
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Conjuntos de Kakeya y cota inferior de Dvir

Definición: Conjunto de Kakeya

Sea Fq un cuerpo finito de cardinal q. Decimos que subconjunto finito E ⊆ An(Fq) es un
conjunto de Kakeya si se verifica la siguiente propiedad:

Para cada punto proyectivo v ∈ Pn−1(Fq), existe x ∈ E tal que:

ρ(x , v) := {x + tv : t ∈ Fq} ⊆ E

Cota inferior de Z. Dvir [Dv, 09]: si E es un conjunto de Kakeya, entonces:

#(E) ≥

(
q − 1 + n

n

)
Z. Dvir empleó como herramienta principal: el Método Polinomial.
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Conjuntos de Kakeya y Conjuntos cuestores

Proposición

Sea Fq un cuerpo finito de cardinal q y K := Fq su clausura algebraica.

Si d ≤ q−1 y E ⊆ An(Fq) es un conjunto de Kakeya, entonces E es un conjunto cuestor
para PK

d con discriminante Σ = {0}. En particular, tenemos que:

](E) ≥ dim
(
PK
d

)
=

(
d + n

n

)
, ∀d ≤ q − 1.

¡Los conjuntos de Kakeya son conjuntos cuestores de longitud exponencial!
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Conjuntos de Kakeya ( Conjuntos cuestores

Proposición

Sea Fq un cuerpo finito con q elementos y K := Fq su clausura algebraica. Sea d ∈ N un
grado y k ∈ N un entero positivo tal que:

d < q1− 1
k − 1. (1)

Entonces, para s := k
(
d+n
n

)
, la probabilidad de que una lista de puntos Q ∈ An(Fq)s sea

un conjunto cuestor para PK
d con discriminante Σ = {0} es al menos:

1− 1

qdim(Ω)
.

En particular, dados d , k, q y n tales que:

k

(
d + n

n

)
<

qn

2n
, (2)

y verifican la desigualdad (1), entonces existen conjuntos cuestores para PK
d con discri-

minante Σ = {0} que no son conjuntos de Kakeya.
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¡Gracias!
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