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Motivacién en CAD

Mallados y deformaciones libres de forma

Fuente: https://www.cnblogs.com/shushen
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Motivacién en CAD

Transformaciones racionales y birracionales

Un “parche” del mallado se obtiene como la imagen de un dominio canénico A (un
simplice, un cubo, ...) por una transformacién racional ¢ : A -> R", con
n=2,3.
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Motivacién en CAD

Transformaciones racionales y birracionales

Un “parche” del mallado se obtiene como la imagen de un dominio canénico A (un
simplice, un cubo, ...) por una transformacién racional ¢ : A -> R", con
n=2,3.

En el espacio proyectivo complejo,
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Motivacién en CAD

Transformaciones racionales y birracionales

Un “parche” del mallado se obtiene como la imagen de un dominio canénico A (un

simplice, un cubo, ...) por una transformacién racional ¢ : A -> R", con
n=2,3.
En el espacio proyectivo complejo,
©: . ————— - P
(zo:...:2p) — (fo(zo, .. yxn) oot fn(zo, ..y 2n))
con f; € C[xo,...,x,] homogéneos de grado d.
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Motivacién en CAD

Transformaciones racionales y birracionales

Un “parche” del mallado se obtiene como la imagen de un dominio canénico A (un
simplice, un cubo, ...) por una transformacién racional ¢ : A -> R", con
n=2,3.

En el espacio proyectivo complejo,

©: . ————— - P
(zo:...:2p) — (fo(xoy - oyxpn) et fm(o, .oy xn))

con f; € C[xo,...,x,] homogéneos de grado d.

Una transformacion birracional es una transf. racional con inversa racional.

Pablo GONZALEZ MAZzZON Red EACA



Motivacién en CAD

Transformaciones racionales y birracionales

Un “parche” del mallado se obtiene como la imagen de un dominio canénico A (un

simplice, un cubo, ...) por una transformacién racional ¢ : A -> R", con
n=2,3.
En el espacio proyectivo complejo,
©: . ————— - P
(zo:...:2p) — (fo(zo, .. yxn) oot fn(zo, ..y 2n))
con f; € C[xo,...,x,] homogéneos de grado d.

Una transformacion birracional es una transf. racional con inversa racional.

con G(x) € Cl[xg,...,zn].
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Motivacién en CAD

Optimizacion de un mallado birracional

P multidegree
- (1,1,1)
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Motivacién en CAD

Optimizacion de un mallado birracional

P multidegree
. (1,1,1)

Optimizar un mallado <« Minimizar un funcional en el espacio
de transformaciones racionales
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Motivacién en CAD

Optimizacion de un mallado birracional

P multidegree
- (1,1,1)

Optimizar un mallado <« Minimizar un funcional en el espacio
de transformaciones racionales

Restringir minimizaciéon a una subvariedad de transformaciones birracionales.
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Motivacién en CAD

Optimizacion de un mallado birracional

P multidegree
- (1,1,1)

Optimizar un mallado <« Minimizar un funcional en el espacio
de transformaciones racionales

Restringir minimizaciéon a una subvariedad de transformaciones birracionales.
Por ejemplo, método de Newton sobre un espacio de funciones birracionales.
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Motivacién en CAD

Transformaciones multilineales. Conjunto de indeterminacion.

En P! = Proj(C[zg,21]), B1 = {xg,21}. Producto tensor de bases By y Ba = {yo,y1 }:
B1® By = {0 ® Yo, 21 ® Yo, o ® Y1, 71 ® Y1} = {T0Yo, T1Y0, ToY1, T1Y1} ,
es una base para las funciones bilineales en P! x P1. Si B3 = {20, 21},

B ® By ® Bz = {x0y020, £1Y0%0, ToY120, L1Y120, L0Y0Z1, T1Y021, LOY121, L1Y121

es una base para las funciones trilineales en P! x P! x P!,
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Motivacién en CAD

Transformaciones multilineales. Conjunto de indeterminacion.

En P! = Proj(C[zg,21]), B1 = {xg,21}. Producto tensor de bases By y Ba = {yo,y1 }:

B1® By = {x0 ® yo, 21 ® Yo, o ® Y1, 1 ® Y1} = {Z0Y0, T1Y0, ToY1, T1Y1} ,

es una base para las funciones bilineales en P! x P1. Si B3 = {20, 21},

B ® By ® Bz = {x0y020, £1Y0%0, ToY120, L1Y120, L0Y0Z1, T1Y021, LOY121, L1Y121

es una base para las funciones trilineales en P! x P! x P!,

El conjunto de indeterminacion (o base locus) de una transformacion racional ¢ es
la subvariedad de su dominio donde ¢ no esta definida. Si p: X -» Y c P envia
xeX a(folx):...: fin(x)), el conjunto de indeterminacion es V' (fo,..., fm) c X.

Pablo GoNZALEZ MAZzZON Red EACA



Transformaciones bilineales birracionales

Notas sobre syzygias
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Transformaciones bilineales birracionales

Clasificacion de transformaciones bilineales birracionales

@ : P! x P! -> P? bilineal, R = C[xg,21,%0,%1]. Son equivalentes:
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Transformaciones bilineales birracionales

Clasificacion de transformaciones bilineales birracionales

@ : P! x P! -> P? bilineal, R = C[xg,21,%0,%1]. Son equivalentes:

@ ¢ es birracional
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Transformaciones bilineales birracionales

Clasificacion de transformaciones bilineales birracionales

@ : P! x P! -> P? bilineal, R = C[xg,21,%0,%1]. Son equivalentes:
@ ¢ es birracional
@ La resolucion de I = (fo, f1, f2) como un R-modulo es

0— R(-2,-1) x R(-1,-2) - R(-1,-1)? o i 1) g

con matriz de syzygias de la forma
a1zo + a1 Bryo + By
azxo + g1 P3yo + Pay
aszo +agT1  Bsyo + Beyi

)
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Transformaciones bilineales birracionales

Clasificacion de transformaciones bilineales birracionales

@ : P! x P! -> P? bilineal, R = C[xg,21,%0,%1]. Son equivalentes:
@ ¢ es birracional
@ La resolucion de I = (fo, f1, f2) como un R-modulo es

0— R(-2,-1) x R(-1,-2) - R(-1,-1)? o i 1) g

con matriz de syzygias de la forma
a1zo + a1 Bryo + By
azxo + g1 P3yo + Pay
aszo +agT1  Bsyo + Beyi

@ El conjunto de indeterminacién es un tinico punto en P! x P!

)
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Transformaciones bilineales birracionales

Clasificacion de transformaciones bilineales birracionales

@ : P! x P! -> P? bilineal, R = C[xg,21,%0,%1]. Son equivalentes:
@ ¢ es birracional
@ La resolucion de I = (fo, f1, f2) como un R-modulo es

0— R(-2,-1) x R(-1,-2) - R(-1,-1)? o i 1) g

con matriz de syzygias de la forma
a1zo + a1 Bryo + By
azxo + g1 P3yo + Pay
aszo +agT1  Bsyo + Beyi

@ El conjunto de indeterminacién es un tinico punto en P! x P!

)

@ ¢ es un cero de un tinico polinomio de grado 6 en P! (66 coeficientes)
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Transformaciones bilineales birracionales

Inversion via syzygias

ap(x,y) bo(x,y) 2
(fo, f1, fo) - [ a1 (x,y)  bi(x,y) (Zfz ai(x,y), Zfz (x Y)) =(0,0)
az(x,y) ba(x,y) =0
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Transformaciones bilineales birracionales

Inversion via syzygias

ap(x,y) bo(x,y) 2
(fo, f1, fo) - [ a1 (x,y)  bi(x,y) (Zfz ai(x,y), Zfz (x Y)) =(0,0)
az(x,y) ba(x,y) =0

Sustituyendo (fo: f1: f2) por (ag: oy : o) € P2,

(Zaz ai(X,y), Zaz (x y)) = (0,0)

Pablo GONZALEZ MAZON Red EACA



Transformaciones bilineales birracionales

Inversion via syzygias

ap(x,y) bo(x,y) 2
(fo, 1, f2) - |a1(xy) bi(x,y) (Z fiai(x,y), Zfz (x Y)) =(0,0)
az(x,y) ba(x,y)) V=0

Sustituyendo (fo: f1: f2) por (ag: oy : o) € P2,

(Zaz ai(X,y), Zaz (x y)) = (0,0)

Si X,y aparecen en una ecuacion, x = x(y) es una funcion racional de y.
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Transformaciones bilineales birracionales

Un método efect

ONZALEZ MAZON



Transformaciones bilineales birracionales

Inmersion de Segre de P! x Pl y (1) <— (3)

La inmersion de Segre de P! x P! es el isomorfismo racional
o:P! xP!-> ¥ c P? dado por

(zo:z1) * (Yo :y1) = (Toyo : 1Yo : ToY1 : T1Y1)

con deg(X) = 2.
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Transformaciones bilineales birracionales

Inmersion de Segre de P! x Pl y (1) <— (3)

La inmersion de Segre de P! x P! es el isomorfismo racional
o:P! xP!-> ¥ c P? dado por

(zo:z1) * (Yo :y1) = (Toyo : 1Yo : ToY1 : T1Y1)

con deg(X) = 2. Tenemos el diagrama conmutativo,

Y cp3

o i
™
~

donde 7 es una proyeccion.
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Transformaciones bilineales birracionales

Inmersion de Segre de P! x Pl y (1) <— (3)

La inmersion de Segre de P! x P! es el isomorfismo racional
o:P! xP!-> ¥ c P? dado por

(zo:z1) * (Yo :y1) = (Toyo : 1Yo : ToY1 : T1Y1)

con deg(X) = 2. Tenemos el diagrama conmutativo,

donde 7 es una proyeccion.

¢ es birracional <= 7 es birracional
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Transformaciones bilineales birracionales

Ecuacion de transformaciones bilineales birracionales y (1) <= (4)

7 viene dada un punto en P!, o equivalentemente por la matriz

ap ai az as
bp b1 b2 b3
cp €1 C2 C3
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Transformaciones bilineales birracionales

Ecuacion de transformaciones bilineales birracionales y (1) <= (4)

7 viene dada un punto en P!, o equivalentemente por la matriz

ap ai az as
bp b1 b2 b3
cp €1 C2 C3

 es birracional si, y solo si,

ay a2 as ap a2 as ap a1 as ap air a2
p= b1 bg bg o b() bg b3 : bo bl bg e bo b1 b2 y
Ccl1 C2 C3 Ch C2 cC3 Ch C1 cC3 cCho C1 C9

con entradas de grado 3 (o multigrado (1,1,1)).
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Transformaciones bilineales birracionales

Ecuacion de transformaciones bilineales birracionales y (1) < (4)

7 viene dada un punto en P!, o equivalentemente por la matriz

ap ai az as
bp b1 b2 b3
cp €1 C2 C3

 es birracional si, y solo si,

ay a2 as ap a2 as ao
p= b1 bg bg o b() bg b3 : bo
Ccl1 C2 C3 Ch C2 cC3 (&)

con entradas de grado 3 (o multigrado (1,1,1)).

a; as apg a1 az
by b3l :—bo b1 baf],
C1 C3 cCho C1 C9

Sustituyendo en wows — wywsy = 0,

obtenemos la ecuacion de las transformaciones bilineales birracionales.
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Transformaciones trilineales birracionales

Transformaciones trilineales birracionales

A partir de aqui... jla investigacion sigue en curso!
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Transformaciones trilineales birracionales

Transformaciones trilineales birracionales

A partir de aqui... jla investigacion sigue en curso!

o P! xP xP — 2 cP’

(o:21) x (Yo :y1) x (20 21) = (Z0Y020 : T1Y020 : - .- TOY121 * T1Y121)
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Transformaciones trilineales birracionales

Transformaciones trilineales birracionales

A partir de aqui... jla investigacion sigue en curso!
o:P'xP' x P! —— S c P’
(o :21) x (Yo : Y1) x (20 : 21) = (ToYo20 : T1Y020 © - - - : TOY121 * T1Y121)

Ahora 7: % c P7 -> P? es una proyeccion desde un subespacio 3-dimensional (un
P3 c P7).

Pablo GONZALEZ MAZzZON Red EACA



Transformaciones trilineales birracionales

Transformaciones trilineales birracionales

A partir de aqui... jla investigacion sigue en curso!

o:P'xP' x P! —— S c P’
(zo:w1) % (Yo :y1) x (20 : 21) = (ToYo20 : T1Y020 © - - - * TOY121 * T1Y121)
Ahora 7: % c P7 -> P? es una proyeccion desde un subespacio 3-dimensional (un
P3 c P7).
El conjunto de indeterminacion V' (I) tiene codimensiéon al menos 2. Puede
clasificarse en base su multigrado. Nos centramos en multigrados...

o .. (1,1,1)
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Transformaciones trilineales birracionales

Transformaciones trilineales birracionales

A partir de aqui... jla investigacion sigue en curso!

o:P'xP' x P! —— S c P’
(zo:w1) % (Yo :y1) x (20 : 21) = (ToYo20 : T1Y020 © - - - * TOY121 * T1Y121)
Ahora 7: % c P7 -> P? es una proyeccion desde un subespacio 3-dimensional (un
P3 c P7).
El conjunto de indeterminacion V' (I) tiene codimensiéon al menos 2. Puede
clasificarse en base su multigrado. Nos centramos en multigrados...

o .. (1,1,1)
Q ... (1,1,0)
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Transformaciones trilineales birracionales

Transformaciones trilineales birracionales

A partir de aqui... jla investigacion sigue en curso!

o:P'xP' x P! —— S c P’
(zo:w1) % (Yo :y1) x (20 : 21) = (ToYo20 : T1Y020 © - - - * TOY121 * T1Y121)
Ahora 7: % c P7 -> P? es una proyeccion desde un subespacio 3-dimensional (un
P3 c P7).
El conjunto de indeterminacion V' (I) tiene codimensiéon al menos 2. Puede
clasificarse en base su multigrado. Nos centramos en multigrados...

o .. (1,1,1)
@ .. (1,1,0)
@ .. (1,0,0)
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Transformaciones trilineales birracionales

Clasificacion experimental de transformaciones trilineales birracionales

R = Clzo,z1,y0,y1], S = Clzo, 1, Y0, Y1, 20, 21]. M.g. = multigrado

M.g. del C.I. Resolucién libre de I Grado de inversa
(0,0) 0— R(-2,-1)x R(-1,-2) - R(-1,-1)> = R 1x1

(1,1,1) 0—>S3=>58t> 9 Ix1x1

(17170) 0S5 —-8t-8t5 9 Ix1x2

(1,0,0) 058255 -58t-9 1x2x2
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Transformaciones trilineales birracionales

Clasificacion experimental de transformaciones trilineales birracionales

R = Clzo,z1,y0,y1], S = Clzo, 1, Y0, Y1, 20, 21]. M.g. = multigrado

M.g. del C.I. Resolucién libre de I Grado de inversa
(0,0) 0— R(-2,-1)x R(-1,-2) - R(-1,-1)> = R 1x1

(1,1,1) 0—>S3=>58t> 9 Ix1x1

(17170) 0S5 —-8t-8t5 9 Ix1x2

(1,0,0) 058255 -58t-9 1x2x2

Transformacion trilineal genérica: 0 — S — §21 — §62 — 669 . 630 , g4 . g
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